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 Γ.2. Δ.Ε.  2
εο

 ηάμεο. 
 

 Σην θεθάιαην απηό ζα αζρνιεζνύκε κε δ.ε. νη νπνίεο πεξηέρνπλ κέρξη θαη ηε 

δεύηεξε παξάγωγν ηεο άγλωζηεο ζπλάξηεζεο (y(x)).  Ωο γλωζηόλ νη γεληθή κνξθή 

κηαο ηέηνηαο δ.ε. είλαη ε: 

F(x,y,y’,y’’) = 0 

 

θαη επνκέλωο ε γεληθή ηνπο ιύζε ζα είλαη κηα δηπαξακεηξηθή νηθνγέλεηα θακπύιωλ, 

ηεο κνξθήο: 

y = y(x,c1,c2) 

 

 Σηηο παξαγξάθνπο πνπ αθνινπζνύλ ζα αζρνιεζνύκε κόλν κε γξακκηθέο δ.ε. 

2
εο

 ηαμεο.  Οη εμηζώζεηο απηέο ιύλνληαη εύθνια θαη κε ηξόπν ζπζηεκαηηθό, ελώ είλαη 

θαη ηδηαίηεξα ρξήζηκεο ζε ζέκαηα Μεραληθήο (ηαιαληώζεηο). 

 

 

 

 

 Γ.3.1. Γξακκηθέο δ.ε. 2
εο

 ηάμεο, κε ζηαζεξνύο ζπληειεζηέο θαη 

κεδεληθό β’ κέινο (Οκνγελείο).  
 

 Πξόθεηηαη γηα δ.ε. ηεο κνξθήο: 

 

αy’’ + βy’ + γy = 0     κε  α,β,γ R  
ή θαιύηεξα      

y’’ + ay + by = 0 
 

όπνπ  ηα a = β/α   θαη  b = γ/α είλαη πξαγκαηηθέο ζηαζεξέο. 

 

 

 Σηελ επίιπζε ηωλ δ.ε. απηήο ηεο κνξθήο καο βνεζνύλ θάπνηα ζεωξήκαηα ηα 

νπνία ζα αλαθέξνπκε ζηε ζπλέρεηα θαη ηα νπνία απνδεηθλύνληαη πνιύ εύθνια.  Αξ-

ρηθά όκωο ρξεηαδόκαζηε ηνλ νξηζκό ηωλ γξακκηθά αλεμάξηεηωλ ζπλαξηήζεωλ. 

 

 

 Οξηζκόο: λ ζπλαξηήζεηο κηαο πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο νλνκάδνληαη γξακκη-

θά αλεμάξηεηεο όηαλ δελ είλαη δπλαηό νπνηαδήπνηε από απηέο λα γξαθεί ζαλ γξακκη-

θόο ζπλδπαζκόο ηωλ ππνινίπωλ λ-1 ζπλαξηήζεωλ. 

 

 

 Γηα επθνιόηεξε θαηαλόεζε ζα δώζνπκε ην παξάδεηγκα ηξηώλ ζπλαξηήζεωλ 

θαη δύν ζπλαξηήζεωλ (πεξίπηωζε πνπ καο ελδηαθέξεη άκεζα). 

 

 

 

(Γ.3.1) 
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 i) Οη ζπλαξηήζεηο f1(x), f2(x) θαη f3(x) είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο όηαλ θακηά 

απ’ απηέο δελ κπνξεί λα γξαθεί ζαλ γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ηωλ ππνινίπωλ δύν.  Γηα 

παξάδεηγκα, δελ κπνξνύλ λα ππάξμνπλ ζηαζεξέο α θαη β, γηα ηηο νπνίεο λα ηζρύεη ε 

ζρέζε:   

f1(x) = αf2(x) + βf3(x) 

 

 ii) Όκνηα, ζηελ πεξίπηωζε ηωλ δύν ζπλαξηήζεωλ, νη f1(x) θαη f2(x)  είλαη 

γξακκηθά αλεμάξηεηεο όηαλ δελ ππάξρεη ζηαζεξά α, γηα ηελ νπνία λα ηζρύεη:  

 

f1(x) = αf2(x) 

ή αιιηώο  


)x(f

)x(f

2

1
 

 

 Άξα νη ζπλαξηήζεηο: 

 

f1(x) = x
2
 ,  f2(x) = 3x  , f3(x) = e

x
  ,  f4(x) = e

3x
   θ.ι.π. 

 

είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο αλά δύν, ελώ νη ζπλαξηήζεηο: 

 

f1(x) = x
2
 ,  f2(x) = 3x

2
  , f3(x) = -5x

2
  ,  f4(x) = ex

2
   θ.ι.π. 

 

είλαη, αλά δύν, γξακκηθά εμαξηεκέλεο. 

 

 

 Γεληθό Θεώξεκα: Έζηω ε δ.ε.   y’’ + ay’ + by = 0.    Εάλ νη ζπλαξηήζεηο 

y1(x) θαη y2(x) είλαη δύν γξακκηθά αλεμάξηεηεο κεξηθέο ιύζεηο ηεο δ.ε. απηήο, ηόηε: 

 

 Λύζεηο ηεο δ.ε. ζα είλαη θαη νη ζπλαξηήζεηο  c1y1(x)  θαη  c2y2(x). 

 Λύζε ηεο δ.ε. ζα είλαη επίζεο θαη ην άζξνηζκα  y(x,c1,c2) = c1y1(x) + c2y2(x) 

 Η ηειεπηαία απηή ζπλάξηεζε ζα είλαη ε γεληθή ιύζε ηεο δνζείζαο δ.ε.. 

 

 

Αο απνδείμνπκε εδώ πωο εάλ νη γξακκηθά αλεμάξηεηεο ζπλαξηήζεηο y1(x) θαη 

y2(x) είλαη ιύζεηο ηεο δ.ε. [άξα ηελ επαιεζεύνπλ], ηόηε ιύζε ηεο ζα είλαη θαη ε 

y(x,c1,c2) = c1y1(x) + c2y2(x).  Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη ε y επαιεζεύεη ηε δ.ε.: 

 

y   = y1 + y2        [y’’+ay’+by = 0] 

y’  = y1‘ + y2‘                         y1’’+y2’’ + a(y1‘+y2‘) + b(y1 + y2) = 0    

y’’ = y1’’ + y2’’  

 

(y1’’ + ay1‘ + by1) + (y2’’ + ay2‘ + by2) = 0 
 

    = 0      = 0 
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όπνπ ε θάζε παξέλζεζε κεδελίδεηαη επεηδή νη ζπλαξηήζεηο y1(x) θαη y2(x) είλαη ιύζε-

ηο ηεο δ.ε..  Τέινο ε ζπλάξηεζε  y(x,c1,c2) = c1y1(x) + c2y2(x)  είλαη ε γεληθή ιύζε ηεο 

δ.ε. y’’+ay+by = 0 [ε νπνία είλαη 2
εο

 ηάμεο], δηόηη ηελ επαιεζεύεη, ελώ πεξηέρεη δύν 

απζαίξεηεο ζηαζεξέο
(1)

. 

 

 Επνκέλωο ε επίιπζε ηεο δ.ε. (Γ.3.1) θαηαιήγεη ζηελ αλαδήηεζε δύν γξακκηθά 

αλεμάξηεηωλ κεξηθώλ ιύζεώλ ηεο.  Αλαδεηνύκε ινηπόλ κεξηθέο ιύζεηο ηεο κνξθήο  

y(x) = e
px

 (όπνπ ην p είλαη κηα ζηαζεξά, πξαγκαηηθή ή κηγαδηθή).  Παξαγωγίδνπκε 

δύν θνξέο ηελ y  θαη ζέηνπκε ηηο y, y’ θαη y’’ ζηε δ.ε.: 

 

y   = e
px

       [y’’+ay’+by = 0] 

y’  = pe
px

                       p
2
e

px
 + ape

px
 + be

px
 = 0     

y’’ = p
2
e

px
  

 

e
px

(p
2
+ap+b) = 0 

 

 Επεηδή ε ζπλάξηεζε e
px

 δελ κεδελίδεηαη πνηέ
(2)

, ε πην πάλω εμίζωζε επα-

ιεζεύεηαη όηαλ κεδελίδεηαη ην δεπηεξνβάζκην πνιπώλπκν (ωο πξνο p) ηεο πα-

ξέλζεζεο.   Καηαιήγνπκε ινηπόλ πωο ε ζπλάξηεζε e
px

 είλαη ιύζε ηεο γξακκη-

θήο δ.ε. όηαλ ην p είλαη ξίδα ηνπ ηξηωλύκνπ: 
 

p
2
 + ap + b = 0 

 

πνπ νλνκάδεηαη ραξαθηεξηζηηθή εμίζωζε (ρ.ε.) ηεο γξακκηθήο δ.ε..  Έρνπκε ινη-

πόλ ηε γεληθή κέζνδν ιύζεο ηεο γξακκηθήο - νκνγελνύο δ.ε. … 

 

 

 Γεληθή κέζνδνο:  Έζηω ε δ.ε.  y’’+ay’+by = 0.  Υπνινγίδνπκε ηηο δύν ξίδεο 

ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζωζεο: 

p
2
 + ap + b = 0       ηηο     

2

b4aa 2

2,1


  

 

 

     
(1)

   Είλαη αλαγθαίν ην λα βξεζνύλ 2 κεξηθέο ιύζεηο γξακκηθά αλεμάξηεηεο.  Εάλ γηα 

παξάδεηγκα, νη ζπλαξηήζεηο y1(x) θαη y2(x) ήηαλ γξακκηθά εμαξηεκέλεο, ηόηε ζα ίζρπε ε 

ζρέζε:  y1(x) = θy2(x) , νπόηε ε «γεληθή ιύζε» 

y(x,c1,c2) = c1y1(x) + c2y2(x) = c1θy2(x) + c2y2(x) = y2(x)[c1θ+c2] = Cy2(x) 

πεξηέρεη κόλν κία απζαίξεηε ζηαζεξά. 

 

     
(2)

  Όπωο είδακε ζηελ παξάγξαθν Γ.2.1, ν ηύπνο ηνπ Euler γηα ηελ εθζεηηθή ζπλάξ-

ηεζε κε κηγαδηθό εθζέηε: 

e
m+ni

 = e
m

e
ni

 = e
m

(συνn + iημn) 
δίλεη αξλεηηθέο ηηκέο (εάλ γηα παξάδεηγκα n=π).  Δελ ππάξρεη όκωο όξηζκα (δει. ηηκή 

γηα ην n), πνπ λα κεδελίδεη ηελ εθζεηηθή ζπλάξηεζε. 

(Γ.3.2) 
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νπόηε έρνπκε δύν κεξηθέο ιύζεηο ηεο δ.ε., πνπ είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο (εάλ 

ξ1ξ2).  Επνκέλωο ε γεληθή ιύζε δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 
x

2

x

121
21 ecec)c,c,x(y


  

 

 Δηαθξίλνπκε ηηο παξαθάηω ηξεηο πεξηπηώζεηο, αλάινγα κε ην είδνο ηωλ ξηδώλ 

ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζωζεο: Τελ πεξίπηωζε ηωλ δύν πξαγκαηηθώλ δηαθεθξηκέλωλ 

ξηδώλ, ηελ πεξίπηωζε κηαο δηπιήο πξαγκαηηθήο ξίδαο θαη ηελ πεξίπηωζε ηωλ κηγαδη-

θώλ ξηδώλ.   Αο ην δνύκε αλαιπηηθά… 

 

 

i) Η ρ.ε. έρεη δύν πξαγκαηηθέο ξίδεο. 
 

 Η δηαθξίλνπζα ηεο ρ.ε. [Δ = a
2
-4b] είλαη ζεηηθή θαη ε ιύζε πεξηγξάθεηαη από 

ηε ζρέζε Γ.3.3. 

 

 

 Παξάδεηγκα: Να ππνινγηζζεί ε γεληθή θαη ε κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε. 

y’’ + y’ – 6y = 0    κε αξρηθέο ζπλζήθεο  y(0) = 1 θαη  y’(0) = 7. 

 

 Λύζε: Γξάθνπκε ηελ ρ.ε. θαη ππνινγίδνπκε ηηο ξίδεο ηεο: 

 

p
2
 + p – 6 = 0               ξ1 = -3  θαη  ξ2 = 2 

 

 Η γεληθή ιύζε:  

y(x,c1,c2) = c1e
-3x

 + c2e
2x

 
 

 Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο κεξηθήο ιύζεο είκαζηε ππνρξεωκέλνη λα βξνύκε ηελ 

παξάγωγν ηεο γεληθήο ιύζεο: 

 

y’(x,c1,c2) = -3c1e
-3x

 + 2c2e
2x

 
 

 Αληηθαζηζηώληαο ζηηο ζρέζεηο ηωλ y θαη y’, ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο y(0) = 1  θαη  

y’(0) = 7, θαηαιήγνπκε ζε έλα ζύζηεκα 2 εμηζώζεωλ κε αγλώζηνπο ηηο δύν απζαίξε-

ηεο ζηαζεξέο: 

 

      c1 +   c2 = 1   c1 = -1  
(1) 

   -3c1 + 2c2 = 7   c2 =  2 

 

 

 

    
(1)

  Εάλ νη αξρηθέο ζπλζήθεο ήηαλ  y(0) = 1 θαη  y’(0) = 2, ηόηε ε ηηκή ηωλ ζηαζε-

ξώλ ζα ήηαλ c1=0 θαη c2=1, πξάγκα πνπ δελ ελνριεί θαζόινπ… 

 

(Γ.3.3) 
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θαη ε κεξηθή ιύζε πνπ πξνθύπηεη: 

y(x) = -e
-3x

 + 2e
2x

 
 

 

ii) Η ρ.ε. έρεη κία δηπιή πξαγκαηηθή ξίδα. 
 

 Η δηαθξίλνπζα ηεο ρ.ε. [Δ = a
2
-4b] κεδελίδεηαη  θαη δίλεη κία δηπιή πξαγκαηη-

θή ξίδα:  ξ1=ξ2=ξ. Τν πξόβιεκα ζηελ πεξίπηωζε απηή είλαη πωο ε ρ.ε. δίλεη κία κόλν 

κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε. [ηελ y1(x)=e
ξx

],  ελώ ρξεηαδόκαζηε δύν (θαη κάιηζηα γξακκηθά 

αλεμάξηεηεο).    Θα δείμνπκε πωο ζηελ πεξίπηωζε απηή ε ζπλάξηεζε  y2(x) = xe
ξx

 

είλαη επίζεο κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε., ελώ είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηε ηεο y1. 

 

 

 Πξάγκαηη, παξαγωγίδνπκε ηελ y2 θαη αληηθαζηζηνύκε ζηε δ.ε.: 

 

 y2(x)   = xe
ξx

      [y’’+ay’+by = 0] 

 y2’(x)  = e
ξx

 + ξxe
ξx

 = e
ξx

(ξx+1)             

 y2’’(x) = ξe
ξx

 + ξe
ξx

(ξx+1) = ξe
ξx

(ξx+2) 
 

 ξe
ξx

(ξx+2) + ae
ξx

(ξx+1) + bxe
ξx

  = 0          
 

 e
ξx

[ξ
2
x+2ξ+aξx+a+bx] = e

ξx
[x(ξ

2
+aξ+b) + 2ξ + a] = 0  

 

 Τν πεξηερόκελν ηεο αγθύιεο είλαη ίζν κε ην κεδέλ δηόηη: 

 

 είλαη κεδέλ ε παξέλζεζε (ξ
2
+aξ+b), κηα θαη είλαη ε ξ είλαη ξίδα ηνπ ηξηω-

λύκνπ  p
2
+ap+b = 0. 

 Τν a είλαη ίζν κε ην –2ξ, δηόηη είλαη ν ζπληειεζηήο ηνπ πξωηνβάζκηνπ 

όξνπ ζην ηξηώλπκν: p
2
+ap+b 

(1)
. 

 

Άξα ε γεληθή ιύζε ηεο νκνγελνύο δ.ε. όηαλ ε ρ.ε. έρεη κία δηπιή ξίδα ξ, δίλε-

ηαη από ηε ζρέζε: 

 

y(x,c1,c2) = c1e
ξx

 + c2xe
ξx

 
 

 

 

    
(1)

  Ωο γλωζηό εάλ νη ξ1 θαη ξ2 είλαη ξίδεο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζωζεο, ηόηε απηή 

γξάθεηαη ζαλ γηλόκελν παξαγόληωλ:    

p
2
+ap+b = (x-ξ1)(x-ξ2) = p

2
 – (ξ1+ξ2)p + ξ1ξ2 

απ’ όπνπ πξνθύπηνπλ νη γλωζηνί ηύπνη ηνπ Vieta: 

a = – (ξ1+ξ2)  θαη   b = ξ1ξ2  
επνκέλωο, ζηελ πεξίπηωζε ηεο δηπιήο ξίδαο (ξ=ξ1=ξ2) ηζρύεη:  a= -2ξ 

 

(Γ.3.4) 
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 Παξάδεηγκα: Να ππνινγηζζεί ε γεληθή θαη ε κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε. 

y’’ - 10y’ + 25y = 0    κε αξρηθέο ζπλζήθεο  y(0) = 1 θαη  y’(0) = 2. 

 

 Λύζε: Γξάθνπκε ηελ ρ.ε. θαη ππνινγίδνπκε ηηο ξίδεο ηεο: 

 

p
2
 – 10p + 25 = 0               ξ1 =  ξ2 = 5 

 

 Η γεληθή ιύζε:  

y(x,c1,c2) = c1e
5x

 + c2xe
5x

 
 

 Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο κεξηθήο ιύζεο είκαζηε ππνρξεωκέλνη λα βξνύκε ηελ 

παξάγωγν ηεο γεληθήο ιύζεο: 

 

y’(x,c1,c2) = 5c1e
5x

 + c2e
5x

 + 5c2xe
5x

 = e
5x

(5c1 + c2 + 5c2x) 
 

 Αληηθαζηζηώληαο ζηηο ζρέζεηο ηωλ y θαη y’, ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο y(0) = 1  θαη  

y’(0) = 2, θαηαιήγνπκε ζε έλα ζύζηεκα 2 εμηζώζεωλ κε αγλώζηνπο ηηο δύν απζαίξε-

ηεο ζηαζεξέο: 

 

      c1         = 1   c1 =  1
 

     5c1 + c2 = 2   c2 = -3 

νπόηε ε κεξηθή ιύζε: 

y(x) = e
5x

 - 3xe
5x

 
 

 

 

iii) Η ρ.ε. έρεη δύν κηγαδηθέο (ζπδπγείο) ξίδεο. 
 

Η πεξίπηωζε απηή είλαη θάπωο πην πνιύπινθε, αιιά θαη ε πην ελδηαθέξνπζα 

ζε επίπεδν εθαξκνγώλ, κηα θαη ζ’ απηήλ εληάζζνληαη ηα πξνβιήκαηα ηωλ ηαιαληώ-

ζεωλ.   

 

Έζηω πωο ε ρ.ε. έρεη ηηο παξαθάηω ζπδπγείο κηγαδηθέο ξίδεο: 

 

ξ1,2 = nim
2

i
2

a

2

a

2

a









 

 

όπνπ ε δηαθξίλνπζα Δ είλαη αξλεηηθή θαη γηα ην ιόγν απηό ππνινγίδνπκε ωο εμήο: 

1 i           όπνπ I είλαη ε θαληαζηηθή κνλάδα, ελώ ζέζακε: 

 

m = -a/2   ην πξαγκαηηθό κέξνο ηνπ κηγαδηθνύ   θαη 

n =  /2 ην θαληαζηηθό κέξνο ηνπ κηγαδηθνύ    
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 Η γεληθή ιύζε γξάθεηαη θαηά ηα γλωζηά: 

 
x)nim(

2

x)nim(

121 ecec)c,c,x(y    

 

 Η ζρέζε απηή παξνπζηάδεη ηε γεληθή ιύζε ηεο δ.ε..  Εθαξκόδνληαο όκωο ηε 

ζρέζε ηνπ Euler πνπ αθνξά ζηηο εθζεηηθέο ζπλαξηήζεηο κε κηγαδηθό εθζέηε: 

xixe ix 
 

θζάλνπκε ζε έλα απνηέιεζκα πην θαηαλνεηό θαη ιεηηνπξγηθό: 

 

  inxmx

2

inxmx

1

x)nim(

2

x)nim(

121 eeceececec)c,c,x(y  

    mx

1 2e c ( nx i nx) c ( nx i nx          

  i)cc(nx)cc(nxe 2121

mx
 

 

y(x,A,B)  )nxBnxA(emx   

 

όπνπ ζέζακε δύν λέεο απζαίξεηεο ζηαζεξέο  A = c1 + c2   θαη   B = i(c1-c2).  Μπνξνύ-

κε λα απινπνηήζνπκε θη άιιν ηελ παξάζηαζε ηεο γεληθήο ιύζεο, πνιιαπιαζηάδνλ-

ηαο θαη δηαηξώληαο κε ηελ πνζόηεηα:    

22 BA   

 

 )nxBnxA(e)B,A,x(y mx
 

        













 nx

BA

B
nx

BA

A
eBA

2222

mx22
 

 

 Παξαηεξνύκε πωο νη πνζόηεηεο: 

22 BA

A


  θαη  

22 BA 


 

 

αλήθνπλ ζην δηάζηεκα [-1,1], ελώ ην άζξνηζκα ηωλ ηεηξαγώλωλ ηνπο ηζνύηαη κε ηε 

κνλάδα.  Άξα ππάξρεη θάπνηα γωλία θ γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 

ζπλθ = 
22 BA

A


   θαη  εκθ = 

22 BA 


 

 

Θέηνληαο ηέινο D =
22 BA  , έρνπκε ηελ ηειηθή κνξθή ηεο γεληθήο ιύζεο, κε απ-

ζαίξεηεο ζηαζεξέο ηηο  D θαη θ: 

 

  nxnxDe),D,x(y mx
 

 

(Γ.3.5) 
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)nx(De),D,x(y mx   
(1) 

 

 

 Η γεληθή ιύζε πνπ πεξηγξάθεηαη από ηε ζρέζε Γ.3.6 παξνπζηάδεη κηα εκηην-

λνεηδή θακπύιε κε κεηαβαιιόκελν πιάηνο.  Σηε ζρέζε απηή ε ζηαζεξά D είλαη ζπλ-

ηειεζηήο ηνπ πιάηνπο ηεο εκηηνλνεηδνύο θακπύιεο, ελώ ε ζηαζεξά θ θαιείηαη δηα-

θνξά θάζεο.  Τν ζπλνιηθό πιάηνο ηεο θακπύιεο απμάλεη (θαζώο απμάλεη ην x) όηαλ 

ν ζπληειεζηήο m ηνπ εθζέηε (ην πξαγκαηηθό κέξνο ηεο κηγαδηθήο ξίδαο) είλαη ζεηη-

θόο.  Αληίζεηα, ην ζπλνιηθό πιάηνο ηεο θακπύιεο θζίλεη όηαλ m<0 
(2)

. 

  

Μερική λύζη ηης ομογενούς δ.ε.  (m>0)

-20
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0
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y=Demxσυν(nx-φ)

y=Demx

y=-Demx

 

Μερική λύζη ηης ομογενούς δ.ε. (m<0)
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y=Demxσυν(nx-φ)

y=Demx

y=-Demx

 
 

Σρ. Γ.3.1. Δύν κεξηθέο ιύζεηο ηεο δ.ε.  y’’+ay’+by = 0, όηαλ 

ε δηαθξίλνπζα ηεο ρ.ε. είλαη αξλεηηθή. 

Σην 1
ν
 έρνπκε ην a<0 [m>0] , ελώ ζην 2

ν
 έρνπκε ην  a>0 [m<0]. 

 

 

    
(1)

 Όπνπ ρξεζηκνπνηήζακε  ηνλ ηύπν  ζπλζζπλβ-εκαεκβ = ζπλ(α-β) 

    
(2)

  Να ζπκίζνπκε πωο   m = -a/2 , νπόηε ζα είλαη αξλεηηθό όηαλ ν ζπληειεζηήο a 

ηνπ y’, ζηε δ.ε. ζα είλαη ζεηηθόο. 

 

(Γ.3.6) 
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 Παξάδεηγκα: Να ππνινγηζζεί ε γεληθή θαη ε κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε. 

y’’ + 2y’ + 65y = 0    κε αξρηθέο ζπλζήθεο  y(0) = 5 θαη  y’(0) = 1. 

 

 Λύζε: Παξαηεξνύκε αξρηθά πωο ν ζπληειεζηήο ηνπ y’ είλαη ζεηηθόο. Άξα ην 

πξαγκαηηθό κέξνο ηωλ κηγαδηθώλ ξηδώλ ζα είλαη αξλεηηθό θαη ην πιάηνο ηεο εκηην-

λνεηδνύο θακπύιεο ζα θζίλεη.   Γξάθνπκε ηελ ρ.ε. θαη ππνινγίδνπκε ηηο ξίδεο ηεο: 

p
2
 + 2p + 65 = 0               

 

ξ1,2 = i81
2

i162

2

2562

2

26042









 

 

 Γξάθνπκε ηελ γεληθή ιύζε απ’ επζείαο από ηε ζρέζε (Γ.3.6):  

 

)x8(De),D,x(y x  
 

 

ελώ γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο κεξηθήο ιύζεο ρξεηαδόκαζηε θαη ηελ παξάγωγν: 

 

  )x8(De8)x8(De),D,x('y xx
 

 )x8(8)x8(De x  
 

 

Θέηνληαο ζηηο ζρέζεηο απηέο ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο, θαηαζηξώλνπκε έλα ζύζηεκα 2 

εμηζώζεωλ κε αγλώζηνπο ηα  D θαη θ, ηα νπνία θαη ππνινγίδνπκε: 

 

5 = y(0) = Dζπλ(-θ)        
)(

5
D


  

1 = y’(0) = -D[ζπλ(-θ)+8εκ(-θ)]       1 = -5 - 40εθ(-θ) 
 

ή 

εθ(-θ) = -3/20  ή   -θ = -0,1489 rad     ή       θ = 0,1489 rad 

      θαη       D = 5,056  
 

νπόηε ε κεξηθή ιύζε: 

 

) 0,1489x8(e 5,056)x(y x  
   θαη 

 ) 0,1489x8(8) 0,1489x8(e 5,056)x('y x  
 

 

 Σηα επόκελα γξαθήκαηα εκθαλίδεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηωλ δύν απηώλ 

ζπλαξηήζεωλ: 
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Η μερική λύζη y(x)
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Η ζσνάρηηζη y'(x)
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Σρ. Γ.3.2. Μεξηθή ιύζε ηεο δ.ε.  y’’ + 2y’ + 65y = 0. 

Αξηζηεξά ε y(x) θαη δεμηά ε y’(x).   Παξαηεξείζηε πωο 

ε παξάγωγνο έρεη κεγαιύηεξν πιάηνο δηαθύκαλζεο, ελώ παξνπζηάδεη  

αθξόηαηα (ε y’) εθεί πνπ ε y κεδελίδεηαη (αλακελόκελν…). 

 

 

 

 

 Γ.3.2. Γξακκηθέο δ.ε. 2
εο

 ηάμεο, κε ζηαζεξνύο ζπληειεζηέο θαη 

κε κεδεληθό β’ κέινο.  
 

 Πξόθεηηαη γηα δ.ε. ηεο κνξθήο: 

 

y’’ + ay + by = f(x)      κε  a,b R  
 

 Η ιύζε ηεο δ.ε. Γ.3.1 ζηεξίδεηαη ζηελ παξαθάηω πξόηαζε: 

 

 Εάλ ε ζπλάξηεζε yκ(x) είλαη κία κεξηθή ιύζε ηεο Γ.3.1 θαη ε yO(x,c1,c2) είλαη 

ε ιύζε ηεο αληίζηνηρεο νκνγελνύο (y’’+ay’+by=0), ηόηε ην άζξνηζκα:  

 

y(x,c1,c2) = yO(x,c1,c2) + yκ(x) 

 

ζα είλαη ε γεληθή ιύζε ηεο Γ.3.1. 

 

 Απόδεημε:  Εάλ ε ζπλάξηεζε y(x,c1,c2) (ην άζξνηζκα δειαδή ηεο γεληθήο ιύ-

ζεο ηεο νκνγελνύο κε κία νπνηαδήπνηε κεξηθή ιύζε ηεο πιήξνπο) επαιεζεύεη ηελ 

δ.ε. Γ.3.1, ηόηε ζα είλαη όληωο ε γεληθή ηεο ιύζε, κηα θαη πεξηέρεη δύν απζαίξεηεο 

ζηαζεξέο. 

 

y   = yO + yκ    

y’  = yO’ + yκ’          yO’’+ yκ’’ + a(yO’ + yκ’) + b(yO + yκ) = f(x)     

y’’ = yO’’+ yκ’’        (yO’’+ayO’+byO) + (yκ’’+ayκ’+byκ) = f(x) 

 

(yO’’+ayO’+byO) + (yκ’’+ayκ’+byκ) = f(x) 

 

(Γ.3.1) 

(Γ.3.2) 
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Είλαη θαλεξό πωο ε ζρέζε απηή ηζρύεη δηόηη ε πξώηε παξέλζεζε είλαη ίζε κε 

ην κεδέλ (ε yΟ είλαη ιύζε ηεο νκνγελνύο) ελώ ε δεύηεξε παξέλζεζε ηζνύηαη κε ην 

f(x) (ε yκ είλαη ιύζε ηεο πιήξνπο). 

 

 Επνκέλωο γηα λα ιύζνπκε ηε δ.ε. Γ.3.1 ζα πξέπεη λα ππνινγίζνπκε κία κεξηθή 

ιύζε ηεο.  Σηνλ ππνινγηζκό απηό καο βνεζάεη ε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ β’ κέ-

ινπο (ε f(x)), κηα θαη ε κνξθή ηεο καο απνθαιύπηεη ηε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο πνπ 

ζα απνηειέζεη ηε κεξηθή ιύζε yκ.  Αο κειεηήζνπκε ηξεηο ραξαθηεξηζηηθέο πεξηπηώ-

ζεηο γηα ηε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο f(x)… 

 

 

 α) Η ζπλάξηεζε f(x) είλαη πνιπωλπκηθή: Έζηω ινηπόλ πωο ε f είλαη πνιπω-

λπκηθή ζπλάξηεζε λ-νπ βαζκνύ [έζηω δειαδή πωο f(x)=p(x)].  Τόηε αλαδεηνύκε ηε 

κεξηθή ιύζε επίζεο ζαλ πνιπωλπκηθή ζπλάξηεζε λ-νπ βαζκνύ [yκ=q(x)].  Αο δνύκε 

έλα παξάδεηγκα: Να ππνινγηζζεί κηα κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε. 

 

y’’ + 2y’ + 3y = x
2
 – 2 

 

 Η πνιπωλπκηθή ζπλάξηεζε ηνπ β’ κέινπο ηεο δ.ε. είλαη 2
νπ

 βαζκνύ. Άξα αλα-

δεηνύκε κηα κεξηθή ιύζε πνπ λα είλαη επίζεο πνιπωλπκηθή ζπλάξηεζε 2
νπ

 βαζκνύ. 

Έζηω ινηπόλ  

yκ(x) = q(x) = αx
2
 + βx + γ 

 

Υηνζεηνύκε δειαδή ζαλ yκ ηε γεληθή έθθξαζε ηεο δεπηεξνβάζκηαο πνιπωλπκηθήο 

ζπλάξηεζεο.  Αληηθαζηζηνύκε ηελ yκ ζηε δ.ε. νπόηε έρνπκε: 

 

yκ   = αx
2
 + βx + γ 

yκ’  = 2αx + β                      2α  + 2(2αx + β) + 3(αx
2
 + βx + γ) = x

2
 – 2         

yκ’’ = 2α 

 

3αx
2
 + (4α+3β)x + (2α+2β+3γ) = x

2
 – 2 

 

 Σηελ ηειεπηαία απηή ζρέζε εμηζώλνληαη 2 πνιπωλπκηθέο ζπλαξηήζεηο. Γηα λα 

ζπκβαίλεη απηό πξέπεη νη ζπληειεζηέο ηωλ νκνηόβαζκωλ όξωλ λα είλαη ίζνη. Επνκέ-

λωο θαηαιήγνπκε ζην ζύζηεκα 3 εμηζώζεωλ κε 3 αγλώζηνπο: 

 

3α                 =  1              α = 1/3 

4α + 3β         =  0                    β = -4/9 

2α + 2β + 3γ = -2               γ = 20/27 

 

νπόηε ε κεξηθή ιύζε είλαη ε: 

 

yκ = x
2
/3 – 4x/9 + 20/27 
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 Σηελ ηδηαίηεξε πεξίπηωζε όπνπ ν ζπληειεζηήο b ηεο δ.ε. είλαη κεδέλ ζα ππάξ-

ρεη πξόβιεκα αληηζηνίρηζεο ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ ηεο πνιπωλπκηθήο ζπλάξηε-

ζεο ηνπ β κέινπο.  Πξάγκαηη, εάλ δίλεηαη ε δ.ε.: 

 

y’’ + 3y’ = x
2
 + x - 1 

 

θαη πηνζεηήζνπκε γηα ηε κεξηθή ιύζε ηε κνξθή:    

 

yκ(x) = q(x) = αx
2
 + βx + γ          [yκ’=2αx + β    θαη   yκ’’=2α] 

 

ηόηε, αληηθαζηζηώληαο ζηελ δ.ε. ηελ yκ, ζα έρνπκε: 

 

2α + 3(2αx + β) = x
2
 + x - 1 

 

νπόηε δελ αληηζηνηρίδεηαη ν όξνο x
2
.   Γηα ην ιόγν απηό: 

 

 

 Σηελ ηδηαίηεξε πεξίπηωζε όπνπ ν ζπληειεζηήο b ηεο δ.ε. είλαη 

κεδέλ, αλαδεηνύκε ηε κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε. ππό ηε κνξθή: 

 

yκ(x) = xq(x) = x(αx
2
 + βx + γ) = αx

3
 + βx

2
 + γx 

 

 

 

 Παξαηήξεζε:  Εάλ ν ζπληειεζηήο a ηεο δ.ε. είλαη ίζνο κε κεδέλ πηνζεηνύκε 

ηε κεξηθή ιύζε ηεο αξρηθήο πεξίπηωζεο:      yκ(x) = q(x) = αx
2
 + βx + γ,  ελώ εάλ κε-

δελίδνληαη ηαπηόρξνλα ηα a θαη b, ηόηε ε δ.ε. είλαη άκεζα νινθιεξώζηκε. 

 

y’’ = f(x) 

 

 

 Παξάδεηγκα: Να ππνινγηζζεί ε γεληθή θαη ε κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε.  

y’’ + y’/5 = x
2
 –5  γηα αξρηθέο ζπλζήθεο:   y(0) = 1  θαη  y’(0) = 276 

 

 

 Λύζε: Αξρηθά ιύλνπκε ηελ αληίζηνηρε νκνγελή: 

 

y’’ + y’/5 = 0 

κε ραξαθηεξηζηηθή εμίζωζε: 

p
2
 + p/5 = 0 

κε πξαγκαηηθέο ξίδεο: 

p1 = 0  θαη   p2 = -1/5 

 

νπόηε ε γεληθή ιύζε ηεο νκνγελνύο 

yΟ(x) = c1 + c2e
-x/5 
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 Αλαδεηνύκε ηώξα ηελ ιύζε ηεο δνζκέλεο δ.ε. ππό ηε κνξθή: 

 

yκ(x) = xq(x) = x(αx
2
 + βx + γ) = αx

3
 + βx

2
 + γx 

κε παξαγώγνπο 

yκ’(x)  = 3αx
2
 +2βx +γ   θαη   yκ’’(x) = 6αx + 2β 

 

Αληηθαζηζηνύκε ζηε δ.ε. θαη ππνινγίδνπκε: 

 

6αx + 2β + (3αx
2
 +2βx +γ)/5 = x

2
 –5       

ή 

3αx
2
/5 + (6α + 2β/5)x + 2β+γ/5 = x

2
 –5 

 

απ’ όπνπ πξνθύπηεη ην ζύζηεκα: 

 

3α/5                =  1 

6α + 2β/5        =  0 

        2β  + γ/5  = -5 

 

κε ιύζε:                               α = 5/3 ,   β = -25   θαη   γ = 275 

 

 Άξα ε αλαδεηνύκελε κεξηθή ιύζε θαη ε γεληθή ιύζε ηεο δνζκέλεο δ.ε.: 

 

yκ(x) = 
3

5
x

 3
 – 25x

2
 + 275x 

θαη  

y(x,c1,c2) = yO(x,c1,c2) + yκ(x) = c1 + c2e
-x/5

 + 
3

5
x

 3
 – 25x

2
 + 275x 

 

 Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο κεξηθήο ιύζεο πνπ αληηζηνηρεί ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο 

ηνπ πξνβιήκαηνο, ρξεηάδεηαη θαη ε παξάγωγνο ηεο γεληθήο ιύζεο: 

 

y’(x,c1,c2) = 
5x2 e

5

c   + 5x
 2
 – 50x + 275 

θαη αληηθαζηζηώληαο ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο, έρνπκε: 

 

1 = c1 + c2       c1 = 6 

276 = 275
5

c2       c2 = -5 

 

 

y(x,c1,c2) = 6 – 5e
-x/5

 + 
3

5
x

 3
 – 25x

2
 + 275x 
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Η μερική λύζη ηης δ.ε.
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 β) Η ζπλάξηεζε f(x) είλαη γηλόκελν εθζεηηθήο επί πνιπωλπκηθή: Έζηω ιν-

ηπόλ πωο ε ζπλάξηεζε f ηνπ β’ κέινπο ηεο δ.ε. είλαη ηεο κνξθήο: 

f(x) = p(x)e
kx

   
όπνπ ε πνιπωλπκηθή ζπλάξηεζε είλαη λ-νζηνύ βαζκνύ, ελώ ην k είλαη πξαγκαηηθή 

ζηαζεξή  (kR). 

 

 Ξερωξίδνπκε ηξεηο ππνπεξηπηώζεηο: 

 

 Ο ζπληειεζηήο k δελ είλαη ξίδα ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζωζεο ηεο αληίζηνη-

ρεο νκνγελνύο (δειαδή ε e
kx

 δελ είλαη κεξηθή ιύζε ηεο νκνγελνύο).  Σηελ πε-

ξίπηωζε απηή αλαδεηνύκε ηελ κεξηθή ιύζε ππό ηε κνξθή:  

 

yκ(x) = q(x)e
kx

  
(1) 

 

 

 Ο ζπληειεζηήο k είλαη κνλή ξίδα ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζωζεο ηεο αληίζηνη-

ρεο νκνγελνύο (δειαδή ε e
kx

 είλαη κεξηθή ιύζε ηεο νκνγελνύο).  Σηελ πεξίπ-

ηωζε απηή αλαδεηνύκε ηελ κεξηθή ιύζε ππό ηε κνξθή:  

 

yκ(x) = xq(x)e
kx

 

 

 

 Ο ζπληειεζηήο k είλαη δηπιή ξίδα ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζωζεο ηεο αληίζην-

ηρεο νκνγελνύο (δειαδή νη e
kx

 θαη xe
kx

 είλαη κεξηθέο ιύζεηο ηεο νκνγελνύο).  

Σηελ πεξίπηωζε απηή αλαδεηνύκε ηελ κεξηθή ιύζε ππό ηε κνξθή:  

 

yκ(x) = x
2
q(x)e

kx
 

 

 

   
(1)

  Όπνπ, ωο ζπλήζωο, ην q(x) είλαη ην γεληθό πνιπώλπκν λ-νζηνύ βαζκνύ. 
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 Παξάδεηγκα: Να ππνινγηζζεί ε γεληθή θαη ε κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε.  

y’’ + y’ – 2y  = (x–1)e
x
    γηα αξρηθέο ζπλζήθεο:  y(0)=1  θαη  y’(0)=-1 

 

 Λύζε: Αξρηθά ιύλνπκε ηελ αληίζηνηρε νκνγελή: 

 

y’’ + y’ – 2y  = 0 

κε ραξαθηεξηζηηθή εμίζωζε: 

p
2
 + p – 2  = 0 

κε πξαγκαηηθέο ξίδεο: 

p1 = –2   θαη   p2 = 1 

 

νπόηε ε γεληθή ιύζε ηεο νκνγελνύο 

 

yΟ(x,c1,c2) = c1e
-2x

 + c2e
-x 

 

 Επεηδή ν ζπληειεζηήο ηνπ x ζηνλ εθζέηε ηνπ e (ζην β’ κέινο ηεο δ.ε.) είλαη 

θαη κνλή ξίδα ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζωζεο, αλαδεηνύκε ηε κεξηθή ιύζε ππό ηε 

κνξθή: 

yκ(x) = xq(x)e
x
 = x(αx+β)e

x
 = (αx

2
+βx)e

x
 

κε παξαγώγνπο 

yκ’(x)  = [αx
2
 + (2α+β)x + β]e

x
    θαη    

yκ’’(x) = [αx
2
 + (4α+β)x + 2α + 2β]e

x
     

 

Αληηθαζηζηνύκε ζηε δ.ε. θαη ππνινγίδνπκε: 

 

[αx
2
 + (4α+β)x + 2α+2β]e

x
 + [αx

2
 + (2α+β)x + β]e

x
 – 2(αx

2
+βx)e

x
 = (x–1)e

x
 

(6αx + 2α+3β)e
x
 = (x–1)e

x
 

 

απ’ όπνπ πξνθύπηεη ην ζύζηεκα: 

 

6α         =  1   α =  1/6 

2α + 3β = –1    β = –4/9 

 

θαη ε γεληθή ιύζε ηεο πιήξνπο δ.ε.: 

 

y(x,c1,c2) = yO(x,c1,c2) + yκ(x) = c1e
-2x

 + c2e
-x

 + ( x
9

4
x

6

1 2  )e
x
  

 

 Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο κεξηθήο ιύζεο ρξεηαδόκαζηε ηελ 1
ε
 παξάγωγν: 

 

y’(x,c1,c2) = -2c1e
-2x

 + c2e
-x

 + 










9

4
x

9

1
x

6

1 2 e
x
  

 

 Θέηνληαο ζηε ζπλάξηεζε θαη ζηελ παξάγωγν ηηο ηηκέο ηωλ αξρηθώλ ζπλζε-

θώλ, ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηωλ απζαίξεηωλ ζηαζεξώλ: 
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1 = c1 + c2     c1 = -13/27 

2 = -2c1 +c2 – 4/9   c2 =  40/27 

 

 

 

 γ) Η ζπλάξηεζε f(x) είλαη άζξνηζκα εκηηόλνπ ή (θαη) ζπλεκηηόλνπ: Έζηω 

ινηπόλ πωο ε ζπλάξηεζε f ηνπ β’ κέινπο ηεο δ.ε. είλαη ηεο κνξθήο: 

f(x) = f(x)=aεκ(kx)+bζπλ(kx) 
όπνπ ηα k, a θαη b είλαη πξαγκαηηθέο ζηαζεξέο  (k,a,bR). 

 

 Ξερωξίδνπκε ηξεηο ππνπεξηπηώζεηο: 

 

 H ραξαθηεξηζηηθή εμίζωζε ηεο αληίζηνηρεο νκνγελνύο δελ έρεη ζαλ ξίδεο ηνπο 

θαληαζηηθνύο αξηζκνύο (όρη κηγαδηθνύο) ki  
(1)

.   Σηελ πεξίπηωζε απηή αλα-

δεηνύκε ηελ κεξηθή ιύζε ππό ηε κνξθή:  

 

yp(x)= ιεκ(kx)+κζπλ(kx)  όπνπ  ι,κ  R 

 

 H ραξαθηεξηζηηθή εμίζωζε ηεο αληίζηνηρεο νκνγελνύο έρεη ζαλ ξίδεο ηνπο 

θαληαζηηθνύο αξηζκνύο (όρη κηγαδηθνύο) ki  
(1)

.   Σηελ πεξίπηωζε απηή αλα-

δεηνύκε ηελ κεξηθή ιύζε ππό ηε κνξθή:  

 

yp(x)= x[ιεκ(kx)+κζπλ(kx)]  όπνπ  ι,κ  R 

 

 

 Παξάδεηγκα:  Να ππνινγηζζεί  ε γεληθή  θαη ε κεξηθή ιύζε  ηεο δ.ε.  

y’’ + 16y  = εκ(4x)    γηα αξρηθέο ζπλζήθεο:  y(0) = 0  θαη  y’(0) = 0 

 

 Λύζε: Αξρηθά ιύλνπκε ηελ αληίζηνηρε νκνγελή: 

 

y’’ + 16y  = 0 

κε ραξαθηεξηζηηθή εμίζωζε: 

p
2
 + 16  = 0 

κε θαληαζηηθέο ξίδεο: 

p1 = –4i   θαη   p2 = 4i 

 

 

 

 

(1) Γηα λα έρεη ε ρ.ε. ηεο νκνγελνύο δ.ε. κηγαδηθή ξίδα ζα πξέπεη λα είλαη κεδέλ ν 

ζπληειεζηήο ηνπ y’  (a=0, νπόηε ε νκνγελήο δ.ε. γξάθεηαη:  y’’+k
2
y=0).  Τόηε ε ρ.ε. εί-

λαη ε: 

p
2
 + k

2
 = 0        p

2
 = –k

2
          p1,2 = ki  
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νπόηε ε γεληθή ιύζε ηεο νκνγελνύο 

 

yΟ(x,D,θ) = Dζπλ(4x-θ)
 

 

 Επεηδή ν ζπληειεζηήο ηνπ x ζην εκίηνλν (4, ζην β’ κέινο ηεο δ.ε.) είλαη θαη ν 

ζπληειεζηήο ηνπ i ηεο θαληαζηηθήο ξίδαο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζωζεο, αλαδεηνύ-

κε ηε κεξηθή ιύζε ππό ηε κνξθή: 

 

yp(x)= x[ιεκ(4x)+κζπλ(4x)]   
 

κε παξαγώγνπο 

 

yκ’(x)  = (ι–4κx)εκ(4x) + (κ+4ιx)ζπλ(4x)     θαη 

yκ’’(x)  = -(8κ+16ιx)εκ(4x) + (8ι-16κx)ζπλ(4x) 

 

 

Αληηθαζηζηνύκε ζηε δ.ε. θαη ππνινγίδνπκε: 

 

-(8κ+16ιx)εκ(4x) + (8ι-16κx)ζπλ(4x) +16x[ιεκ(4x)+κζπλ(4x)] = εκ(4x)     

-8κεκ(4x) + 9ιζπλ(4x) = εκ(4x) 

 

απ’ όπνπ έρνπκε   κ= -1/8 ,   ι=0.  Άξα ε γεληθή ιύζε ηεο δ.ε. είλαη ε: 

 

 

y(x,D,θ) = yΟ(x,D,θ) + yκ(x) = Dζπλ(4x-θ) - 
8

1
xζπλ(4x) 

 

 

 Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο κεξηθήο ιύζεο ρξεηαδόκαζηε ηελ 1
ε
 παξάγωγν: 

 

y’(x,D,θ) = -4Dεκ(4x-θ) - 
8

1
ζπλ(4x) +

2

1
xεκ(4x) 

 

 Θέηνληαο ζηε ζπλάξηεζε θαη ζηελ παξάγωγν ηηο ηηκέο ηωλ αξρηθώλ ζπλζε-

θώλ, ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηωλ απζαίξεηωλ ζηαζεξώλ: 

 

0 =  Dζπλ(-θ)  

0 = -4Dεκ(-θ) – 1/8 

 

 Από ηελ 1
ε
 εμίζωζε δελ κπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε πωο D=0, αληίζεηα, πξέ-

πεη λα επηιέμνπκε ηε γωλία θ έηζη ώζηε ζπλ(-θ) = 0.  Έρνπκε επνκέλωο: 

 

θ = π/2    θαη     D = 1/32 
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νπόηε, ε κεξηθή ιύζε πνπ αληηζηνηρεί ζηηο κεδεληθέο αξρηθέο ζπλζήθεο: 

 

 

y(x) = 
32

1
ζπλ(4x-π/2) - 

8

1
xζπλ(4x) 

 

 

κε γξαθηθή παξάζηαζε: 

 

 

Η μερική λύζη ηης δ.ε. y(x)
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