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Άδειες Υρήζης 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Τν παξόλ εθπαηδεπηηθό πιηθό ππόθεηηαη ζε 

άδεηεο ρξήζεο Creative Commons.  

 

• Γηα εθπαηδεπηηθό πιηθό, όπσο εηθόλεο, πνπ 

ππόθεηηαη ζε άιινπ ηύπνπ άδεηαο ρξήζεο, 

ε άδεηα ρξήζεο αλαθέξεηαη ξεηώο.  
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Υρημαηοδόηηζη 

 

 

 

 

• Τν παξόλ εθπαηδεπηηθό πιηθό έρεη 

αλαπηπρζεί ζηα πιαίζηα ηνπ 

εθπαηδεπηηθνύ έξγνπ ηνπ δηδάζθνληα. 

• Τν έξγν «Αλνηθηά Αθαδεκατθά 

Μαζήκαηα ζην ΤΔΗ Κεληξηθήο 

Μαθεδνλίαο» έρεη ρξεκαηνδνηήζεη κόλν 

ηε αλαδηακόξθσζε ηνπ εθπαηδεπηηθνύ 

πιηθνύ.  

• Τν έξγν πινπνηείηαη ζην πιαίζην ηνπ 

Δπηρεηξεζηαθνύ Πξνγξάκκαηνο 

«Δθπαίδεπζε θαη Γηα Βίνπ Μάζεζε» θαη 

ζπγρξεκαηνδνηείηαη από ηελ Δπξσπατθή 

Έλσζε (Δπξσπατθό Κνηλσληθό Τακείν) 

θαη από εζληθνύο πόξνπο. 
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Διζαγωγή 
 

Αξηζκεηηθή Αλάιπζε: Ίζσο ν βαζηθόηεξνο θιάδνο ησλ εθαξκνζκέλσλ καζεκαηηθώλ. 

Δζηηάδεηαη ζηε ζρεδίαζε θαη θαηαζθεπή αξηζκεηηθώλ κεζόδσλ γηα ηελ 

πξνζεγγηζηηθή επίιπζε καζεκαηηθώλ πξνβιεκάησλ. Ζ αλάπηπμε/εμέιημε ηεο 

αξηζκεηηθήο αλάιπζεο ζρεηίδεηαη άκεζα κε ηελ αλάπηπμε ησλ Ζιεθηξνληθώλ 

Υπνινγηζηώλ (Ζ/Υ).  

 

Σηόρνο: Ζ πξνζεγγηζηηθή επίιπζε καζεκαηηθώλ πξνβιεκάησλ πνπ ζπλαληώληαη ζε 

όιεο ηηο επηζηήκεο θαη ηελ ηερλνινγία. Σπλήζσο έρνπκε καζεκαηηθά κνληέια ηα 

νπνία πεξηγξάθνπλ δηάθνξα θαηλόκελα ή/θαη δηεξγαζίεο ηα νπνία εκπιέθνπλ 

ζπλερείο ζπλαξηήζεηο θαη κεηαβιεηέο. Δπεηδή ε αλαιπηηθή επίιπζε είλαη ζπάληα 

δπλαηή, επηιύνπκε ην πξόβιεκα πξνζεγγηζηηθά αθνύ πξώηα ην δηαθξηηνπνηήζνπκε 

(ηνλίδεηαη όηη ν Ζ/Υ κπνξεί λα ρεηξηζζεί κόλν λνύκεξα).  

 

Τν δηαθξηηό πξόβιεκα πνπ πξνθύπηεη ην νλνκάδνπκε αξηζκεηηθή κέζνδν. Κάζε 

δηαθξηηό πξόβιεκα (ή αξηζκεηηθή κέζνδνο) γηα λα εθαξκνζζεί (θπξίσο ζηνλ 

ειεθηξνληθό ππνινγηζηή) απαηηεί κηα πεπεξαζκέλε, ινγηθή ζεηξά θαιά νξηζκέλσλ 

αξηζκεηηθώλ πξάμεσλ θαη ινγηθώλ εθθξάζεσλ. Τν ζύλνιν απηώλ ησλ βεκάησλ 

νλνκάδεηαη αιγόξηζκνο. 

 

H αξηζκεηηθή αλάιπζε ρσξίδεηαη ζε δύν κέξε: 

I. Θεσξεηηθό κέξνο: Καηαζθεπή αιγνξίζκσλ θαη κειέηεο ηεο αθξίβεηάο ηνπ 

θαη ηεο επζηάζεηάο ηνπ, δειαδή αλάιπζε ησλ ζθαικάησλ ηνπο. 

II. Πξαθηηθό κέξνο: Υινπνίεζε ησλ αιγνξίζκσλ κε ηνλ βέιηηζην ηξόπν ή κε 

έλαλ ηξόπν ζρεδόλ βέιηηζην (ζε ζρέζε κε ηελ ηαρύηεηα εθηέιεζεο ηνπ 

ππνινγηζηή θαη ηελ απαηηνύκελε κλήκε) 

 

Σπλεπώο ε δηαδηθαζία επίιπζεο ελόο καζεκαηηθνύ πξνβιήκαηνο αξηζκεηηθά έρεη σο 

εμήο: 

 

Καηαζθεπάδνπκε ην καζεκαηηθό πξόβιεκα ην νπνίν πεξηγξάθεηαη κε ζπλερείο 

ζπλαξηήζεηο 

↓ 

(Θεσξία) Καηαζθεπάδνπκε ην αληίζηνηρν καζεκαηηθό πξόβιεκα ην νπνίν 

πεξηγξάθεηαη κε δηαθξηηέο ζπλαξηήζεηο (αξηζκεηηθή κέζνδνο) θαη ην νπνίν 

πξνζεγγίδεη ην αξρηθό πξόβιεκα 

↓ 

(Θεσξία) Μειέηε ηεο αθξίβεηαο θαη ηεο επζηάζεηαο 

↓ 

(Πξάμε) Καηαζθεπή αιγνξίζκνπ 

↓ 

(Πξάμε) Υινπνίεζε αιγόξηζκνπ (Καηαζθεπή πξνγξάκκαηνο Ζ/Υ, γηα επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο κε βέιηηζην ηξόπν).  
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Παξάδεηγκα:  

Υπνινγηζκόο ηνπ νινθιεξώκαηνο   
b

a

I f x dx     κε   : ,f a b   

 

 
 

 Αλάπηπμε αξηζκεηηθήο κεζόδνπ: 

 

(i) Καλόλαο παξαιιεινγξάκκνπ  

 

 
02

n

k

h
I f a k h



    

 

(ii) Καλόλαο ηξαπεδίνπ  

 

     
1

0

2
2

n

k

h
I f a f a k h f b





 
     

 
  

b a
h

n


 ,  όπνπ n ν αξηζκόο ησλ δηαζηεκάησλ (n>0). 

 

 Θεσξεηηθή κειεηε: 

 Πόζν αθξηβήο είλαη θάζε κέζνδνο; 

 Δίλαη επζηαζήο; 

 

 Πξαθηηθή εθαξκνγή: 

 Πνηνη είλαη νη θαηάιιεινη αιγόξηζκνη; 

 Πώο πινπνηνύληαη; 
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Κεθάλαιο 1  

Βαζικές έννοιες 

1.1  θάλμαηα 

Μηιήζακε γηα πξνζεγγηζηηθή επίιπζε ελόο πξνβιήκαηνο πνπ ζεκαίλεη όηη ηα 

απνηειέζκαηά καο ζα πεξηέρνπλ θάπνην ζθάικα ζε ζρέζε κε ηελ αθξηβή ηνπο ηηκή. 

Γηα λα κεηξήζνπκε απηό ην ζθάικα, αιιά θαη άιινπο ιόγνπο, ρξεζηκνπνηνύκε δύν 

πνζόηεηεο: 

 

 Απόιπην ζθάικα:  xxE    

 Σρεηηθό ζθάικα:  0, 


 x
x

xx 
  

 

όπνπ x ε πξαγκαηηθή ηηκή ηνπ κεγέζνπο πνπ καο ελδηαθέξεη θαη xπξ ε  

ρξεζηκνπνηνύκελε πξνζεγγηζηηθή ηνπ ηηκή. Τν ζρεηηθό ζθάικα δίλεηαη ζπλήζσο θαη 

σο πνζνζηό επί ηηο εθαηό, δειαδή: 

0%,100 


 x
x

xx 
  

 

Οη παξαπάλσ νξηζκνί κπνξνύλ λα ζπλαληεζνύλ ζηελ βηβιηνγξαθία ρσξίο ηηο 

απόιπηεο ηηκέο. Πνηα πνζόηεηα αληηπξνζσπεύεη θαιύηεξα ηελ πξνζέγγηζή καο θαη 

γηαηί;  

 

Παξάδεηγκα Ι: Έζησ 1.3x θαη 0.3x . Τόηε 1.00.31.3 E , 

%2.3032.0
1.3

0.31.3



  

 

Παξάδεηγκα ΙΙ: Έζησ πιεζπζκόο 10100x θαη 10000x . Τόηε 

1001000010100 E θαη %101.0
10100

1000010100



  

 

Παξάδεηγκα ΙΙΙ:  Έζησ πνζόηεηα θαξκάθνπ πνπ πξέπεη λα ρνξεγεζεί ζε έλαλ αζζελή 

gx 01.0 θαη gx 015.0 ε πνζόηεηα πνπ πξαγκαηηθά ρνξεγείηαη. Τόηε 

005.0E θαη %505.0
01.0

005.0
  

Παξάδεηγκα ΙV:  Να ππνινγηζηεί ην απόιπην θαη ην ζρεηηθό ζθάικα ζηελ πξνζέγγηζε 

ηνπ ex   (βάζε ησλ θπζηθώλ ινγαξίζκσλ), από ην 718.2x .  

Φξεζηκνπνηώληαο κηα αξηζκνκεραλή βξίζθνπκε ηελ ηηκή e=2.71828 (5 δεθαδηθά 

ςεθία). Τόηε 00028.0718.271828.2 E  θαη  %01.0000104.0
71828.2

00028.0
 . 
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Από ηα παξαπάλσ γίλεηαη θαλεξό όηη ην ζρεηηθό ζθάικα (δ) είλαη θαιύηεξνο δείθηεο 

αθξίβεηαο, ζε ζρέζε κε ην απόιπην ζθάικα (e) γηα ηελ εθηίκεζε κίαο πξνζέγγηζεο. 

 

1.1.1 Καηηγορίες ζθαλμάηων 

Γηαθξίλνπκε δύν κεγάιεο θαηεγνξίεο ζθαικάησλ: 

(i) Σθάικαηα ιόγσ καζεκαηηθνύ θνξκαιηζκνύ 

 κε θαηάιιειν ζύζηεκα εμηζώζεσλ  

 αλαθξίβεηεο ζηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηνπ πξνβιήκαηνο (π.ρ. g = 

9.81 ε ζηαζεξά βαξύηεηαο) ή ιάζε ζηα αξρηθά δεδνκέλα. 

(ii) Σθάικαηα θαηά ηελ αξηζκεηηθή επίιπζε 

 ιάζε ιόγσ πξνζέγγηζεο ησλ αξηζκώλ (round-off error) π.ρ. 

......1666.0
6

1
...,14159.3   (δειαδή όηαλ αγλννύκε πνιιά από ηα 

ςεθία ησλ αξηζκώλ. 

 ιάζε απνθνπήο (truncation error), π.ρ. 
2 3

1 ....
2! 3!

x x x
e x     , δειαδή 

όηαλ αληηθαζηζηνύκε απεηξνζεηξέο κε πεπεξαζκέλεο ζεηξέο. 

 

1.1.2 Προζέγγιζη αριθμών 

Όηαλ πξέπεη λα θάλνπκε πξάμεηο κε αξηζκνύο πνπ έρνπλ είηε άπεηξα ςεθία (π.ρ. 2 , 

π θ.η.ι.) ή ηόζα πνιιά πνπ πξαθηηθά είλαη αδύλαην λα ηηο πξαγκαηνπνηήζνπκε, 

ρξεζηκνπνηνύκε πξνζεγγίζεηο απηνύ ηνπ αξηζκνύ. Οη πξνζεγγίζεηο γίλνληαη ζηνλ 

επηζπκεηό αξηζκό ζεκαληηθώλ
1
 ή δεθαδηθώλ ςεθίσλ. 

Γεληθά ηζρύνπλ ηα εμήο: 

Έλαο αξηζκόο xπξ πξνζεγγίδεη ηελ αθξηβή ηηκή ηνπ αξηζκνύ x κε λ ζσζηά ζεκαληηθά 

ςεθία όηαλ λ είλαη ν κεγαιύηεξνο αθέξαηνο γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη: 

 

0,105.0 1 


  x
x

xx


                                                                            (1.1) 

 

Γηα ηελ πξνζέγγηζε κε λ δεθαδηθά ςεθία ε πξνεγνύκελε ζρέζε γξάθεηαη: 

 



 105.0xxE                                                                                             (1.2) 

 

Ζ πξνζέγγηζε xπξ πξνθύπηεη κε δύν δηαδηθαζίεο: 

(i) Αποκοπή: Ξεθηλάκε από ην πην αξηζηεξό κε-κεδεληθό ςεθίν θαη κεηξάκε «λ» 

ςεθία αγλνώληαο ηα ππόινηπα. 

(ii) ηρογγσλοποίηζη: Παξαηεξνύκε ην «λ +1» ςεθίν ηνπ αξηζκνύ. Αλ είλαη λ≥ 5, 

ηόηε απμάλνπκε ην «λ» ηειεπηαίν ςεθίν θαηά 1 θαη αγλννύκε ηα ππόινηπα. 

 

                                                 
1
 Κάζε ςεθίν, ζηελ αξρή ελόο αξηζκνύ, πνπ δελ είλαη κεδεληθό νλνκάδεηαη ζεκαληηθό ςεθίν. Έηζη ν 

αξηζκόο 87.4 έρεη ηξία ζεκαληηθά ςεθία, ελώ ν 0.005632 έρεη ηέζζεξα ζεκαληηθά ςεθία (ηα κεδεηθά 

ζηελ αξρή ηνπ αξηζκνύ δελ πξνζκεηξνύληαη. 
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Παξάδεηγκα I: Εεηείηαη ε πξνζέγγηζε ηνπ αξηζκνύ 732050808.13   κε 5 

ζεκαληηθά ςεθία, (α) κε απνθνπή θαη (β) κε ζηξνγγπινπνίεζε.  

(α) Απνθνπή: 
 5

3 1.732050808 3 1.7320    

 

(β) Σηξνγγπινπνίεζε: 
5

( 1 6 )

3 1.7320 5 0808 3 1.7321
o


  

    (ην ςεθίν «0» 

απμάλεηαη ζε «1» 

Τν απόιπην θαη ην ζρεηηθό ζθάικα ζηελ απνθνπή είλαη αληίζηνηρα 51008.5 E  

θαη 61093.2  . Ζ εμ. (1.1) δειώλεη όηη ε πξνζέγγηζε ζε 5 ζεκαληηθά ςεθία είλαη 

απνδεθηή όηαλ 5415 105105.0105.0   , πνπ ηθαλνπνηείηαη από ην 

απνηέιεζκα πνπ βξήθακε.  

Αληίζηνηρα γηα ηε ζηξνγγπινπνίεζε βξίζθνπκε 51092.4 E  θαη 51084.2  . 

Καη ζε απηή ηελ πεξίπησζε ηθαλνπνηείηαη ε εμ. (1.1). 

Πνηνο ινηπόλ είλαη ν πην ζσζηόο ηξόπνο λα πξνζεγγίζνπκε ηνλ πξνεγνύκελν αξηζκό; 

Ζ απάληεζε είλαη: απηόλ πνπ δίλεη ην κηθξόηεξν ζθάικα, δειαδή ηελ ζηξνγγπινπνίεζε. 

 

Παξάδεηγκα II: Εεηείηαη ε πξνζέγγηζε ηνπ αξηζκνύ 14159265.3  κε 5 ζεκαληηθά 

ςεθία, (α) κε απνθνπή θαη (β) κε ζηξνγγπινπνίεζε. 

(α) Απνθνπή: 
 5

3.14159265 3.1415     

(β) Σηξνγγπινπνίεζε: 
 5

" 1 6 "

3.1415 9 265 3.1416
o 

 
 

 

    (ην ςεθίν «5» 

απμάλεηαη ζε «6»). 

Δίλαη: 515 105105.0   . Τν απόιπην θαη ην ζρεηηθό ζθάικα ζηελ απνθνπή είλαη 

αληίζηνηρα 510265.9 E  θαη 55 1051095.2   . Έηζη, ε εμ. (1.1) δειώλεη όηη 

ε πξνζέγγηζε κε απνθνπή ζε 5 ζεκαληηθά ςεθία είλαη απνδεθηή.  

Γηα ηε ζηξνγγπινπνίεζε βξίζθνπκε 61035.7 E  θαη 
1666 105.01051035.2   . Απηό, ζε ζπλδπαζκό κε ηελ εμ. (1.1) δειώλεη 

όηη ζηξνγγπινπνίεζε κπνξεί λα γίλεη ζε 6 ζεκαληηθά ςεθία. 

 

1.2  Μεηάδοζη ζθαλμάηων καηά ηοσς σπολογιζμούς 

Δίλαη πάληα ζεκαληηθό γηα ηνπο ππνινγηζκνύο ή ηελ επεμεξγαζία δεδνκέλσλ λα 

κπνξνύκε εθηηκήζνπκε ηελ «εμέιημε» ησλ ζθαικάησλ πνπ πξνέξρνληαη από: 

 Λάζε κεηξήζεσλ (ζπζηεκαηηθά ζθάικαηα νξγάλσλ κέηξεζεο, ζθάικαηα 

αλάγλσζεο θ.ν.θ.) 

 Λάζε ζηξνγγπινπνίεζεο θαη απνθνπήο (από ηελ αλαγθαηόηεηα αλαπαξάζηαζεο 

ησλ αξηζκώλ κε πεπεξαζκέλν πιήζνο ζσζηώλ αξηζκεηηθώλ ςεθίσλ, γηα 

ρξήζε π.ρ. ζηνπο Ζ/Υ) 

 Αλζξώπηλα ιάζε (θαηά ηε κεηαθνξά ή ηελ εηζαγσγή δεδνκέλσλ) 

 Λάζε από ελδηάκεζνπο ππνινγηζκνύο (όηαλ ην ηειηθό απηέιεζκα είλαη αξηζκόο 

πνπ πξνθύπηεη από ζεηξά ππνινγηζηηθώλ βεκάησλ) 
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Θεσξνύκε ηηο ηηκέο  yx ,  πνπ πξνζεγγίδνπλ δύν αξηζκνύο yx, . Τα αληίζηνηρα 

ζθάικαηα είλαη  yyExxE yx  , .  

 Γηα ηελ πξνζέγγηζε  yxyx  , ην ζθάικα είλαη: 
yxyx EEE 

 

Απόδεημε: 

       x y x y x y x yE x y x y x x y y E E E E E                

 

 Γηα ηελ πξνζέγγηζε  yxyx  , ην ζθάικα είλαη: 
yxyx EEE 

 

Απόδεημε: 

       x y x y x y x yE x y x y x x y y E E E E E                

 

 Γηα ηελ πξνζέγγηζε  yxyx  , ην ζθάικα είλαη: 
xy y xE x E y E    

Απόδεημε: 

Έζησ xExx  1  θαη yEyy  1  δύν ηηκέο πνπ πξνζεγγίδνπλ ηα yx, .  

   1 1xy x yE x y x y x E y E x y

x y

 

 

          

 x y x yE y E x E E    xy

 , 0

y x

x y

x E y E

x y xy E E

 

 

 

 

 

 Γηα ηελ πξνζέγγηζε 




y

x

y

x
 , ην ζθάικα είλαη: 

2/





y

ExEy
E

yx

yx


  

Απόδεημε: 

Έζησ xExx  1  θαη yEyy  1  δύν ηηκέο πνπ πξνζεγγίδνπλ ηα yx, . 

1
/

1

x

x y

y

y xx Ex x x
E

y y y E y






    



xy E x y    y

y

x E

y y y E

 

  

2

2

0

,

x y

y y

x x y y

y E x E

y

y E y y y E

y x y x y x

y y y

y E y E x E x E

 





 

 

 



  


      
 

     
 

 
 
       

 

Ζ κέγηζηε ηηκή ηνπ απόιπηνπ ζρεηηθνύ ζθάικαηνο γηα ην γηλόκελν θαη γηα ην πειίθν 

είλαη ην άζξνηζκα ησλ απόιπησλ ζρεηηθώλ ζθαικάησλ ησλ αξηζκώλ: 

yxxy      θαη   yxyx  /  
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Γεληθά, γηα ην ζθάικα Ε κηαο πνζόηεηαο f(x,y) ηζρύεη:   

y

f
E

x

f
EE yx









 , 

όπνπ νη κεξηθέο παξάγσγνη ππνινγίδνληαη ζην ζεκείν   yx , . 

Παξάδεηγκα I: Να βξεζεί ην κέγηζην απόιπην ζθάικα ηεο έθθξαζεο yxz 4.13.2   

αλ νη x, y ζηξνγγπινπνηνύληαη ζε δύν δεθαδηθά ςεθία.  

2.3 1.4z x y x y

z z
E E E E E

x y

 
     

 
 

Αθνύ νη x, y ζηξνγγπινπνηνύληαη ζε δύν δεθαδηθά ςεθία ηζρύεη (από εμ. 1.2): 

2105.0 xE  θαη 2105.0 yE . Άξα, ην απόιπην ζθάικα ηεο z είλαη: 

0185.0105.04.1105.03.2 22   zE , πνπ ζεκαίλεη όηη ην κέγηζην 

απόιπην ζθάικα είλαη 0185.0max zE . 

Παξάδεηγκα II: Τα απόιπηα ζρεηηθά ζθάικαηα γηα ηηο ηηκέο x, y είλαη αληίζηνηρα 

yx  , . Αλ νη κέγηζηεο ηηκέο ησλ ζθαικάησλ είλαη 0.2 θαη 0.3 λα βξεζεί ε κέγηζηε 

ηηκή ηνπ απόιπηνπ ζρεηηθνύ ζθάικαηνο ηεο πνζόηεηαο z=x
2
y. 

22z x y x y

z z
E E E E xy E x

x y

 
     

 
 

2

2

2
2 2

x y yxz
z x y

E xy E x Ez z EE

z z x y x y


  


       . Άξα 

2 2 0.2 0.3 0.7z x y         (αθνύ 3.0,2.0  yx  ). Γειαδή ην κέγηζην 

απόιπην ζρεηηθό ζθάικα ηεο z είλαη: max 0.7z  . 

 

1.3  Πεπεραζμένες και διαιρεμένες διαθορές 

Όηαλ δελ είλαη γλσζηόο ν ηύπνο κηαο ζπλάξηεζεο y= f(x), αιιά κπνξνύκε κε 

κεηξήζεηο λα βξνύκε ηηο ηηκέο yi ηεο ζπλάξηεζεο, γηα δνζκέλεο ηηκέο xi ηεο 

αλεμάξηεζηεο κεηαβιεηήο x, είκαζηε ζε ζέζε λα γλσξίδνπκε θάπνηεο ηδηόηεηεο ηεο 

ζπλάξηεζεο, θαζώο θαη λα ειέγρνπκε ηηο ηηκέο απηέο γηα πηζαλά ιάζε, ζρεκαηίδνληαο 

ηηο δηαθνξέο ,...2,1,0,1  kyy kk . Οη ηηκέο xk, κε k=0, 1, 2, …., λ θαζνξίδνληαη από 

ηνλ κειεηεηή, νπόηε ππάξρνπλ δύν πεξηπηώζεηο: 

 Ζ ηηκή ηεο δηαθνξάο xk+1-xk είλαη ζηαζεξή. Τόηε νξίδνπκε ηηο πεπεπαζμένερ 

διαθοπέρ. 

 Ζ ηηκή ηεο δηαθνξάο xk+1-xk δελ είλαη ζηαζεξή, γηα όιεο ηηο ηηκέο k. Τόηε 

νξίδνπκε ηηο διαιπεμένερ διαθοπέρ. 
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1.3.1 Πεπεραζμένες διαθορές 

Ζ έλλνηα ησλ δηαθνξώλ είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκε ζηελ πξνζέγγηζε κηαο ζπλάξηεζεο 

κε πνιπώλπκν, ζηελ παξεκβνιή ζεκείσλ θ.ιπ. όπσο ζα δνύκε ζηε ζπλέρεηα.  

Θεσξνύκε ηα δηαθξηηά ζεκεία x1,x2,x3,…,xλ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ κηαο ζπλάξηεζεο f(x). 

Οη δηαθνξέο: 

   kkk xfxff  1  ή kkk yyy  1  ή kkk fff  1  

νλνκάδνληαη ππορ ηα εμππόρ διαθοπέρ ππώηηρ ηάξηρ, ελώ νη δηαθνξέο: 

      kkkkkkk fffxfxfff   121

2 2  

νλνκάδνληαη ππορ ηα εμππόρ διαθοπέρ δεύηεπηρ ηάξηρ. 

Γεληθά, νη ππορ ηα εμππόρ διαθοπέρ n ηάξηρ νξίδνληαη από ηε ζρέζε: 

  k

n

k

n

k

n

k

n ffff 1

1

11 



        (  kk xff  ) 

Ο πην θάησ πίλαθαο είλαη ν πίνακαρ ηων ππορ ηα εμππόρ διαθοπών κηαο ζπλάξηεζεο 

f(x) κε πεδίν νξηζκνύ ην (x1,x2,x3,x4,x5,x6). 

  2 3 4 5

1 1

1 2
2 2 31

2 12 4
3 3 3 52 1

3 2 12 4
4 4 33 2

4 32
5 5 4

5

6 6

x f x

x f
f

x f f
f f

x f f f
f f f

x f f f
f f

x f f
f

x f

    




 
 

  
 

 




 

Οη δηαθνξέο: 

    11   kkkkk ffxfxff  ή 1 kkk yyy   

νλνκάδνληαη ππορ ηα πίζω διαθοπέρ ππώηηρ ηάξηρ 

Γεληθά, νη ππορ ηα πίζω διαθοπέρ n ηάξηρ νξίδνληαη από ηε ζρέζε: 

  1

111



  k

n

k

n

k

n

k

n ffff        

Ο πην θάησ πίλαθαο είλαη ν πίνακαρ ηων ππορ ηα πίζω διαθοπών κηαο ζπλάξηεζεο 

f(x) κε πεδίν νξηζκνύ ην (x1,x2,x3,x4,x5,x6). 

  2 3 4 5

1 1

2 2
2 2 33

3 42 4
3 3 3 54 5

4 5 62 4
4 4 35 6

5 62
5 5 6

6

6 6

x f x

x f
f

x f f
f f

x f f f
f f f

x f f f
f f

x f f
f

x f
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Οη δηαθνξέο: 

    kkkk
k

ffxfxff  


11

2

1   

νλνκάδνληαη κενηπικέρ διαθοπέρ ππώηηρ ηάξηρ ζην ζεκείν xk+1. 

Οη δηαθνξέο: 

 
2

1

2

1

2




kk
kk ffff   

νλνκάδνληαη κενηπικέρ διαθοπέρ δεύηεπηρ ηάξηρ ζην ζεκείν xk. 

Γεληθά, νη κενηπικέρ διαθοπέρ πεπιηηήρ και άπηιαρ ηάξηρ νξίδνληαη από ηηο ζρέζεηο: 

k

n

k

n

k

n

k

n ffff 22

1

22

2

1

22

2

1

12 











 













         

 
2

1

12

2

1

12122







 
k

n

k

n

k

n

k

n ffff   

Ο πην θάησ πίλαθαο είλαη ν πίνακαρ ηων κενηπικών διαθοπών κηαο ζπλάξηεζεο f(x) 

κε πεδίν νξηζκνύ ην (x1,x2,x3,x4,x5,x6). 

  2 3 4 5

1 1

3/2 2
2 2 32

5/2 5/22 4
3 3 3 53 3

7/2 7/2 7/22 4
4 4 34 4

9/2 9/22
5 5 5

11/2

6 6

x f x

x f
f

x f f
f f

x f f f
f f f

x f f f
f f

x f f
f

x f

    




 
 

  
 

 




 

 

Παξάδεηγκα I: Να ππνινγηζζνύλ νη πξνο ηα εκπξόο δηαθνξέο κέρξη πέκπηεο ηάμεο ηεο 

ζπλάξηεζεο 43)( 3  xxxy , γηα ηηο ηηκέο 5,4,3,2,1,0kx .  

Σύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ησλ πξνο ηα εκπξόο δηαθνξώλ ζρεκαηίδεηαη ν αθόινπζνο 

πίλαθαο δηαθνξώλ: 

2 3 4 5

0 4
2

1 2 6
64

2 6 12 0
6 016

3 22 18 0
634

4 56 24
58

5 114

k k k k k k kx y y y y y y    
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Παξάδεηγκα II: Να ππνινγηζζνύλ νη πξνο ηα πίζσ δηαθνξέο κέρξη πέκπηεο ηάμεο ηεο 

ζπλάξηεζεο xexy )( , γηα ηηο ηηκέο 0.1,8.0,6.0,4.0,2.0,0.0kx .  

Σύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ησλ πξνο ηα πίζσ δηαθνξώλ ζρεκαηίδεηαη ν αθόινπζνο 

πίλαθαο δηαθνξώλ: 

2 3 4 5

0.0 1
0.18127

0.2 0.81873 0.03286
0.005960.14841

0.4 0.67032 0.0269 0.00109
0.00487 0.00020.12151

0.6 0.54881 0.02203 0.00089
0.003980.09948

0.8 0.44933 0.01805
0.08143

1.0 0.36788

k k k k k k kx y y y y y y    





 





 

 

Παξάδεηγκα III: Να θαηαζθεπαζηνύλ νη πίλαθεο δηαθνξώλ ,, κέρξη θαη ηξίηεο 

ηάμεο ηεο ζπλάξηεζεο 1)( 2  xxy , γηα ηηο αθέξαηεο ηηκέο ηνπ 6,...,1x .  

Σύκθσλα κε ηνπο νξηζκνύο ησλ πξνο ηα εκπξόο, ησλ πξνο ηα πίζσ θαη ησλ θεληξηθώλ 

δηαθνξώλ, θαζώο θαη ηνπο πίλαθεο πνπ θαηαζθεπάζακε γη’ απηέο θαηαιήγνπκε ζην 

ζπκπέξαζκα όηη: 

2

11


 
k

kk yyy    θαη γεληθά   
2







 


 
k

kk yyy  

Γειαδή, νη αξηζκεηηθέο θαηαρσξήζεηο ζε έλαλ πίλαθα δηαθνξώλ είλαη ίδηεο ζε όιεο 

ηηο πεξηπηώζεηο, απιά αιιάδνπλ ηα ζύκβνια. Καηαζθεπάδεηαη ινηπόλ ν αθόινπζνο 

πίλαθαο: 

2 3

1 0
3

2 3 2
05

3 8 2
07

4 15 2
09

5 24 2
11

6 35

k k k k kx y y y y  

 

...11

,9,7,5,3

2/1165

2/9542/7432/5322/321









yyy

yyyyyyyyyyyy

Όπσο θαίλεηαη από ηνλ πίλαθα, νη δηαθνξέο δεύηεξεο ηάμεο είλαη όιεο ίζεο κε 2, ελώ 

νη δηαθνξέο ηξίηεο ηάμεο είλαη ίζεο κε 0.  

Γεληθά: οι διαθοπέρ k ηάξηρ ενόρ πολςωνύμος βαθμού k είναι ζηαθεπέρ, ενώ οι 

διαθοπέρ ηάξηρ 1k  είναι μηδενικέρ. 
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1.3.2 Γιαιρεμένες διαθορές 

Όηαλ έρνπκε ηηο ηηκέο xxxx ,...,,, 321  ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο x, γηα ηηο νπνίεο νη 

δηαθνξέο kk xx 1  κε 1...,,2,1,0  k  δελ είλαη όιεο ίζεο κεηαμύ ηνπο, θαζώο θαη 

ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο yyyy ,...,,, 321  ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο  xyy   νξίδνπκε 

ηηο δηαξεκέλεο δηαθνξέο. 

Σπγθεθξηκέλα νλνκάδνπκε: 

 δηαηξεκέλε δηαθνξά πξώηεο ηάμεο κεηαμύ δύν δηαδνρηθώλ ζεκείσλ 1, kk xx : 

 
   1 1

1

1 1

, ,

0,1,2,...., 1

k k k k
k k

k k k k

y x y x y y
y x x

x x x x

k 

 


 

 
 

 

 

 

 δηαηξεκέλε δηαθνξά δεύηεξεο ηάμεο κεηαμύ ηξηώλ δηαδνρηθώλ ζεκείσλ 

21,,  kkk xxx : 

 
   1 2 1

1 2

2

, ,
, , ,

0,1,2,...., 2

k k k k

k k k

k k

y x x y x x
y x x x

x x

k 

  

 








 

 

 γεληθά δηαηξεκέλε δηαθνξά κηνζηήο ηάμεο   1  κεηαμύ 1  

δηαδνρηθώλ ζεκείσλ  kkk xxx ,...,, 1 : 

 
   1 1

1

1

,..., ,...,
,..., ,

0,1,2,....,

k k k k

k k

k k

y x x y x x
y x x

x x

k

 

 

   










 

 

Παξάδεηγκα I: Να ππνινγηζηνύλ νη δηαθνξέο κέρξη θαη ηέηαξηεο ηάμεο ηεο 

ζπλάξηεζεο )(xy , πνπ δίλεηαη απ’ ηνλ πην θάησ πίλαθα ηηκώλ: 

xk -1 0 2 4 5 

yk 13 2 -14 18 67 

Παξαηεξνύκε όηη ε δηαθνξά kk xx 1 δελ είλαη ζηαζεξή, γεγνλόο πνπ ζεκαίλεη όηη ζα 

ππνινγίζνπκε ηηο δηαηξεκέλεο δηαθνξέο ησλ ζεκείσλ. 

Φξεζηκνπνηνύκε ηνπο ηύπνπο ηεο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπ θαη έρνπκε: 

     

 

 
   

 
   

1 0 3 22 1
0 1 1 2 2 3

1 0 2 1 3 2

4 3
3 4

4 3

1 2 0 1 2 3 1 2

0 1 2 1 2 3

2 0 3 1

, 11, , 8, , 16,

, 49

, , , ,
, , 1, , , 6,

y y y yy y
y x x y x x y x x

x x x x x x

y y
y x x

x x

y x x y x x y x x y x x
y x x x y x x x

x x x x
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3 4 2 3

2 3 4

4 2

1 2 3 0 1 2

0 1 2 3

3 0

2 3 4 1 2 3

1 2 3 4

4 1

1 2 3 4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

4 0

, ,
, , 11

, , , ,
, , , 1,

, , , ,
, , , 1

, , , , , ,
, , , , 0

y x x y x x
y x x x

x x

y x x x y x x x
y x x x x

x x

y x x x y x x x
y x x x x

x x

y x x x x y x x x x
y x x x x x

x x


 




 




 




 



 

 

1.4  Μεηάδοζη ζθαλμάηων ζε πίνακα διαθορών 

Όηαλ θάπνηα ηηκή κηαο ζπλάξηεζεο  xfy  είλαη ιαλζαζκέλε θαη θαηαζθεπάζνπκε 

ηνλ πίλαθα δηαθνξώλ, ηόηε ηο ζθάλμα μεηαδίδεηαι ζηιρ διαθοπέρ ανώηεπηρ ηάξηρ 

με διωνςμικούρ ζςνηελεζηέρ.  

Έζησ όηη ππάξρεη ζθάικα ε ζηελ ηηκή  55 xfy  . Καηαζθεπάδνπκε έλαλ πίλαθα 

δηαθνξώλ: 

2 3 4

1 1

1 2
2 2 1 3

2 12 4
3 3 2 13

3 22 4
4 4 3 23

4 32 4
5 5 4 33

5 42 4
6 6 5 43

6 52 4
7 7 6 53

7 62
8 8 7

8

9 9

4
3

2 6
3

4

k kx y y y y y

x y
y

x y y
y y

x y y y
y y

x y y y
y y

x y y y
y y

x y y y
y y

x y y y
y y

x y y
y

x y

   




 
  

  
   

   
    

   
   

  
  

 







 
 

  
 

 




 

 

Παξαδείγκαηα ππνινγηζκώλ ζηνλ πίλαθα:  

     

            



24545454

2

445454





yyyyyyy

yyyyyy

newnewnew

new
 

θ.ν.θ. 

 

Όπσο θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα, ην ζθάικα επεξεάδεη κηα ηξηγσληθή πεξηνρή θαη νδεγεί 

ζηελ εκθάληζε ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ αλαπηύγκαηνο  n  , ζηηο δηαθνξέο 

αλώηεξεο ηάμεο, πνιιαπιαζηαζκέλνπο κε ην ζθάικα ε. Σηνλ πίλαθα, ην κέγηζην 

απόιπην ζθάικα είλαη 6  θαη ε ιαλζαζκέλε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο, δει. ε 5y , 

βξίζθεηαη ζηελ ίδηα νξηδόληηα γξακκή κε ην 6 .  
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Παραηήρηζη:   

Όηαλ δύν δηαθνξέο ζε κηα ζηήιε ηνπ πίλαθα δηαθνξώλ, πεξηέρνπλ ην κέγηζην 

απόιπην ζθάικα, ηόηε ε ιαλζαζκέλε ηηκή βξίζθεηαη κεηαμύ ησλ δηαθνξώλ απηώλ. 

Σηνλ πξνεγνύκελν πίλαθα, νη δηαθνξέο 3

3 y  θαη 4

3 y πεξηέρνπλ ην κέγηζην ζθάικα 

3 . Ζ ιαλζαζκέλε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο βξίζθεηαη κεηαμύ ησλ δηαθνξώλ απηώλ, 

όπσο δηαπηζηώλνπκε ζπκπιεξώλνληαο ηεο δηαθνξέο ηεο ακέζσο επόκελεο ηάμεο.  

 

Παξάδεηγκα I: Σηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί ππάξρεη κηα ιαλζαζκέλε ηηκή ηνπ 

ηξηηνβάζκηνπ πνιπσλύκνπ  xfy  . Να βξεζεί θαη λα δηνξζσζεί ε ηηκή απηή. 

x -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

f(x) -21 -4 1 0 1 4 21 56 115 

Καηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα δηαθνξώλ: 

2 3 4

3 21
17

2 4 12
5 6

1 1 6 2
1 8

0 0 2 8
1 0

1 1 2 12
3 12

2 4 14 8
17 4

3 21 18 2
35 6

4 56 24
59

5 115

k kx y y y y y   

 

  

 






 

Δθόζνλ ην πνιπώλπκν είλαη ηξίηνπ βαζκνύ ζα έπξεπε νη δηαθνξέο 3
εο

 ηάμεο λα είλαη 

ζηαζεξέο θαη νη 4
εο

 ηάμεο λα είλαη κεδεληθέο (§ 1.3.1). Σηνλ πίλαθα, νη  δηαθνξέο 4
εο

 

ηάμεο είλαη νη ζπληειεζηέο ηνπ δησλύκνπ: 

   4322344
14641     

πνιιαπιαζηακέλνη κε ην 2, ην νπνίν είλαη ην ζθάικα. Τν κέγηζην απόιπην ζθάικα, 

δει. 12, βξίζθεηαη ζηελ ίδηα νξηδόληηα επζεία κε ηελ ηηκή 1y . Ζ δηνξζσκέλε ηηκή 

ηνπ πνιπσλύκνπ είλαη ινηπόλ   1211 f .  

 

 

 

 

 


