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Άδειερ Χπήζηρ 

 

 

 

 

 

 

 

• Σο παρόν εκπαιδεσηικό σλικό σπόκειηαι ζε άδειες 

τρήζης Creative Commons.  

 

• Για εκπαιδεσηικό σλικό, όπως εικόνες, ποσ σπόκειηαι 

ζε άλλοσ ηύποσ άδειας τρήζης, η άδεια τρήζης 

αναθέρεηαι ρηηώς.  
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Χπημαηοδόηηζη 

 

 

 

 

• Σο παρόν εκπαιδεσηικό σλικό έτει αναπηστθεί ζηα 

πλαίζια ηοσ εκπαιδεσηικού έργοσ ηοσ διδάζκονηα. 

• Σο έργο «Ανοικηά Ακαδημαϊκά Μαθήμαηα ζηο ΣΔΙ 

Κενηρικής Μακεδονίας» έτει τρημαηοδοηήζει μόνο 

ηη αναδιαμόρθωζη ηοσ εκπαιδεσηικού σλικού.  

• Σο έργο σλοποιείηαι ζηο πλαίζιο ηοσ Δπιτειρηζιακού 

Προγράμμαηος «Δκπαίδεσζη και Για Βίοσ Μάθηζη» 

και ζσγτρημαηοδοηείηαι από ηην Δσρωπαϊκή Ένωζη 

(Δσρωπαϊκό Κοινωνικό Σαμείο) και από εθνικούς 

πόροσς. 
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ΣΔΥΝΟΛΟΓΙΚΟ ΔΚΠΑΙΓΔΤΣΙΚΟ ΙΓΡΤΜΑ ΢ΔΡΡΩΝ ΢ΥΟΛΗ 

ΣΔΥΝΟΛΟΓΙΚΩΝ ΔΦΑΡΜΟΓΩΝ ΣΜΗΜΑ ΜΗΥΑΝΟΛΟΓΙΑ΢ 

 
 
 
 
 
 
 

ΔΤΝΑΜΙΚΗ ΣΩΝ ΚΑΣΑ΢ΚΕΤΩΝ 
Διδάςκων: Κολιόπουλοσ Παναγιϊτθσ 

ΣΜΗΜΑ ΠΟΛΙΣΙΚΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ 
Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ ΠΡΑΞΗ΢ 
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Άσκηση 3 

 

Σο πλαίςιο του ςχιματοσ φζρει άκαμπτο ηφγωμα & υποςτυλϊματα με κοινι τετραγωνικι διατομι (axa 

cm). ΢τα κατακόρυφα φορτία περιλαμβάνεται και το ίδιο βάροσ του ηυγϊματοσ.  

Εάν εφαρμοςκεί ςτατικι οριηόντια δφναμθ Fst = 185.6 kN, προκαλεί μετατόπιςθ ηυγϊματοσ ust = 2 cm.  

Θεωρϊντασ ότι ο φορζασ αποτελεί ταλαντωτι ενόσ βακμοφ ελευκερίασ, να υπολογιςκοφν  

(i) θ δυςκαμψία του ταλαντωτι k,  

(ii) θ διάςταςθ διατομισ a και  

(iii) θ μάηα του ταλαντωτι m λαμβάνοντασ υπόψθ τθν επίδραςθ και του βάρουσ των ςτφλων 

(iv) τα ςυνολικά φορτία βαρφτθτασ του φορζα Wtot. 

 Δίνονται: Ε = 21*105 N/cm2, γ = 25kN/m3, g = 9.81m/sec2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λύση 

(Προκαταρκτικά) Μετατροπι μονάδων ςτα δεδομζνα (από cm,N  m, kN) 

E = 21*105 N/cm2 , αλλά 1N = 10-3 kN και 1cm = 10-2 m. Επομζνωσ: 

Ε = 21*105 (10-3 kN)/(10-2 m)2 = 21*105 (10-3 * 104)  kN/m2 = 21*106 kN/m2  

ust = 2 cm = 0.02 m 
 

(i) Δυςκαμψία ταλαντωτι k (kN/m) 

Από οριηόντια ςτατικι ιςορροπία ηυγϊματοσ  Fst = k∙ust  k = Fst / ust = 185.6/0.02= 9280 kN/m 
 

(ii) Διάςταςθ διατομισ a 

Δυςκαμψία φορζα k = δυςκαμψία μονόπακτου ςτφλου  kAB + δυςκαμψία αμφίπακτου ςτφλου  kΓΔ (εν 

παραλλιλω). 

Λόγω τελείωσ άκαμπτου ηυγϊματοσ  κόμβοι άςτρεπτοι  kAB = 3∙E∙I/33 και kΓΔ = 12∙E∙I/53. Επομζνωσ, 

k = E∙I∙(3/33+12/53) = 0.207∙E∙I = 9280 kN/m   E∙I = 44830.92  Ι = 44830.92/21∙106 = 2.13∙10-3 m4 

Για τετραγωνικι διατομι I = a4/12 = 2.13∙10-3 m4  a = 0.40 m = 40 cm 
 

(iii) Μάηα m 

m = (ςυνολικό ταλαντοφμενο βάροσ)/g = Wdyn/g 

Από κατακόρυφα φορτία ηυγϊματοσ  Wb = (5∙10 + 40) = 90 kN 

Α 

m 

k 

A 
Γ 

Γ Β 

5 kN/m 
40 kN 

axa 

Fst 

3,0 m 

2,0 m 

2,5 m 7,5 m 
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Από βάροσ ςτφλων (προςοχι μόνο το μιςό)  Wc,dyn = ½∙Wc = ½∙γ∙V = ½∙25∙*0.42∙(3+5)+ = 16 kΝ  

΢υνολικό ταλαντοφμενο βάροσ  Wdyn = 90 + 16 = 106 kN  m = 106/9.81 = 10.8 tn 
 

(iii) ΢υνολικό φορτίο βαρφτθτασ Wtot 

Wtot = Wdyn +  ½∙Wc = 106 + 16 = 122 kN 
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Άσκηση 4 

 

Η δεξαμενι του ςχιματοσ ςτθρίηεται ςε αβαρζσ κυκλικό υποςτφλωμα φψουσ h = 30m, διατομισ 

δακτυλίου εξωτερικισ διαμζτρου dα = 4.15 m και πάχουσ  s. Σο ςυνολικό βάροσ τθσ δεξαμενισ είναι w = 

15∙103 kN, και το μζτρο ελαςτικότθτασ του υλικοφ του υποςτυλϊματοσ είναι E = 21∙106 kN/m2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(α) ΢τθν δεξαμενι επιβάλλεται οριηόντια ςτατικι δφναμθ Fst = 63.13 kN θ οποία προκαλεί ςτατικι 

μετακίνθςθ ust = 4∙10-3 m.  Να υπολογιςκεί το πάχοσ s τθσ διατομισ.  

(β) Κατόπιν ο φορζασ αφινεται να ταλαντωκεί ελεφκερα με αρχικι μετατόπιςθ u0 = 4∙10-3 m και 

μθδενικι αρχικι ταχφτθτα u’0. Αν θ απόςβεςθ υποτεκεί μθδενικι (c = 0), να υπολογιςκοφν: 

(β-1) θ μετακίνθςθ u(1) και θ ταχφτθτα u’(1) του φορζα μετά παρζλευςθ ενόσ δευτερολζπτου 

(β-2) θ μζγιςτθ μετατόπιςθ (εφροσ) τθσ ταλάντωςθσ ρ(cm) κακϊσ και θ μζγιςτθ τζμνουςα Vb(kN) και 

ροπι Mb(kNm)  ςτθ βάςθ του υδατόπυργου 

(β-3) Η απαιτοφμενθ κετικι αρχικι ταχφτθτα u’(0) > 0, ϊςτε τα μζγιςτα εντατικά μεγζκθ του 

ερωτιματοσ (β-2) να αυξθκοφν κατά 25%. Ποια χρονικι ςτιγμι tm εμφανίηονται τα μζγιςτα?  

(γ) Αν ο ςυντελεςτισ απόςβεςθσ είναι c = 485 kN∙sec/m, 

(γ-1) να επαναλθφκοφν οι υπολογιςμοί του ρωτιματοσ (β-1) 

(γ-2) να εκτιμθκεί (προςεγγιςτικά) θ  μζγιςτθ μετατόπιςθ umax(cm) κατά τον πρϊτο κφκλο 

ταλάντωςθσ, για τισ αρχικζσ ςυνκικεσ του ερωτιματοσ (β-3).  

(γ-3) να προςδιοριςκεί ο αρικμόσ ν των κφκλων ταλάντωςθσ που απαιτοφνται ϊςτε το αρχικό 

μζγιςτο να μειωκεί ςτο 1/5 (δθλ. ςτο 20%). 

 

 

Λύση 

 (α) Η δυςκαμψία του φορζα υπολογίηεται από τθν ςτατικι απόκριςθ ωσ  k = Fst/ust = 63.13/0.004 = 
15782.5 kN/m.  
Με δεδομζνο ότι ο φορζασ είναι πρόβολοσ, θ δυςκαμψία είναι k = 3EI/h3 = (3∙21∙106∙I)/303 = 2333.33∙Ι  
απαιτοφμενο Ι = 15782.5/2333.33 = 6.7639 m4. 
Αν dα και db είναι θ εξωτερικι και θ εςωτερικι διάμετροσ του δακτυλίου αντίςτοιχα, θ ροπι αδράνειάσ 
του ιςοφται με Ι = (π/64)∙( dα

4- db
4) = (π/64)*(4.154-db

4) = 6.7639 m4  db = 3.55 m  s = (4.15-3.55)/2 = 
0.30 m = 30cm. 
 
(β-1) Η ταλαντοφμενθ μάηα είναι m = W/g = 15000/9.81 = 1529.05 tn    
 ιδιοςυχνότθτα ωο = (15782,5/1529,05)1/2 = 3.213 rad/sec  και  ιδιοπερίοδοσ To = 2π/ωο = 1.956 sec.  
Η εξίςωςθ αναπόςβεςτθσ  ελεφκερθσ ταλάντωςθσ είναι  
u (t) = Α cos(ω0t) + Β sin(ω0t ),  όπου Α = u(0) = 0,004 και B = u’(0)/ω0 = 0   

h 

A 

w 

d

α 

s 
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u (t) = 0,004 cos(3.213∙t), u’(t) = 0,004∙3.213 -sin(3.213∙t) = -0.01285 sin(3.213∙t) 
Για t =1sec, cos(3.213) = -0.9975, sin(3.213) = -0.0713  u(1) = 39.9*10-4m   u’(1) = 9.17*10-4m/sec 
 
(β-2) ρ = (Α2+Β2)1/2 = 4*10-3m  Vb = ρ∙k = Fst = 63.13 kN,  Mb = Vb∙h = 1893.8 kNm 
 
(β-3) Η κατά 25% αφξθςθ εντατικϊν μεγεκϊν  ανάλογθ αφξθςθ μζγιςτθσ μετατόπιςθσ (από ρ) ςε 
 ρ’ = 1,25*ρ = 5*10-3m = (Α’2+Β’2)1/2. Αμετάβλθτθ u(0)  A’ = A = 0.004, |B’| = (ρ’2-Α’2)1/2 = 3*10-3m = 
|u’(0)/ω0|  |u’(0)| = 9.64*10-3m/sec 
Σα μζγιςτα εμφανίηονται τθν χρονικι ςτιγμι tm που u’(tm) = 0.  
u ‘(tm) = Α ω0 -sin(ω0 tm) + Β ω0 cos(ω0 tm) = 0  Β cos(ω0 tm) = Α sin(ω0 tm)  tan(ω0 tm) = B/A = 3/4  
ω0 tm = 0.6435  tm = 0.20 sec 
 
(γ-1) Η κρίςιμθ απόςβεςθ είναι ccr = 2∙m∙ωο = 2∙1529.052∙3.213 = 9824.92 kN∙sec/m και το ποςοςτό 
κρίςιμθσ απόςβεςθσ ξ = c/ccr = 485/9824.92 = 0.0494.  
Η αποςβεςμζνθ ιδιοςυχνότθτα ιςοφται με ωd = 3.213∙(1-0,04942) = 3.209 rad/sec. 
 
Η εξίςωςθ αποςβεςμζνθσ ελεφκερθσ ταλάντωςθσ είναι  
u (t) = e-ξω0t (Α cos ωdt + Β sin ωdt ),  όπου Α = u(0) και B = [u’(0)+ξω0∙u(0)]/ωd 
Η πρϊτθ παράγωγοσ είναι (γιατί ???)  u’(t) = (-ξ∙ω0)∙u(t) + ωd∙e-ξω0t (-Α∙sinωdt + Β∙cos ωdt) 
 
Εδϊ οι αρχικζσ ςυνκικεσ είναι u0 = 0.004 και  u’(0) = 0, Α =  0.004 και B  = 1.98∙10-4 
Θζτοντασ ω0∙ξ = 0.1587 και t = 1, ζχουμε (προςοχι γωνίεσ ςε rad !!!): 
 
u(t=1) = e-0.1587∙1 (0.004∙cos3.209∙1 + 1.98∙10-4

 ∙sin3.209∙1) =0.853∙*0.004∙(-0.998) +1.98∙10-4∙(-0.067)] = 
 -34∙10-4 m = -3.4mm 

u’(t=1) = -0.1587∙(-3.4∙10-3) + 3.209∙e-0.1587∙1 (-0.004∙sin3.209∙1 + 1.98∙10-4
 cos3.209∙1) =  

5.4∙10-4 + 2.737∙(2.68∙10-4 – 1.98∙10-4) = 73∙10-4 m/sec 
Παρατιρθςθ: μειωμζνθ μετατόπιςθ ςε ςχζςθ με αναπόςβεςτθ ταλάντωςθ αλλά μεγαλφτερθ ταχφτθτα 
(γιατί ?) 
 
(γ-2) u (t) = e-ξω0t (Α cos ωdt + Β sin ωdt ) , όπου Α = 40∙10-4, Β = 31.98∙10-4 

 umax = u(tm), όπου tm θ 
χρονικι ςτιγμι που u’(tm) = 0. 
Προςεγγιςτικά, tm = θ χρονικι ςτιγμι που θ αντίςτοιχθ αναπόςβεςτθ ταλάντωςθ παρουςιάηει μζγιςτο. 
Για tm = 0.20 sec  u (tm) = 0.9688∙*40∙(0.801)+31.98∙(0.599)]∙10-4 = 49,6∙10-4 m = 4.96mm 
 
 
(γ-3) ξ < 15%  ln(maxu1/ maxu1+ν) ≈ ν∙2πξ  ln(5/1) = 1.609  ≈ ν∙2π∙0.0494  ν ≈ 5,185 ~ 5 κφκλοι 


