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Διδάζκων: Κολιόποςλορ Παναγιώηηρ 
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Άδειερ Χπήζηρ 

 

 

 

 

 

 

 

• Σο παρόν εκπαιδεσηικό σλικό σπόκειηαι ζε άδειες 

τρήζης Creative Commons.  

 

• Για εκπαιδεσηικό σλικό, όπως εικόνες, ποσ σπόκειηαι 

ζε άλλοσ ηύποσ άδειας τρήζης, η άδεια τρήζης 

αναθέρεηαι ρηηώς.  
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Χπημαηοδόηηζη 

 

 

 

 

• Σο παρόν εκπαιδεσηικό σλικό έτει αναπηστθεί ζηα 

πλαίζια ηοσ εκπαιδεσηικού έργοσ ηοσ διδάζκονηα. 

• Σο έργο «Ανοικηά Ακαδημαϊκά Μαθήμαηα ζηο ΣΔΙ 

Κενηρικής Μακεδονίας» έτει τρημαηοδοηήζει μόνο 

ηη αναδιαμόρθωζη ηοσ εκπαιδεσηικού σλικού.  

• Σο έργο σλοποιείηαι ζηο πλαίζιο ηοσ Δπιτειρηζιακού 

Προγράμμαηος «Δκπαίδεσζη και Για Βίοσ Μάθηζη» 

και ζσγτρημαηοδοηείηαι από ηην Δσρωπαϊκή Ένωζη 

(Δσρωπαϊκό Κοινωνικό Σαμείο) και από εθνικούς 

πόροσς. 
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ΣΔΥΝΟΛΟΓΙΚΟ ΔΚΠΑΙΓΔΤΣΙΚΟ ΙΓΡΤΜΑ ΢ΔΡΡΩΝ ΢ΥΟΛΗ 

ΣΔΥΝΟΛΟΓΙΚΩΝ ΔΦΑΡΜΟΓΩΝ ΣΜΗΜΑ ΜΗΥΑΝΟΛΟΓΙΑ΢ 

 
 
 
 
 
 
 

ΔΤΝΑΜΙΚΗ ΣΩΝ ΚΑΣΑ΢ΚΕΤΩΝ 
Διδάςκων: Κολιόπουλοσ Παναγιϊτθσ 

ΣΜΗΜΑ ΠΟΛΙΣΙΚΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ 
Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ ΠΡΑΞΗ΢ 
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Άσκηση 8 

Για το αναπόςβεςτο διϊροφο διατμθτικό πλαίςιο  του ςχιματοσ, ηθτοφνται: 
(α) Ο υπολογιςμόσ των μθτρϊων μάηασ *Μ+ και δυςκαμψίασ *Κ+ 
(β) Ο υπολογιςμόσ ιδιοςυχνοτιτων (ςφγκριςθ με τισ ιδιοςυχνότθτεσ ανεξάρτθτων μονοβάκμιων 
μάηασ και δυςκαμψίασ που αντιςτοιχοφν ςτουσ επιμζρουσ ορόφουσ – εξαγωγι 
ςυμπεραςμάτων)  
(γ) Ο υπολογιςμόσ και θ ςχεδίαςθ των ιδιομορφϊν (κανονικοποίθςθ ωσ προσ το άνω ηφγωμα) 
(δ) Ο υπολογιςμόσ των γενικευμζνων μθτρϊων μάηασ Μ* και δυςκαμψίασ Κ* (ςφγκριςθ με τα 
μθτρϊα μάηασ του φυςικοφ ςυςτιματοσ – εξαγωγι ςυμπεραςμάτων) 
 

 
 
Να λθφκοφν:    
Ε = 30x106 kN/m2, h1(m) = 4, h2(m) = 3, m1(tn) = 40, m2(tn) = 25, a1(cm)= 40, a2(cm)= 30 
 

 

Λύση 

(α)  

Εξιςϊςεισ ιςορροπίασ (k1 = kιςογ, k2 = kοροφ): 

m1  m1u1’’ + k1 u1 + k2 (u1-u2) = 0,    m2  m2u2’’ + k2 (u2-u1) = 0 

k1 = 2*12E*I40/40/h1
3 = 2*12*(30x106)*(0.44/12)/43 = 24000kN/m 

k2 = 3*12E*I30/30/h2
3 = 3*12*(30x106)*(0.34/12)/33 = 27000kN/m 

 

΢ε μθτρωικι μορφι:     

M= 
40 0 

 
K= 

51000 -27000 
0 25 

 
-27000 27000 

Εναλλακτικά,  

M= 5* 
8 0 

 
K=103* 

51 -27 

0 5 
 

-27 27 
 

(β) 

h1 

h2 

α1/α1 α1/α1 

α2/α2

2 

α2/α2

2 
α2/α2

2 
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Τπολογιςμόσ ιδιοςυχνοτιτων, |Κ-ω2Μ|= 0: 

(i) Αρχικι εκδοχι Κ, Μ 

2

2

252700027000

270004051000








=0 

 1000ω4 – 2355000ω2 + 648000000 = 0  …. Σριϊνυμο ωσ προσ λ = ω2 (αλλά, πολφ μεγάλοι 

αρικμοί  αυξθμζνθ πικανότθτα ςφάλματοσ) 

 

(ii) Εναλλακτικι εκδοχι Κ, Μ 

1000*
)1000/5(*52727

27)1000/5(*851
2

2








=0  

 




*52727

27*851




=0,  όπου λ = 5ω2/1000 = ω2/200 

(51-8λ)*(27-5λ)-272 = 0  40λ2 – 471λ + 648 = 0  Δ1/2 = 1181611/2 = 343.75   

λ1 = 1.591, λ2 = 10.184  ω1
2 = 318.14, ω2

2 = 2036.86  ω1 = 17.836rad/s, ω2 = 45.132rad/s  

T1 = 0.352s, T2 = 0.139s 

Προςοχι τθν διάταξθ των ιδιοςυχνοτιτων:  πρζπει ω1 < ω2 < ω3 < ….. 

 

΢φγκριςθ με τθν (εντελϊσ λανκαςμζνθ) κεϊρθςθ των ορόφων ωσ ανεξάρτθτων ταλαντωτϊν: 

ῶ1 = (k1/m1)1/2 = (24000/40)1/2 = 24.5rad/s,      ῶ2 = (k2/m2)1/2 = (27000/30)1/2 = 30rad/s 

΢τθν πραγματικότθτα, ο φορζασ ταλαντϊνεται ωσ ζνα ενιαίο ςυηευγμζνο ςφςτθμα.. Οι μάηεσ 

αλλθλεπιδροφν μεταξφ τουσ..!!! 

 

Οριακζσ περιπτϊςεισ: 

Σι κα γινόταν αν k1  ∞ ??  

Σο τελείωσ άκαμπτο ιςόγειο, κα αποτελοφςε βάςθ/κεμελίωςθ για τον ‘μονοβάκμιοϋ όροφο με 

ω = 30rad/s 
 

Σι κα γινόταν αν k2  ∞ ??  

Οι 2 μάηεσ ςυνδζονται μονολικικά – απαραμόρφωτο ‘κουτί -  και ςυνκζτουν μια ςυνολικι 

ταλαντοφμενθ μάηα m = 40+25 = 65tn, με ενιαία μετάκεςθ. Η δυςκαμψία ταυτίηεται με αυτιν 

των ςτφλων ιςογείου.  

Οπότε κα ζχουμε εκφυλιςμό ςε μονοβάκμιο ςφςτθμα με ω = (24000/65)1/2 = 19.22rad/s 

 

 

(γ) 

Τπολογιςμόσ ιδιομορφϊν *K-ωj
2M]·[Φj] = [0] :  



























j

j

j

j

,2

,1

*52727

27*851




= 0 

Για λ1 = 1.591  (51-8*1.591) Φ11 – 27Φ21 = 0  38.27Φ11 – 27Φ21 = 0.  

Θζτουμε αυκαίρετα Φ21 = 1 (κανονικοποίθςθ ςτον άνω όροφο)  38.27Φ11 = 27  Φ11 = 0.705 
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Η ίδια ακριβϊσ ςχζςθ προκφπτει και με τθν εκτζλεςθ πολλαπλαςιαςμοφ τθσ 2θσ ςειράσ. 

Πράγματι -27Φ11 + (27-5*1.591)Φ21 = 0  -27Φ11 + 19.05Φ21 = 0  …  Φ11 = 0.705 !!! 

 

Για λ2 = 10.184  (51-8*10.184) Φ12 – 27Φ22 = 0  -30.47Φ12 – 27Φ22 = 0.  

Θζτουμε ξανά Φ22 = 1 (κανονικοποίθςθ ςτον άνω όροφο)  -30.47Φ11 = 27  Φ12 = -0.886 

Η ίδια ακριβϊσ ςχζςθ προκφπτει και με τθν εκτζλεςθ πολλαπλαςιαςμοφ τθσ 2θσ ςειράσ…. 

 

Ιδιομορφικό μθτρϊο 

Φ= 
0,705 -0,886 

1 1 

 

 

(δ) 

Τπολογιςμόσ των διαγϊνιων γενικευμζνων μθτρϊων Μ*= ΦΣ·Μ·Φ, Κ* = ΦΣ·Κ·Φ:  

ΦΣ = 
0,705 1 
-0,886 1 

 

ΦΣΜ= 
28,2 25 

 
ΦΣΜΦ= 

44,88 0,01 
-35,44 25 

 
0,01 56,40 

 

ΦΣΚ= 
8955 7965 

 
ΦΣΚΦ= 

14278,3 30,9 
-72186 50922 

 
30,9 114878,8 

 

Οι μθ διαγϊνιοι όροι είναι αμελθτζοι ςυγκρινόμενοι με τουσ διαγϊνιουσ (με απόλυτθ ακρίβεια 

υπολογιςμϊν, κα προζκυπταν μθδενικοί) 

Ζλεγχοσ:  

(14278.3/44.88)1/2 = 17.836rad/s = ω1 !!          (114878.8/56.40)1/2 = 45.132rad/s = ω2 !! 

Οι γενικευμζνεσ μάηεσ & δυςκαμψίεσ, διαφζρουν από τισ αντίςτοιχεσ των ορόφων του φυςικοφ 

ςυςτιματοσ, κακϊσ ςτον προςδιοριςμό τθσ κάκε γενικευμζνθσ μάηασ/δυςκαμψίασ: 

(1) ςυμμετζχουν όλεσ οι μάηεσ/δυςκαμψίεσ του ςυςτιματοσ 

(2) ςυμμετζχουν (εν είδθ ςυντελεςτϊν βαρφτθτασ) οι ιδιομορφζσ που, λόγω κανονικοποίθςθσ, 

ζχουν αυκαίρετεσ αρικμθτικζσ τιμζσ (αλλά με ςωςτζσ αναλογίεσ). 


