
 

 Β. Πνιιαπιή νινθιήξσζε. 
 

 Β.1. Τπελζπκίζεηο. 
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όπνπ ην ηπραίν Γxi = (xi-xi-1).  Γλσξίδνπκε από ηα απιά νξηζκέλα νινθιεξώκαηα 

πσο ην πξνεγνύκελν άζξνηζκα ηείλεη πξνο ην νινθιήξσκα 
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 dx)x(f  

όηαλ ην λ ηείλεη ζην άπεηξν, όηαλ δειαδή ρσξίδνπκε ην δηάζηεκα ζε άπεηξα ππνδηαζ-

ηήκαηα.  Οξίδνληαο ινηπόλ ην νξηζκέλν νινθιήξσκα ζαλ ην όξην ηνπ πξνεγνπκέλνπ 

αζξνίζκαηνο, εύθνια θαηαιήγνπκε ζηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

 

 

 Ιδηόηεηεο: 

 

1. Σν νξηζκέλν νινθιήξσκα Ι ηζνύηαη κε ην εκβαδόλ ηνπ ηόπνπ πνπ νξίδεηαη 

αλάκεζα ζηνλ άμνλα ησλ x, ζηελ θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)  θαη ζηηο επζε-

ίεο  x=α  θαη  x=β. 

 

2. Όηαλ ε ζπλάξηεζε f(x) παίξλεη αξλεηηθέο ηηκέο ζην δηάζηεκα (α,β), ηόηε ε 

απόιπηε ηηκή ηνπ νινθιεξώκαηνο Ι είλαη ίζε κε ην εκβαδόλ ηνπ ηόπνπ πνπ 

θαζνξίζηεθε ζηελ πξνεγνύκελε ηδηόηεηα, όκσο ζα έρεη αξλεηηθό πξόζεκν 

(κηα θαη ηα γηλόκελα από ηα νπνία απνηειείηαη ην αξρηθό άζξνηζκα Ι είλαη αξ-

λεηηθά – ηα Γxi είλαη πάληα ζεηηθά) 

 

 Έζησ ε ζπλάξηε-

ζε y=f(x), νξηζκέλε ζην 

δηάζηεκα [α,β].  Γηαηξν-

ύκε ην δηάζηεκα απηό ζε 

λ-ππνδηαζηήκαηα: 

 

(α=x0,x1),(x1,x2),.., 

(xv-1,xv=β) 

 

΢ην εζσηεξηθό ηνπ θάζε 

ππνδηαζηήκαηνο νξίδνπ-

κε έλα ζεκείν (μi) θαη 

ζεσξνύκε ην παξαθάησ 

άζξνηζκα: 



 

3. ΢ηεξηδόκελνη ζην ζεώξεκα κέζεο ηηκήο, εύθνια απνδεηθλύνπκε πσο εάλ ε 

ζπλάξηεζε F(x) είλαη ην αόξηζην νινθιήξσκα ηεο f(x) (ή όπσο ζπρλά ιέκε ε 

αξρηθή ζπλάξηεζε ηεο f), ην νξηζκέλν νινθιήξσκα Ι δίλεηαη από ηε ζρέζε: 
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 dx)x(f = F(β) – F(α) 

4. Αληηκεηαζέηνληαο ηα όξηα α θαη β αιιάδεη ην πξόζεκν ηνπ νινθιεξώκαηνο: 
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5. Ιζρύεη ε ηζόηεηα: 
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 θάηη πνπ είλαη θαλεξό εάλ ην ζεκείν γ αλήθεη ζην δηάζηεκα (α,β), όκσο ηζρύεη  

θαη ζηελ πεξίπησζε  πνπ ην ζεκείν γ  βξίζθεηαη  έμσ  από  ην  δηάζηεκα (α,β). 

(΢θεθηείηε πσο  γξάθνληαο ηα όξηα  αλάπνδα από ηελ  θαλνληθή  δηάηαμή ηνπο 

αιιάδεη ην πξόζεκν ηνπ νινθιεξώκαηνο) 

 

6. Σν εκβαδόλ Δ πνπ νξίδεηαη αλάκεζα ζηηο ζπλαξηήζεηο f1 θαη f2 θαη ζηηο επζεί-

εο x=α  θαη  x=β, δίλεηαη πάληα από ην νινθιήξσκα: 
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 dx)]x(f)x(f[E 12  

 νπνπδήπνηε θη αλ βξίζθνληαη νη δύν απηέο ζπλαξηήζεηο κε ηελ πξνϋπόζεζε ε  

 ζπλάξηεζε  f2  λα βξίζθεηαη,  γηα όιν ην δηάζηεκα νινθιήξσζεο  (α,β),  πάλσ  

από ηελ f1  (ζε κεγαιύηεξα y). 
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 Β.2. Γηπιή Οινθιήξσζε 

 

Β.2.1. Οξηζκόο ηνπ δηπινύ νινθιεξώκαηνο. 
 

               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ΢ρ. Β.2.1.  Γηαίξεζε ηνπ ηόπνπ Σ ζε   

 νξζνγώληα δηαζηάζεσλ  Γxi  θαη  Γyj.  

  Σν ηπραίν νξζνγώλην (i,j), νξίδεηαη από 

  ηα ππνδηαζηήκαηα  (xi-1,xi) ζηνλ άμνλα  

  ησλ x θαη (yj-1 ,yj) ζηνλ άμνλα ησλ y. 

  Σέινο νξίδνπκε ην ζεκείν (μi,δj), όπνπ   

 ηα ζεκεία  μi θαη δj είλαη εζσηεξηθά ησλ 

 ππνδηαζηεκάησλ ζηνπο άμνλεο x θαη y. 

 

 

 Έζησ ε ζπλάξηεζε  z=f(x,y), νξηζκέλε ζε έλαλ ηόπν Σ ηνπ επηπέδνπ Oxy.  

Θεσξνύκε πσο ν Σ πξνβαιιόκελνο ζηνπο άμνλεο x θαη y αληηζηνηρίδεηαη ζηα δηαζηή-

καηα [α,β] θαη [γ,δ].  Γηαηξώληαο ηα δηαζηήκαηα απηά ζε λ θαη κ ππνδηαζηήκαηα, α-

λαιύνπκε ηνλ ηόπν Σ ζε έλα θάλλαβν από νξζνγώληα.  ΢ε θάζε νξζνγώλην νξίδνπκε 

έλα ζεκείν κε ζπληεηαγκέλεο  (μi,δj)  ην νπνίν αληηζηνηρεί ζην  i-νζηό ππνδηάζηεκα 

ηνπ (α,β)  θαη ζην j-νζηό ππνδηάζηεκα ηνπ (γ,δ).   Δάλ νη δηαζηάζεηο ηνπ ελ ιόγσ νξ-

ζνγσλίνπ είλαη ίζεο κε  Γxi θαη  Γyj, ηόηε ην γηλόκελν   

Vi ;j = f(μ ,δ )Γxi Γyj 

δίλεη ην ζηνηρεηώδε όγθν πνπ έρεη βάζε ην νξζνγώλην θαη ύςνο ηελ ηηκή ηεο ζπλάξ-

ηεζεο f ζην ζεκείν (μi,δj).   

         f(μi,δj) 
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Οξίδνπκε ινηπόλ ην άζξνηζκα: 
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ην νπνίν πξνζεγγίδεη ην ζπλνιηθό όγθν πνπ έρεη βάζε ηνλ ηόπν Σ θαη εθηείλεηαη κέρ-

ξη ηελ επηθάλεηα ηεο ζπλάξηεζεο  f(x,y).  Σν άζξνηζκα (Β.2.1) νξίδεη ην δηπιό νινθ-

ιήξσκα: 


T

dxdy)y,x(fI  

όηαλ ην πιήζνο ησλ ππνδηαζηεκάησλ ζηα νπνία δηαηξνύκε ηα δηαζηήκαηα [α,β] θαη 

[γ,δ] ηείλεη ζην άπεηξν.  Σόηε βέβαηα ε ηηκή ηνπ Ι ηζνύηαη αθξηβώο κε ηνλ ζπλνιηθό 

όγθν  Vνι ζηνλ νπνίν αλαθεξζήθακε πξνεγνπκέλσο. 

 

 

 Β.2.2. Βαζηθέο ηδηόηεηεο ησλ δηπιώλ νινθιεξσκάησλ. 
 

 Οη βαζηθέο ηδηόηεηεο ησλ δηπιώλ νινθιεξσκάησλ είλαη κηα γελίθεπζε ησλ η-

δηνηήησλ ησλ απιώλ νξηζκέλσλ νινθιεξσκάησλ. 

 

1. Όηαλ ε ζπλάξηεζε f(x,y) παίξλεη αξλεηηθέο ηηκέο ζηνλ ηόπν Σ, ηόηε ε απόιπηε 

ηηκή ηνπ νινθιεξώκαηνο Ι είλαη ίζε κε ηνλ ζπλνιηθό όγθν (Vνι) πνπ έρεη βάζε 

ηνλ ηόπν Σ θαη εθηείλεηαη κέρξη ηελ επηθάλεηα ηεο ζπλάξηεζεο  f(x,y), όκσο 

ζα έρεη αξλεηηθό πξόζεκν (κηα θαη ηα γηλόκελα από ηα νπνία απνηειείηαη ην 

αξρηθό άζξνηζκα Ι είλαη αξλεηηθά – ηα Γxi θαη Γyj είλαη πάληα ζεηηθά) 

 

2. Δάλ ν ηόπνο Σ δηαηξεζεί ζηνπο ηόπνπο Σ1  θαη  Σ2 ζα ηζρύεη ε ζρέζε: 
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dxdy)y,x(fdxdy)y,x(fdxdy)y,x(fI  

 νπζηαζηηθά δηαηξνύκε ηνλ όγθν 
21 TT VVV   ζηνπο όγθνπο πνπ αληηζηνη- 

ρνύλ ζηνπο ηόπνπο  Σ1  θαη  Σ2. 

 

3. Έζησ νη ζπλαξηήζεηο  f1(x,y) θαη  f2(x,y), νξηζκέλεο ζηνλ ίδην ηόπν Σ.  Σόηε ν 

ζπλνιηθόο όγθνο πνπ νξίδεηαη αλάκεζα ζηηο δύν ζπλαξηήζεηο [κε ηελ πξνϋπό-

ζεζε πσο ε f2 είλαη πάληα κεγαιύηεξε ηεο f1] δίλεηαη από ην νινθιήξσκα: 

 

Vνι(από ηελ f1 έσο ηελ f2) =   
T

12 dxdy)y,x(f)y,x(f  

 

 



 

 B.2.3. Τπνινγηζκόο ηνπ δηπινύ νινθιεξώκαηνο. 
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       ΢ρ.Β.2.2. Οξηζκόο ηνπ ηόπνπ Σ θαη 

                 ηνπ επζ. ηκήκαηνο ΑΒ. 

 

         z 

 

 

 

 

            z = f(x0,y) 

 

                                                                              E0  

 

                                                                                                                               y 

 

 

                                          α 

 

                                x0  

      Α    Β 

 

                    β 

 

               x                                   θ1(x)      θ2(y) 

 

 

 Σα ζεκεία ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ (πνπ αλήθνπλ ζηνλ ηόπν Σ) όηαλ 

εηζέξρνληαη ζαλ δεδνκέλα ζηε ζπλάξηεζε z=f(x,y), δεκηνπξγνύλ πάλσ ζηελ επηθά-

λεηα ηεο ζπλάξηεζεο κία θακπύιε, πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζπλάξηεζε: z(y)=f(x0,y), ε 

νπνία είλαη ζπλάξηεζε κηαο κεηαβιεηήο (ηεο y).  Άξα ην εκβαδό πνπ νξίδεηαη από ην 

ηκήκα ΑΒ θαη ηελ ελ ιόγσ θακπύιε, δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 

 

 Τπνζέηνπκε πσο ν ηόπνο Σ (ηνπ  

επηπέδνπ Οxy), πάλσ ζηνλ νπνίν νξίδε-

ηαη ε ζπλάξηεζε f(x,y), νξηνζεηείηαη 

από ηηο ζπλαξηήζεηο y=θ1(x) θαη 

y=θ2(x) θαη ηηο επζείεο  x=α θαη x=β.  

Έζησ ινηπόλ έλα ηπραίν ζεκείν x0 ηνπ 

δηαζηήκαηνο [α,β].  Η επζεία  x=x0 νξί-

δεη έλα επζύγξακκν ηκήκα (ην ΑΒ) α-

λάκεζα ζηηο δύν θακπύιεο ησλ ζπλαξ-

ηήζεσλ, κε ζπληεηαγκέλεο y: 

θ1(x0)  θαη  θ2(x0) 

 

΢ρ. Β.2.3. Η θακπύιε πνπ νξί-

δεη ε ζπλάξηεζε z(y)=f(x0,y) 

πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηεο ζπ-

λάξηεζεο  z=f(x,y) 
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Πνιιαπιαζηάδνληαο ζηε ζπλέρεηα ην εκβαδόλ Δ0 κε ηελ πνζόηεηα dx παίξλνπκε ηνλ 

όγθν κηαο θέηαο πνπ έρεη βάζε ην Δ0  θαη πιάηνο ην dx.  Γηαηξώληαο επνκέλσο ην δη-

άζηεκα [α,β] ηνπ άμνλα ησλ x ζε λ-ππνδηαζηήκαηα θαη πξνζζέηνληαο ηα αληίζηνηρα 

ζηνηρεηώδε εκβαδά έρνπκε πσο ν νιηθόο όγθνο Vνι, ηνλ νπνίν ζπλδέζακε κε ην δηπιό 

νινθιήξσκα, ζα είλαη ίζνο κε: 
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 Δάλ ινηπόλ ν ηόπνο Σ νινθιήξσζεο νξίδεηαη κε ηνλ ηξόπν πνπ πεξηγξάθεηαη 

ζην ΢ρ.Β.2.2., ν ηξόπνο επίιπζεο ησλ δηπιώλ νινθιεξσκάησλ ζπκππθλώλεηαη ζηνλ 

παξαθάησ ηύπν: 
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 Παξαηεξήζεηο πάλσ ζηνλ ηύπν Β.2.3.. 

 

 

 

  δ 

           Σ              θ2(x) 

                 θ1(x) 

          γ 

 

                   α                       β 

             ΢ρ. Β.2.4. 

 

 

  πνπ νξίδεηαη από ηηο επζείεο x = α,  x =β,  y = γ  θαη   y = δ.   

2. Σν εζσηεξηθό νινθιήξσκα αλαγλσξίδεη κόλν ην y ζαλ κεηαβιεηή (θαη αληη-

κεησπίδεη ην x ζαλ κία ζηαζεξά).  Οινθιεξώλνληαο σο πξνο y, θαη ζέηνληαο 

ηα δύν όξηα πνπ είλαη ζπλαξηήζεηο ηνπ x, θζάλνπκε ζε κία ζπλάξηεζε πνπ 

πεξηέρεη κόλνλ x.  Όκσο ην x αλαγλσξίδεηαη ζαλ κεηαβιεηή από ην εμσηεξηθό 

1. Σειηθά, ηα όξηα είλαη απηά πνπ γλσζην-

πνηνύλ ηνλ ηόπν Σ ζην νινθιήξσκα.  

Άξα ζα πξέπεη λα παξέρνπλ όια ηα απα-

ξαίηεηα δεδνκέλα γη’ απηό. ΢πρλά βάδνπ-

κε ζαλ όξηα ηα: α, β ζην εμσηεξηθό νινθ-

ιήξσκα, θαη ηα: γ, δ ζην εζσηεξηθό, ηα 

αθξαία δειαδή όξηα κέζα ζηα νπνία εθ-

ηείλεηαη ν Σ.  Έηζη όκσο αληί γηα ηνλ ηό-

πν Σ ηνπ δηπιαλνύ ζρήκαηνο, θαζνξίδνπ-

κε  ζαλ  ηόπν,  ην   παξαιιειόγξακκν   



νινθιήξσκα.  Οινθιεξώλνληαο γηα δεύηεξε θνξά σο πξνο x θαη ζέηνληαο ηα 

όξηα α θαη β, ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ δηπινύ νινθιεξώκαηνο. 

3. Σα όξηα ηνπ εζσηεξηθνύ νινθιεξώκαηνο είλαη ελ γέλεη ζπλαξηήζεηο ηνπ x (ζα 

εμεγήζνπκε αξγόηεξα πόηε ηα όξηα απηά ζα είλαη ζηαζεξέο), ελώ ηα όξηα ηνπ 

εμσηεξηθνύ νινθιεξώκαηνο είλαη ελ γέλεη ζηαζεξέο. 

4. Γηα λα είλαη ην δηπιό νινθιήξσκα κηαο κε κεδεληθήο ζπλάξηεζεο f(x,y), ζε 

έλαλ ηόπν Σ, ίζν κε ην κεδέλ, ζα πξέπεη ε f λα «γξάθεη» ίζνπο «ζεηηθνύο» θαη 

«αξλεηηθνύο» όγθνπο πάλσ ζηνλ ηόπν Σ. 

 

 

 

 

Β.2.4. Παξαδείγκαηα: 
 

 
 

 

 Λύζε:  Σα όξηα ηνπ εζσηεξηθνύ νινθιεξώκαηνο ζα είλαη νη δύν ζπλαξηήζεηο 

πνπ νξίδνπλ ηνλ ηόπν Σ, από ηα άλσ (από ηα κεγαιύηεξα y) ε y=x+2,  θαη από ηα θά-

ησ (από ηα κηθξόηεξα y) ε y=x
2
.   Σα όξηα ηνπ εμσηεξηθνύ νινθιεξώκαηνο είλαη ηα 

δύν άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο [α,β] ηνπ άμνλα ησλ x, πάλσ ζην νπνίν εθηείλεηαη ν Σ.  

Σα όξηα απηά είλαη νη ηεηκεκέλεο
(1)

 ησλ ζεκείσλ ηνκήο ηεο παξαβνιήο θαη ηεο επζεί-

αο, θαη απνηεινύλ ηηο ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο: 

 

y = x
2
            

y = x+2 
 

θαη όπνπ πξνθαλώο νη ηεηαγκέλεο
(1)

 ησλ δύν απηώλ ζεκείσλ βξίζθνληαη ζέηνληαο 

ζηε κία από ηηο εμηζώζεηο ηηο δύν ηηκέο x1 θαη x2 (δελ ρξεηάδνληαη ζηελ άζθεζε).  

 

 

 

    
(1)

 Η ηεηκεκέλε ελόο ζεκείνπ είλαη ε ζπληεηαγκέλε ηνπ ωο πξνο x, ελώ ηεηαγκέλε 

ηνπ είλαη ε ζπληεηαγκέλε ηνπ ωο πξνο y. 
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 1
ν
) Να ππνινγηζζεί ην δηπιό ν-

ινθιήξσκα: 

 
T

dxdy)yx(I , 

όπνπ ν ηόπνο Σ νξίδεηαη από ηηο ζπλαξ-

ηήζεηο:   

y=x
2
  θαη y=x+2 

όπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλό γξάθεκα. 

 

Σ 

  x
2
 = x+2       x

2
 – x – 2 = 0        x1,2 = -

1 θαη 2 



 Έρνπκε ινηπόλ: 
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   = 7,95 

 

 

 
 

  

 Λύζε: Ο ηόπνο Σ «θαιύπηεηαη» από ην άλσ κέξνο από ηελ ζπλάξηεζε 

y = –x+1 θαη από ην θάησ κέξνο από ηελ  y = x–1.  Έρνπκε ινηπόλ: 
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 2
ν
) Να ππνινγηζζεί ην νινθιήξσκα: 

 


T

ydxdyI  

 

όπνπ ν ηόπνο Σ είλαη ην ηξίγσλν πνπ νξίδεηαη από ηνλ 

άμνλα ησλ y θαη ηηο επζείεο: 

 

y = x–1  θαη  y = –x+1 

 

Μπνξεί λα αηηηνινγεζεί ην ηειηθό απνηέιεζκα; 



 Δξκελεία ηνπ απνηειέζκαηνο: Η ζπλάξηεζε πνπ νινθιεξώλεηαη είλαη ε   

z = f(x,y) = y 

Γειαδή ε ηηκή ηνπ z δελ εμαξηάηαη από ην x ηνπ ηπραίνπ ζεκείνπ (x,y) ην νπνίν εη-

ζέξρεηαη ε f.   Δύθνια κπνξεί λα αληηιεθζεί θαλείο πσο ε επηθάλεηα ηελ νπνία νξίδεη 

είλαη έλα επίπεδν ην νπνίν δηέξρεηαη από ηνλ άμνλα ησλ x  (θάζε ζεκείν ηνπ άμνλα 

ησλ x έρεη y=0).  Σαπηόρξνλα ζην επίπεδν απηό αλήθεη θαη ε επζεία  z=y (ε δηρνηό-

κνο ηεο  yOz).  Δπνκέλσο πξόθεηηαη γηα ην επίπεδν πνπ δηρνηνκεί ηελ δίεδξε γσλία 

πνπ δεκηνπξγνύλ ηα επίπεδα  Oxy  θαη  Oxz, όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα Β.2.5. 

 ΢ην ζρήκα απηό εκθαλίδεηαη θαη ν ηξηγσληθόο ηόπνο νινθιήξσζεο, ν νπνίνο 

έρεη ην ήκηζπ ηεο επηθάλεηάο ηνπ ζην πξώην ηεηαξηεκόξην ηνπ επηπέδνπ Oxy θαη ην 

δεύηεξν ήκηζπ ζην ηέηαξην.  Γίλεηαη θαλεξό πσο ν όγθνο πνπ νξίδεηαη ζην ηξίγσλν 

ηνπ 1
νπ

 ηεηαξηεκνξίνπ κεηξηέηαη από ην νινθιήξσκα ζαλ ζεηηθόο, ελώ ν αληίζηνηρνο 

ηνπ 4
νπ

 ηεηαξηεκνξίνπ κεηξηέηαη ζαλ αξλεηηθόο.  Σν ζπλνιηθό απνηέιεζκα είλαη θπ-

ζηθά κεδέλ
(1)

. 
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΢ρ.Β.2.5:  Σν πιάγην επίπεδν πνπ αληη-

ζηνηρεί ζηε ζπλάξηεζε  f(x,y)=y θαη ν 

ηξηγσληθόο ηόπνο Σ ζην επίπεδν  Οxy. 

(1) Αληίζηνηρν παξάδεηγκα από ηα απιά νξηζκέ-

λα  νινθιεξώκαηα είλαη ην: 


2π

0

ημxdxΙ  

ην νπνίν είλαη ίζν κε ην κεδέλ κηα θαη ην εκβαδό 

πνπ ππνινγίδεηαη από ην νινθιήξωκα από ην 0 έωο 

ην π είλαη ίζν κε 2 θαη από ην π έωο ην 2π,   –2. 



 

 Β.2.5. Άιια είδε ηόπσλ. 
 

         y 

         x=θ1(y)        x=θ2(y) 

 

          β 

 

                Σ  

 

          α    x 

 

 

         ΢ρ. Β.2.6. 

 

 Οινθιεξώλνπκε πξώηα σο πξνο x (ην εζσηεξηθό νινθιήξσκα πεξηέρεη ην dx). 

 Σα όξηα ηνπ εζσηεξηθνύ νινθιεξώκαηνο είλαη ζπλαξηήζεηο κε κεηαβιεηή ην y. 

 ΢ην άλσ όξην εκθαλίδεηαη ε ζπλάξηεζε πνπ «θαιύπηεη» ηνλ ηόπν από πάλσ 

(δειαδή από ηα κεγάια x), ζην γξάθεκά ε  x=θ2(y). 

 ΢ην θάησ όξην εκθαλίδεηαη ε ζπλάξηεζε πνπ «θαιύπηεη» ηνλ ηόπν από θάησ 

(δειαδή από ηα κηθξά x), ζην γξάθεκά ε    x=θ1(y) 

 Σν εμσηεξηθό νινθιήξσκα νινθιεξώλεη σο πξνο y  θαη ηα όξηά ηνπ είλαη νη 

ζηαζεξέο α θαη β.  

 

Σα παξαπάλσ γίλνληαη θαλεξά ζηνλ επόκελν ηύπν, όπνπ νινθιεξώλεηαη ε ζπ-

λάξηεζε  z = f(x,y), ζηνλ ηόπν Σ ηνπ ΢ρ.Β.2.6. 
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 Σέινο, όηαλ ν ηόπνο είλαη ηδηαίηεξα πεξίπινθνο κπνξνύκε λα ηνλ δηαηξέζνπκε 

ζε πεξηζζόηεξνπο ππνηόπνπο, πνπ λα αλήθνπλ ζε κία από ηηο δύν πξναλαθεξζείζεο 

θαηεγνξίεο (νη νπνίνη πξνθαλώο ζα είλαη μέλνη αλά δύν θαη ε έλσζή ηνπο ζα δίλεη ηνλ 

Σα).  Σόηε ηζρύεη ε γλσζηή ηδηόηεηα: 

 

  

1 vT TT

dxdy)y,x(f...dxdy)y,x(fdxdy)y,x(fI  

 

 

 

 

 ΢πρλά ν ηόπνο νινθιήξσζεο Σ νξίδε-

ηαη (θπζηθά ζην επίπεδν Oxy) κε ηε βνήζεηα 

ζπλαξηήζεσλ όπνπ ην y είλαη ε αλεμάξηεηε 

κεηαβιεηή θαη ην x ε εμαξηεκέλε.  Η κνξθή 

ηνπο (όπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλό γξάθεκα): 

y = θ1(x)   θαη     y = θ2(x) 

 

 ΢ηελ πεξίπησζε απηή ν ηξόπνο δνπιεη-

άο είλαη αλάινγνο κε πξνεγνύκελα: 

 



 

 Β.2.6. Παξαδείγκαηα. 

 
 

 Λύζε: Αξρηθά λα ππνινγίζνπκε ην ζεκείν ηνκήο ηεο θακπύιεο θαη ηεο επζεί-

αο.  Όπσο εηπώζεθε ζε πξνεγνύκελν παξάδεηγκα, ζην ζεκείν ηνκήο ζπλαιεζεύνπλ 

νη δύν εμηζώζεηο, δειαδή έρνπκε ην επόκελν ζύζηεκα 2 εμηζώζεσλ: 

 

 xy   

2xy   

 

Γειαδή   x
2
-5x+4 = 0     νπόηε    x1,2 = 1 θαη 4   

πνπ αληηζηνηρνύλ  ζηα    y1,2 = -1  θαη  2 
 

 Παξαηεξνύκε πσο πςώλνληαο ζην ηεηξάγσλν κεηαηξέπνπκε ηε ζπλάξηεζε 

xy    (γηα 0x  ),  ζηελ παξαβνιή  x = y
2
 , πνπ είλαη παξαβνιή εάλ ζεσξήζνπ-

κε πσο ζαλ κεηαβιεηή ην x θαη ζπλάξηεζε ην y.  Με ηνλ ηξόπν απηό όκσο εηζάγνπκε 

αθόκε έλα ζεκείν ηνκήο (ην (1,-1)). 

 Δθόζνλ πξόθεηηαη λα νινθιεξώζνπκε πξώηα σο πξνο x, ζα βξνύκε ηα όξηα 

νινθιήξσζεο ιύλνληαο ηηο εμηζώζεηο ησλ θακπύισλ πνπ δίλνληαη, σο πξνο x: 

 

xy     x = y
2
  

2xy     x = y + 2 
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 1
ν
) Να ππνινγηζζεί ην νινθιήξσκα: 

 


T

xydxdy6I  

 

όπνπ ν ηόπνο Σ νξίδεηαη από ηνλ άμνλα ησλ 

x θαη ηηο ζπλαξηήζεηο: 

 

xy       θαη  2xy   

 

 

 

 

        4x4x)2x(x2xx 22
 



 

 Δάλ επηκέλακε λα νινθιεξώζνπκε πξώηα σο πξνο y  θαη ζηε ζπλέρεηα σο 

πξνο  x, ηόηε ζα έπξεπε λα ρσξίζνπκε ηνλ ηόπν Σ  ζε δύν ππνηόπνπο (όπσο θαίλεηαη 

ζην επόκελν γξάθεκα).  

 

 
 

 Σόηε ην νινθιήξσκα ζα ιπλόηαλ: 

 

 

21 TTT

xydxdy6xydxdy6xydxdy6I  

   36...dxxydy6dxxydy6
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 Ο ηξόπνο απηόο απαηηεί ζαθώο πεξηζζόηεξεο πξάμεηο.  Δδώ αλαθέξεηαη ζαλ 

κηα άζθεζε πάλσ ζηνλ θαζνξηζκό ησλ νξίσλ ησλ δηπιώλ νινθιεξσκάησλ. 
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 2
ν
) Γίλεηαη ην νινθιήξσκα: 


T

dxdy4I  

κε ηόπν Σ  ην ηξαπέδην ηνπ δηπιαλνύ γξαθήκαηνο. Να 

ππνινγηζζεί: 

 Γεσκεηξηθά. 

 Αιγεβξηθά 

 Σ 



 

 

 

            z 

 

 

 

            y 

 

 

            T 

 

 

         x 

 

 

 

204*
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πρίσματοςσ
τραπεζίοσσβ
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
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


2*1)(4

)(*
2

)(*)(B
 

 

 

 (ii) Αιγεβξηθή ιύζε: Οινθιεξώλνληαο πξώηα σο πξνο y, είκαζηε ππνρξεσ-

κέλνη λα δηαηξέζνπκε ηνλ ηόπν Σ ζε ηξία ηκήκαηα, πξάγκα αζύκθνξν.  Αληίζεηα, ν-

ινθιεξώλνληαο πξώηα σο πξνο x, ν ηόπνο αληηκεησπίδεηαη εληαία, δηόηη κία θαη κόλε 

ζπλάξηεζε θαιύπηεη ηνλ ηόπν από θάησ (ζηα κηθξά x) θαη ελώ θαη πξνο ηα πάλσ 

(κεγάια x) ππάξρεη κία ζπλάξηεζε πνπ ηνλ θαιύπηεη..  Δύθνια ππνινγίδνληαη νη εμη-

ζώζεηο ησλ δύν επζεηώλ: 

y = 2x  θαη  y = -x+4 

 

νη νπνίεο πξέπεη λα ιπζνύλ σο πξνο x, εθ’ όζνλ ζα νινθιεξώζνπκε πξώηα σο πξνο 

x: 

2

y
x     θαη    4yx   

 

Έρνπκε ινηπόλ: 
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 (i) Γεσκεηξηθή ιύζε: Η ζπλάξηεζε πνπ 

νινθιεξώλεηαη είλαη ε ζηαζεξή ζπλάξηεζε:   

 

z = f(x,y) = 4 

 
Πξόθεηηαη γηα ηελ εμίζσζε ελόο επηπέδνπ πα-

ξάιιεινπ πξνο ην Oxy, ζε απόζηαζε 4 κνλάδσλ 

(ηέκλεη θάζεηα ηνλ άμνλα ησλ z ζην 4).  Άξα ε 

ηηκή ηνπ νινθιεξώκαηνο  Ι (πνπ ηζνύηαη κε ηνλ 

όγθν πνπ νξίδεηαη από ηνλ ηόπν Σ θαη ηελ επη-

θάλεηα ηεο f(x,y)), ζα είλαη ίζε κε ηνλ όγθν ηνπ 

δηπιαλνύ νξζνγώληνπ πξίζκαηνο: 

 

Ι = (Δκβαδό βάζεο)x(Ύςνο) 

 

 



 

 Β.2.7. ΢πζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν. 
 

 Έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ επηηξέπεη ηνλ θαζνξηζκό ηεο ζέζεο ησλ ζεκείσλ 

ελόο ρώξνπ.  Σν πιήζνο ησλ παξακέηξσλ πνπ απαηηνύληαη γηα ηνλ θαζνξηζκό απηό, 

είλαη απόιπηα ζπγθεθξηκέλνο γηα θάζε ρώξν, θαη απνηειεί ηε δηάζηαζε ηνπ ρώξνπ.  

Δίλαη γλσζηό πσο κία θακπύιε είλαη κνλνδηάζηαηε.  Δηδηθόηεξα κία επζεία 

δηαζέηεη ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ όηαλ νξηζζεί επάλσ ηεο ην ζεκείν 0, ην κνλαδηαίν 

κήθνο θαη ε ζεηηθή θνξά.   

Δμ ίζνπ γλσζηό είλαη πσο νπνηαδήπνηε επηθάλεηα έρεη δύν δηαζηάζεηο, θαη πσο 

είλαη αλαγθαίεο δύν ζπληεηαγκέλεο γηα ηνλ θαζνξηζκό ηεο ζέζεο ελόο ζεκείνπ ηεο 

επηθαλείαο. Έλα θιαζζηθό παξάδεηγκα είλαη νη ζπληεηαγκέλεο πνπ επηηξέπνπλ ηνλ 

θαζνξηζκό ηεο ζέζεο πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηεο Γεο: ην Γεσγξαθηθό κήθνο θαη πιά-

ηνο.   

΢ηε ζπλέρεηα ζα αλαθεξζνύλ δύν ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ ελόο επηπέδνπ: 

Σν πνιύ γλσζηό Καξηεζηαλό ζύζηεκα θαη ην ζύζηεκα ησλ Πνιηθώλ ζπληεηαγκέλσλ. 
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                   x 

 

 

 

 

 

επζείεο απηέο ζπληεηαγκέλεο γξακκέο.   Η εμίζσζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ γξακκώλ 

πξνθύπηεη από ηελ εμίζσζε ηεο θάζε ζπληεηαγκέλεο κε κηα απζαίξεηε ζηαζεξή (c): 

 

x = c ε εμίζσζε ησλ επζεηώλ πνπ είλαη παξάιιειεο ηνπ άμνλα ησλ y. 

y = c  ε εμίζσζε ησλ επζεηώλ πνπ είλαη παξάιιειεο ηνπ άμνλα ησλ x. 

 

 Η εμίζσζε x=c δίλεη κία επζεία παξάιιειε κε ηνλ άμνλα ησλ y πνπ ηέκλεη ηνλ 

άμνλα ησλ x ζην ζεκείν c.  Πξάγκαηη ε επζεία απηή είλαη ν Γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ 

ζεκείσλ ηα νπνία, αλεμαξηήησο ηεο ηηκήο ηεο ζπληεηαγκέλεο y, έρνπλ ηελ  x ίζε κε 

ην c. 

 Όκνηα, ε εμίζσζε y=c αληηζηνηρεί ζε επζεία παξάιιειε κε ηνλ άμνλα ησλ x.  

΢’ απηήλ αλήθνπλ ηα ζεκεία πνπ έρνπλ νπνηνδήπνηε x, αιιά ην  y ηνπο είλαη ίζν κε 

ην c.  Έηζη ινηπόλ ν θάλαβνο απηόο απνηειείηαη από δύν δέζκεο (νηθνγέλεηεο) πα-

ξαιιήισλ επζεηώλ νη νπνίεο κεηαμύ ηνπο ηέκλνληαη θάζεηα.   

 

 

 

 (i) Σν Καξηεζηαλό ζύζηεκα: 

 Η βάζε ηνπ Καξηεζηαλνύ ζπζηήκαηνο 

είλαη νη δύν γλσζηνί (πξνζαλαηνιηζκέλνη) 

άμνλεο ησλ x  θαη ησλ  y. 

 Οπζηαζηηθά ην ζύζηεκα απηό θαιύπ-

ηεη ην επίπεδν κε έλαλ θάλαβν επζεηώλ πα-

ξάιιεισλ κε ηνπο δύν άμνλεο.  Από θάζε 

ζεκείν ηνπ επηπέδνπ δηέξρνληαη αθξηβώο δύν 

ηέηνηεο επζείεο, νη νπνίεο ππνδεηθλύνπλ ηηο 

δύν ζπληεηαγκέλεο.    ΢πρλά  απνθαινύκε ηηο 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Καξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο ελόο ζεκείνπ ΢, όηαλ γλσξίδνπκε ηηο πνιηθέο, θαη αληίζ-

ηξνθα, ηηο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ΢, όηαλ γλσξίδνπκε ηηο Καξηεζηαλέο. 

 

 Θεσξνύκε γλσζηέο ηηο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο (r,ζ), ελόο ζεκείνπ ΢.  Οη αλ-

ηίζηνηρεο Καξηεζηαλέο δίλνληαη από ηηο παξαθάησ ζρέζεηο (κε δεδνκέλν πσο ην ζε-

κείν ηνκήο (Ο) ησλ αμόλσλ ηαπηίδεηαη κε ην Ο ηνπ εκηάμνλα ησλ πνιηθώλ, ελώ ν ε-

κηάμνλαο ησλ πνιηθώλ ηαπηίδεηαη κε ην ζεηηθό ηκήκα ηνπ άμνλα ησλ x) 

 

x = rζπλζ     θαη    y = rεκζ 

 

 Αληίζηξνθα, νη ζρέζεηο πνπ δίλνπλ ηηο πνιηθέο όηαλ γλσξίδνπκε ηηο Καξηεζη-

αλέο είλαη νη: 

 

    r = 
22 yx        θαη      

 

 

 

 Η απόζηαζε r ελόο ζεκείνπ ΢ είλαη πάληα ζεηηθή, ελώ ε γσλία ζ παίξλεη ηηκέο 

από 0 έσο 2π.  Οη ζπληεηαγκέλεο γξακκέο ηνπ ζπζηήκαηνο απηνύ  πξνθύπηνπλ κε ηνλ 
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 (ii) Πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο. 

 ΢ηηο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο π-

πάξρεη έλαο εκηάμνλαο Οx, ζηνλ νπνίν 

νξίδεηαη ε κνλάδα κήθνπο.  Η ζέζε ηνπ 

θάζε ζεκείνπ ΢ ηνπ επηπέδνπ νξίδεηαη 

από ηελ απόζηαζή ηνπ (r) από ηελ αξρή 

Ο  θαη από ηε γσλία (ζ), πνπ δεκηνπξγε-

ίηαη από ηνλ εκηάμνλα Ox  θαη ηελ επη-

βαηηθή αθηίλα  Ο΢. 

 Έλα ζεκαληηθό πξόβιεκα πνπ 

αλαθύπηεη   είλαη  λα   ππνινγίζνπκε  ηηο 

ίδην ηξόπν πνπ πξνέθπςαλ θαη ζην Καξηεζη-

αλό.  Γειαδή εμηζώλνληαο κε κία ζηαζεξή 

ηελ θάζε ζπληεηαγκέλε (θαη ζεσξώληαο πσο 

ε άιιε κεηαβάιιεηαη): 
 

r = c 
 

πνπ δεκηνπξγεί νκόθεληξνπο θύθινπο κε 

θέληξν ην Ο θαη αθηίλα ην c (δηόηη ε απόζηα-

ζε παξακέλεη ζηαζεξή ελώ ε γσλία ζ κεηα-

βάιιεηαη). Αληίζηνηρα ε εμίζσζε 
 

ζ = c 
 

αληηζηνηρεί ζε δέζκε εκηεπζεηώλ κε θέληξν 

ην Ο. 

ζ = ηνμεθ(y/x)         εάλ  x>0 

ζ = ηνμεθ(y/x) + π   εάλ  x<0 

ζ = π/2                      εάλ x=0 θαη  y>0 

ζ = -π/2                     εάλ x=0 θαη  y<0 



                r = r(ζ) 

 

 

         r(ζ)       ζ 

        Ο 

 

 

 

 

 Παξαδείγκαηα ζπλαξηήζεσλ:  
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ππνινγίδνπκε ηελ αθόκε γλσζηόηεξε ζρέζε  r = R. 
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 Η ζπλεζηζκέλε  κνξθή ησλ ζπ-

λαξηήζεσλ ζηηο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο 

είλαη ε:  

r = r(ζ) 

 

θαη νη γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο κνηά-

δνπλ ζηε δηπιαλή. 

 1
ν
) Η εμίζσζε ηνπ θύθινπ.  Ωο 

γλσζηόλ ζην Καξηεζηαλό ζύζηεκα ζπλ-

ηεηαγκέλσλ, ε εμίζσζε ηνπ θύθινπ αθηί-

λαο R είλαη ε: 
 

x
2
 + y

2
 = R

2
 

 

εθθξάδνληαο ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηηο 

ζπληεηαγκέλεο x  θαη  y  θαη πξνθύπηεη 

από ην Ππζαγόξεην Θεώξεκα.  Υξεζηκν-

πνηώληαο ηνπο γλσζηνύο ηύπνπο κεηαη-

ξνπήο: 
 

x = rζπλζ     θαη    y = rεκζ 

 2
ν
) Η εμίζσζε ηεο έιιεηςεο.   Η 

εμίζσζε ηεο έιιεηςεο κε νξηδόληην εκηά-

μνλα ηνλ a θαη θαηαθόξπθν ηνλ b,  ζην 

Καξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, 

δίλεηαη από ηελ εμίζσζε: 
 

1
b

y

a

x
2

2

2

2

  
 

Όπσο θαη πξνεγνπκέλσο βξίζθνπκε: 

 



 

 3
ν
) ΢πρλά όκσο ρξεζηκνπνηνύληαη νη πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο γηα λα νξηζζνύλ 

νη εμηζώζεηο ηδηαίηεξσλ θακπύισλ όπσο είλαη:  

 ην θαξδηνεηδέο κε εμίζσζε:      r(ζ) = α(1+ζπλζ) 

 ε ζπείξα ηνπ Αξρηκήδε  κε εμίζσζε: r(ζ) = αζ 

 

 

 

 

΢ρ. Β.2.7. Σν θαξδηνεηδέο θαη ε ζπείξα ηνπ Αξρηκήδε γηα  α=1. 

 

 

 

 Β.2.8. Σν δηπιό νινθιήξσκα ζε ηόπν πνπ νξίδεηαη από  

 ζπληεηαγκέλεο γξακκέο. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Παξαηεξνύκε πσο όηαλ ν ηόπνο νινθιήξσζεο νξίδεηαη κε ζπληεηαγκέλεο 

γξακκέο, ηόηε θαη ηα όξηα ηνπ εζσηεξηθνύ νινθιεξώκαηνο είλαη ζηαζεξνί αξηζκνί, 

πξάγκα πνπ ζπλήζσο απινπνηεί ηδηαίηεξα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ.  Γηα ην ιόγν απηό 

ζπρλά θξνληίδνπκε λα θάλνπκε αιιαγή κεηαβιεηώλ (νπζηαζηηθά αιιαγή ζπζηήκα-

ηνο ζπληεηαγκέλσλ), έηζη ώζηε ζην λέν ζύζηεκα ν δνζκέλνο ηόπνο λα νξίδεηαη από 

ζπληεηαγκέλεο γξακκέο. 
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 Έζησ πσο ν ηόπνο νινθιήξσζεο είλαη ην 

παξαιιειόγξακκν ηνπ δηπιαλνύ ζρήκαηνο, α-

πνηεινύκελν από ηηο επζείεο: 

 

x = α , x = β , y = γ , y = δ 
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 Μεηαθέξνληαο ηηο εμηζώζεηο απηέο ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο
(1)

, έρνπκε: 

 

ηνπο θύθινπο     r = 1  θαη  r = 2 

θαη ηηο εκηεπζείεο  ζ = 0    θαη   ζ = 3π/4 

 

 

 

 Β.2.9. Σν δηπιό νινθιήξσκα ζηηο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο. 
 

 
 

 

      ΢ρ. Β.2.8.  Ο ηόπνο νινθιήξσζεο, θαη ε 

      αλάιπζή ηνπ ζε ζηνηρεηώδεηο ππνηόπνπο. 

 

 

Ο ηόπνο νινθιήξσζεο Σ ηεκαρίδεηαη ζε ζηνηρεηώδεηο ηόπνπο κε ηε βνήζεηα 

ζπληεηαγκέλσλ γξακκώλ ησλ πνιηθώλ ζπληεηαγκέλσλ (ζε ζηνηρεηώδε ηκήκαηα θπθ-

ιηθώλ δαθηπιίσλ).  Θα πξέπεη ζηε ζπλέρεηα λα ππνινγίζνπκε ην εκβαδόλ ηνπ θάζε 

ζηνηρεηώδε ηόπνπ, έηζη ώζηε λα αληηθαηαζηαζεί ε έθθξαζε ηνπ ζηνηρεηώδνπο εκβα-

δνύ (dE=dxd) ησλ Καξηεζηαλώλ ζπληεηαγκέλσλ. 
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 Οη πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο 

ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα απινπνη-

ήζνπλ ηε ιύζε θάπνησλ δηπιώλ 

νινθιεξσκάησλ.  Σέηνηα νινθιε-

ξώκαηα είλαη ζπρλά απηά πνπ ν-

ινθιεξώλνπλ ζπλαξηήζεηο ηεο 

κνξθήο:   f(x,y) = g(x
2
+y

2
). 

 

 Ο ηόπνο νινθιήξσζεο νξί-

δεηαη από ηηο ζπλαξηήζεηο: 

 r = r1(ζ)  ζηα κηθξά  r 

 r = r1(ζ)  ζηα κεγάια  r 

 από ηε γσλία ζ1 έσο ηε γσ-

λία ζ2,  εθθξαζκέλεο ζε αθ-

ηίληα. 

  

 

 ΢ηηο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο 

γηα παξάδεηγκα δηεπθνιύλεηαη πνιύ 

ε ιύζε ηνπ νινθιεξώκαηνο (όπσο 

ζα δνύκε ζηελ επόκελε παξάγξαθν), 

όηαλ ν ηόπνο νινθιήξσζεο νξίδεηαη 

από νκόθεληξνπο θύθινπο κε θέληξν 

ην Ο θαη εκηεπζείεο πνπ μεθηλνύλ 

από ην Ο.   Έλαο ηέηνηνο ηόπνο είλαη 

απηόο ηνπ δηπιαλνύ ζρήκαηνο πνπ 

νξίδεηαη από ηνπο θύθινπο 

 

x
2
 + y

2
 = 1  θαη  x

2
 + y

2
 = 2

2
 

θαη ηηο επζείεο 

y = 0   θαη   y = -x 

 T 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(ΑΒ) = dr     θαη    (ΑΓ) = rdζ  
(1)

 

 

άξα έρνπκε: 

 

dxdy = dE = rdrdζ 
 

 ΢ηε ζπλέρεηα εθθξάδεηαη ε ζπλάξηεζε πνπ νινθιεξώλεηαη, ζαλ ζπλάξηεζε 

ησλ κεηαβιεηώλ r θαη ζ, ζύκθσλα κε ηνπο ηύπνπο κεηαηξνπήο: 

 

 

Από  z = f(x,y)                                                  ζε   z = g(r,ζ) 

 

 

Γηαηεξώληαο ηελ ίδηα ινγηθή ιύζεο κ’ απηήλ πνπ αθνινπζήζακε ζηηο Καξηε-

ζηαλέο ζπληεηαγκέλεο ππνινγίδνπκε: 
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όπνπ νη ζπλαξηήζεηο  r1(ζ), r2(ζ)  θαη νη γσλίεο ζ1 θαη ζ2 είλαη απηέο πνπ θαζνξίδνπλ 

ηνλ ηόπν νινθιήξσζεο (Σ), όπσο θαίλεηαη ζην ζρ.  Β.2.8. 

 

 

 

    
(1)

 Τν όηη  (ΑΔ) = rdζ  κπνξεί λα δεηρζεί κε δύν ηξόπνπο: 

   (α) Από ηνλ νξηζκό ηνπ αθηηλίνπ (1 αθηίλην είλαη ε επίθεληξε γωλία πνπ «βιέπεη» ζε 

ηόμν κήθνπο κηαο αθηίλαο), νπόηε ην κήθνο ελόο ηόμνπ s(ζ) πνπ αληηζηνηρεί ζε κία επί-

θεληξε γωλία ζ (rad) ηζνύηαη κε:     s(θ) = rθ ,  όπνπ r είλαη ε αθηίλα ηνπ θύθινπ. 

   (β) Από ηελ απιή κέζνδν ηωλ ηξηώλ: 

Σε γωλία   2π  (rad)   αληηζηνηρεί κήθνο πεξηθέξεηαο   s(2π) = 2πr 

Σε γωλία     θ    (rad)      αληηζηνηρεί κήθνο πεξηθέξεηαο     s(θ) = ; 

s(θ) = 2πrθ/2π = rθ 

 

                        Γ   dr  Γ 

 

              dζ             dE 

         r 

                         Α       Β 

 Θεσξώληαο πσο ε γσλία dζ είλαη πνιύ κηθξή 

θη εθθξάδεηαη ζε αθηίληα (rad), κπνξνύκε λα ζεσ-

ξήζνπκε πσο ην ζηνηρεηώδεο εκβαδόλ είλαη έλα νξ-

ζνγώλην παξαιιειόγξακκν (ην ΑΒΓΓ) ηνπ νπνίνπ 

ην εκβαδόλ ηζνύηαη κε: 

 

dE = (ΑΒ)(ΑΓ) 

 

όπνπ όκσο 

 

 

 

x = rζπλζ 

y = rεκζ 



 

 Παξαηεξήζεηο: Οη παξαθάησ παξαηεξήζεηο γηα ηνλ ηύπν ηεο νινθιήξσζεο 

ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο απνηεινύλ επαλάιεςε ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ αθνξνύ-

ζαλ ζηνλ ηύπν ηεο νινθιήξσζεο ζε Καξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο, ηεο παξαγξάθνπ 

Β.2.3. 

1. Σν εζσηεξηθό νινθιήξσκα αλαγλσξίδεη κόλν ην r ζαλ κεηαβιεηή (θαη αληηκε-

ησπίδεη ην ζ ζαλ κία ζηαζεξά).  Οινθιεξώλνληαο σο πξνο r, θαη ζέηνληαο ηα 

δύν όξηα πνπ είλαη ζπλαξηήζεηο ηνπ ζ, θζάλνπκε ζε κία ζπλάξηεζε πνπ πεξη-

έρεη κόλνλ ζ.  Όκσο ην ζ αλαγλσξίδεηαη ζαλ κεηαβιεηή από ην εμσηεξηθό ν-

ινθιήξσκα.  Οινθιεξώλνληαο γηα δεύηεξε θνξά σο πξνο ζ θαη ζέηνληαο ηα 

όξηα ζ1 θαη ζ2 (πάληα ζε rad),  ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ δηπινύ νινθιεξώ-

καηνο. 

2. Σα όξηα ηνπ εζσηεξηθνύ νινθιεξώκαηνο είλαη ελ γέλεη ζπλαξηήζεηο ηνπ ζ.  

Όπσο είδακε ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν (Β.2.8) δελ είλαη ζπλαξηήζεηο ηνπ 

ζ, αιιά ζηαζεξέο ηηκέο όηαλ ν ηόπνο νξίδεηαη κε ηε βνήζεηα ζπληεηαγκέλσλ 

γξακκώλ ησλ πνιηθώλ ζπληεηαγκέλσλ.  

 

 

Β.2.10 Παξαδείγκαηα. 
 

 
 

 

 Λύζε: Καη ε κνξθή ηνπ ηόπνπ θαη ε ζπλάξηεζε πνπ νινθιεξώλεηαη νδεγνύλ 

ζηε ρξήζε ησλ πνιηθώλ ζπληεηαγκέλσλ.  Έηζη κεηαηξέπνπκε: 

 

 Σε ζπλάξηεζε πνπ νινθιεξώλεηαη 

από  z = εκ(x,y)    ζε     z = εκ(r
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ζπλ

2
ζ+r

2
εκ

2
ζ) = εκ(r

2
)  

(1)
 

 

 Σηο εμηζώζεηο  πνπ νξίδνπλ ηνλ ηόπν Σ. 

 

 

από       ζε 

 

 

 

 

   
(1)

  Όπνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ε γλωζηή ζρέζε:  ζπλ
2
ζ + εκ

2
ζ = 1 
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ν
) Να ππνινγηζζεί ην νινθιήξσκα: 

dxdy)yx(I
T

22

   

όπνπ ν ηόπνο νινθιήξσζεο είλαη ην ηκήκα 

θπθιηθνύ δαθηπιίνπ, πνπ νξίδεηαη από ηνπο 

θύθινπο: 

x
2
 + y

2
 = 1  θαη x

2
 + y

2
 = 2

2
 

θαη ηηο επζείεο: 

y = -x  θαη  y = x 

x
2
 + y

2
 = 1 

x
2
 + y

2
 = 2

2
  

x=-y θαη  x=y 

 

r = 1 

r = 2 

ζ = π/4  θαη  ζ = 3π/4 



 ελώ, ηέινο αληηθαζηζηνύκε ην  dxdy   κε ην   rdrdζ. 

 

Έρνπκε ινηπόλ γηα ην νινθιήξσκα: 
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 Παξαηήξεζε: Σν νινθιήξσκα απηό δελ ζα κπνξνύζακε λα ην ιύζνπκε αλ 

δελ ην κεηαθέξακε ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο.  Αλ ζέιεηε δνθηκάζηε λα ην επηιύζεηε 

ζε Καξηεζηαλέο … 
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dxdy1I  

ηζνύηαη κε ην εκβαδόλ ηνπ ηόπνπ Σ.   Δάλ ινηπόλ επηιέμνπκε ζαλ ηόπν ηε ζπείξα ηνπ 

Αξρηκήδε, ζα ππνινγίζνπκε ην εκβαδόλ ηεο.  Έρνπκε: 
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 2
ν
) Να ππνινγηζζεί ην εκβαδόλ ηεο ζπείξαο 

ηνπ Αξρηκήδε γηα έλα πιήξε θύθιν (όπσο ζηε 

δηπιαλή γξαθηθή παξάζηαζε), όηαλ γλσξίδνπκε 

πσο ε εμίζσζε ηεο ζπείξαο ζε πνιηθέο ζπληεηαγ-

κέλεο είλαη ε: 

r = r(ζ) = αζ    [αR] 

 

 Λύζε: Όπσο αλαθέξζεθε ζηε γεσκεηξηθή 

εξκελεία ηνπ δηπινύ νινθιεξώκαηνο, αιιά θαη 

ζην 2
ν
 παξάδεηγκα ηεο παξαγξάθνπ Β.2.6,  ην ν-

ινθιήξσκα: 

 

 



   
3

4

6

33
2

0

3
2 







 

 

 Παξαηήξεζε: Αμίδεη ζην ζεκείν απηό λα μαλαζπκεζνύκε ηα απιά νξηζκέλα 

νινθιεξώκαηα θαη λα ππνινγίζνπκε ην πην πάλσ εκβαδόλ κε ηε βνήζεηά ηνπο.  Γηα 

λα θαηαζηξώζνπκε ην νινθιήξσκα πνπ επηιύεη έλα πξόβιεκα, ζα πξέπεη λα νξίζνπ-

κε ην άζξνηζκα πνπ δίλεη ηε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο.  ΢ην πξόβιεκα ηεο ζπείξαο έ-

ρνπκε: 
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 Β.2.11. Ρνπή αδξαλείαο. 
 

  

 

 

 

 

 

 
 

I = mr
2
 

 
 Όκνηα, ε ξνπή αδξαλείαο ελόο πιηθνύ ζεκείνπ κε κάδα m, σο πξνο έλα ζεκείν 

Ο, πνπ βξίζθεηαη ζε απόζηαζε r, ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ηεο κάδαο ηνπ επί ηελ απόζ-

ηαζή ηνπ από ην ελ ιόγσ ζεκείν.  Ιζρύεη δειαδή θαη πάιη ν πξνεγνύκελνο ηύπνο:  I = 

mr
2
. 

   y 

 

                 dE 

 

            dζ     r=αζ 

 

               ζ. 

   Ο                                 x 

 Έζησ 2 ζεκεία πάλσ ζηελ θακπύιε ηεο ζπείξαο. 

Σν πξώην αληηζηνηρεί ζε γσλία ζ  θαη ην δεύηεξν ζε γσ-

λία ζ+dζ.  Δπεηδή ε γσλία dζ είλαη πάξα πνιύ κηθξή, 

κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε πσο ην εκβαδόλ πνπ νξίδεηαη 

από ηελ θακπύιε ηεο ζπείξαο θαη ηηο δύν επηβαηηθέο αθ-

ηίλεο, είλαη έλαο θπθιηθόο ηνκέαο, αθηίλαο r=αζ.  Με ηνλ 

ηξόπν απηό ην ζηνηρεηώδεο εκβαδόλ  dE  δίλεηαη από ηε 

ζρέζε: 
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 Έλα πιηθό ζεκείν κάδαο m πεξηζηξέθεηαη 

γύξσ από έλαλ άμνλα ε.   

Η ξνπή αδξαλείαο (Ι) ηνπ πιηθνύ ζεκείνπ 

είλαη ην θπζηθό κέγεζνο πνπ απνδίδεη ηελ αλ-

ηίζηαζε ηνπ ζεκείνπ, ιόγσ αδξαλείαο, ζε θάζε 

επηηάρπλζε ή επηβξάδπλζε ηεο θπθιηθήο ηνπ 

θίλεζεο.  ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ε ξνπή αδξαλείαο 

ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ηεο κάδαο (m) ηνπ ζεκείνπ 

επί ηελ απόζηαζή ηνπ (r) από ηνλ άμνλα ε. 

 



 

 Αλ θαη κηα επηθάλεηα, ζαλ ρώξνο δύν δηαζηάζεσλ, δελ κπνξεί λα πεξηέρεη κά-

δα, ελ ηνύηνηο είλαη ζπρλά ρξήζηκν λα ηεο απνδνζεί κηα ππθλόηεηα κάδαο, ε νπνία 

θαιείηαη επηθαλεηαθή ππθλόηεηα.   Η επηθαλεηαθή ππθλόηεηα κεηξά ηε κάδα πνπ 

πεξηέρεηαη ζηε κνλάδα επηθαλείαο.  Μνλάδα ηεο ζα κπνξνύζε λα είλαη ην gr/cm
2
.  

Μία επηθάλεηα κπνξεί λα έρεη ζηαζεξή ππθλόηεηα (νπόηε ιέγεηαη νκνγελήο) ή ε ππθ-

λόηεηά ηεο λα είλαη ζπλάξηεζε ηεο ζέζεο ηνπ θάζε ζεκείνπ: 

 

 Οκνγελήο  ξ = c 

 Με νκνγελήο:  ξ = ξ(x,y)   ή  ξ = ξ(r,ζ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Ρνπή αδξαλείαο σο πξνο ην θέληξν ησλ αμόλσλ Ο: 

ΙO = mr
2
 = m(x

2
+y

2
) = Ix + Iy 

 

 Παξαηεξνύκε πσο ε ξνπή αδξαλείαο σο πξνο ην θέληξν Ο 

ησλ θαξηεζηαλώλ αμόλσλ ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ηεο ξνπήο αδ-

ξαλείαο σο πξνο ηνλ θάζε άμνλα. 
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 Έζησ ην πιηθό ζεκείν m θαη νη θαξηεζηαλέο 

ηνπ ζπληεηαγκέλεο  (xo,yo).  Με βάζε ηνπο πξνε-

γνύκελνπο νξηζκνύο γηα ηελ ξνπή αδξαλείαο, ηζ-

ρύνπλ νη ζρέζεηο: 

 

 Ρνπή αδξαλείαο σο πξνο ηνλ άμνλα ησλ x: 

Ix = myo  

 Ρνπή αδξαλείαο σο πξνο ηνλ άμνλα ησλ y: 

Iy = mxo  

 

       y 

 

        δ 

    Σ 

 
     δ j 
 

 

 

 

         γ 

 

      O           α                          μ i               β   x 

 

΢ρ. Β.2.11 

 ΢ηε ζπλέρεηα ζα ππνινγίζνπκε 

ηε ξνπή αδξαλείαο κηαο επίπεδεο επη-

θάλεηαο Σ, πνπ αλήθεη ζην επίπεδν 

Οxy, ηεο νπνίαο ε επηθαλεηαθή ππθλό-

ηεηα ζε έλα ζεκείν, είλαη ζπλάξηεζε 

ηεο ζέζεο ηνπ ζεκείνπ: 

ξ = ξ(x,y) 

 Γηαηξνύκε ηνλ ηόπν Σ ζε ζηνη-

ρεηώδεηο νξζνγώληνπο ηόπνπο πιάηνπο 

Γx θαη Γy, κε εκβαδό ΓE=ΓxΓy. Απηό 

επηηπγράλεηαη κε ηε δηαίξεζε ησλ δύν 

δηαζηεκάησλ ησλ αμόλσλ ησλ x θαη y 

ζηα νπνία εθηείλεηαη ν ηόπνο, ζε λ θαη 

κ ππνδηαζηήκαηα, αληίζηνηρα.  Γειαδή 



ζηα: 

(α=x0,x1), (x1,x2), (x2,x3), … , (xi-1,xi), … , (xv-1,xv=β) 

(γ=y0,y1), (y1,y2), (y2,y3), … , (yj-1,yj), … , (yκ-1,yκ=δ) 

 

όπνπ Γxi  θαη Γyj  είλαη ην κήθνο θαη ηη πιάηνο ηνπ ηπραίνπ ζηνηρεηώδνπο εκβαδνύ 

ΓΔij.  Λόγσ ησλ ειάρηζησλ δηαζηάζεσλ, κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε πσο ε ππθλόηεηα 

ηεο ζηνηρεηώδνπο επηθάλεηαο ΓΔij είλαη ζηαζεξή θαη ίζε κε: 

 

ξ = ξ(μi ,δj) 

 

όπνπ ηα ζεκεία μi  θαη  δj  είλαη ζεκεία ησλ δηαζηεκάησλ (xi-1,xi)  θαη  (yj-1,yj) αληίζ-

ηνηρα (έζησ ην κέζνλ ηνπο).  Δπνκέλσο ε κάδα πνπ πεξηέρεηαη ζηελ επηθάλεηα ΓΔij 

δίλεηαη από ηε ζρέζε:  

 

Μij = ξ(μi ,δj) ΓΔij  = ξ(μi ,δj) Γxi Γyj  
(1)

 
 

θαη ε ξνπή αδξαλείαο ηεο κάδαο απηήο σο πξνο ηνπο άμνλεο ησλ x, ησλ y θαη σο πξνο 

ην θέληξν ησλ αμόλσλ είλαη:  
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όπνπ δj , μj θαη  
2

j

2

iijr   είλαη νη απνζηάζεηο ηνπ ζεκείνπ (μi ,δj) από ηνπο ά-

μνλεο ησλ x, ησλ y θαη από ην θέληξν Ο αληίζηνηρα. 

 

 

 

 

 

   
(1)

  Η επηθαλεηαθή ππθλόηεηα δίλεη ηε κάδα ζηε κνλάδα επηθαλείαο.  Άξα ην γηλόκε-

λό ηεο επί ηε ζπλνιηθή επηθάλεηα, δίλεη ηε ζπλνιηθή κάδα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ επηθά-

λεηα απηή (ζεωξώληαο ηελ επηθαλεηαθή ππθλόηεηα ζηαζεξή). 

 

 



 

 Β.2.12. Παξαδείγκαηα: 
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             Σ1                Σ2  

 

   Ο                α                    β           x 

 1
ν
) Να ππνινγηζζνύλ νη ξνπέο αδ-

ξαλείαο Ιx,, Iy θαη IO ηεο δηαηνκήο ηνπ δηπ-

ιαλνύ ζρήκαηνο, εάλ ε επηθαλεηαθή ππθ-

λόηεηά ηνπ είλαη ζηαζεξή:  ξ(x,y) = θ. 

 

 Λύζε:  
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 Λύζε: Με ηελ πξώηε καηηά γίλεηαη θαλεξό πσο πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο (ν ηόπνο νινθιήξσζεο νξίδεηαη κε ζπληεηαγκέλεο γξακκέο 

ησλ πνιηθώλ, ελώ ε ζπλάξηεζε πνπ νινθιεξώλεηαη είλαη ζπλάξηεζε ηνπ r). 
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 2
ν
) Να ππνινγηζζεί ε ξνπή αδξαλείαο IO ηεο 

δηαηνκήο ηνπ δηπιαλνύ δαθηπιίνπ, εάλ ε επηθαλεη-

αθή ππθλόηεηά ηνπ είλαη αλάινγε ηεο απόζηαζεο 

από ην θέληξν Ο: 

ξ(x,y) = θ
222 ryx  = ξ(r). 

 

 Γίλνληαη νη εμηζώζεηο ησλ θύθισλ: 

 

x
2
 + y

2
 = 1  θαη x

2
 + y

2
 = 2

2
 


