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 Γ. Δηαθνξηθέο Εμηζώζεηο. 
 

 Γ.1. Γεληθά. 
 

 Μία δηαθνξηθή εμίζσζε (δ.ε.) είλαη κία εμίζσζε ε νπνία δίλεη πιεξνθνξίεο 

γηα ηηο παξαγώγνπο κηαο άγλσζηεο ζπλάξηεζεο  θαη δεηά ηνλ ππνινγηζκό απηήο ηεο 

άγλσζηεο ζπλάξηεζεο.   Ζ γεληθή κνξθή κηαο δ.ε. είλαη ε: 

 

F(x,y,y’,y’’,…,y
(λ)

) = 0            (Γ.1.1) 

όπνπ 

        x     είλαη ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, 

      y=y(x)   είλαη ε άγλσζηε ζπλάξηεζε, 

 y’, y’’,…,y
(λ)

    είλαη ε πξώηε, ε δεύηεξε, … θαη   ε  λ-νζηή   παξάγσγνο  ηεο 

  άγλσζηεο ζπλάξηεζεο  y(x). 

       λ    είλαη ε ηάμε ηεο δ.ε. (ε ηάμε ηεο κεγαιύηεξεο παξαγώγνπ πνπ 

  εκθαλίδεηαη ζηελ δ.ε.). 

 

Μία ζπλάξηεζε y(x) είλαη ιύζε ηεο δ.ε. (Γ.1.1), όηαλ ηελ επαιεζεύεη.  Μία 

ζπλάξηεζε y(x) επαιεζεύεη ηελ (Γ.1.1), εάλ ε ζρέζε αιεζεύεη όηαλ ζέζνπκε ζ’ απ-

ηήλ, ζηε ζέζε ηνπ  y ηε ζπλάξηεζε y(x) θαη ζηε ζέζε ησλ παξαγώγσλ (y’, y’’, …, 

y
(λ)

) ηηο αληίζηνηρεο παξαγώγνπο ηεο  y(x). 

 Γηα παξάδεηγκα ε ζπλάξηεζε  y(x) = 
2xe είλαη ιύζε ηεο δ.ε. πξώηεο ηάμεο: 

 

y’- 2xy = 0        (Γ.1.2) 

 

Πξάγκαηη, εάλ αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ Γ.1.2 ηηο ζρέζεηο: 

 

y(x) = 
2xe  

y’(x) = 2x
2xe  

 

 

 

 Γεωκεηξηθή εξκελεία ηεο (Γ.1.2): 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  0xe2xe2
22 xx      (αιεζηλή) 

 

                         y(x)          εν  

 

 

     yo  

 

 

 

    0                    xo  

 

Ζ δνζκέλε δ.ε. κπνξεί λα γξαθεί ππό ηε κνξθή: 

y’ = 2xy 

 

θαη δειώλεη πσο ε ιύζε ηεο είλαη κία ζπλάξηεζε y(x), 

ηεο νπνίαο ε πξώηε παξάγσγνο (δειαδή ε θιίζε) ζε 

θάζε ζεκείν ηνπ επηπέδνπ (x,y) ηζνύηαη κε ην δηπιάζην 

γηλόκελν ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπ ζεκείνπ.  Άξα ε θιί-

ζε ηεο y(x) ζην ζεκείν (xo,yo), δειαδή ε θιίζε ηεο επ-

ζείαο εν πνπ εθάπηεηαη ζηελ y(x) ζην ελ ιόγσ ζεκείν, 

ζα είλαη ίζε κε ην  2xoyo. 
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 Γ.1.1. Δ.Ε. άκεζα νινθιεξώζηκεο. 
 

 Οη πεξηζζόηεξεο δ.ε. δελ ιύλνληαη!  Ηδηαίηεξα νη δ.ε. 2
εο

 ηάμεο θαη άλσ
(1)

.  Μηα 

από ηηο κνξθέο πνπ ιύλνληαη εύθνια είλαη απηή ησλ άκεζα νινθιεξώζηκσλ δ.ε.: 

 

y
(λ)

 = f(x)           (Γ.1.3) 

 

 Σπγθξίλνληαο ηελ (Γ.1.1) κε ηελ (Γ.1.3) παξαηεξνύκε πσο από ζηελ αλαιπηη-

θή έθθξαζε ηεο δεύηεξεο ιείπνπλ, ε άγλσζηε ζπλάξηεζε (y(x)) θαη όιεο νη ελδηάκε-

ζνη παξάγσγνί ηεο (y’, y’’, …, y
(λ-1)

).  Έηζη όκσο κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε όιεο ηηο 

παξαγώγνπο κηθξόηεξεο ηάμεο θαη ηελ ίδηα ηελ άγλσζηε y(x), κε δηαδνρηθέο νινθιε-

ξώζεηο ηεο (Γ.1.3). 

 

 Παξάδεηγκα: Να ιπζεί ε δ.ε.:   

y’’ = 6x – 2        (Γ.1.4) 

 

 Λύζε:  

   cx2x3dx)2x6(dx)x(''y)x('y 2  

   2

232 ccxxxdx)cx2x3(dx)x('y)x(y  

 

 Παξαηεξνύκε πσο ε νινθιήξσζε κηαο παξαγώγνπ δελ επηηξέπεη ηνλ απόιπην 

θαζνξηζκό ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο, ηελ νπνία πξνζδηνξίδεη θαηά πξνζέγγηζε κηαο 

αζξνηζηηθήο ζηαζεξήο.  Δδώ κάιηζηα, επεηδή ππάξρνπλ δύν δηαδνρηθέο νινθιεξώζε-

ηο, εηζάγνληαη δύν απζαίξεηεο ζηαζεξέο.  Φζάλνπκε ινηπόλ ζην ζπκπέξαζκα: 

 

 Η ιύζε κηαο δ.ε. λ-εο ηάμεο είλαη κία ζπλάξηεζε πνπ εμαξ-

ηάηαη από λ-απζαίξεηεο ζηαζεξέο, θαη νλνκάδεηαη λ-παξακεηξηθή 

νηθνγέλεηα θακπύιωλ.  Η ιύζε απηή θαιείηαη γεληθή ιύζε ή γελη-

θό νινθιήξωκα ηεο δ.ε.. 

 

 

 Σην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα ε γεληθή ιύζε είλαη κηα δηπαξακεηξηθή νηθνγέ-

λεηα θακπύισλ, κηα θαη είλαη ιύζε κηαο δ.ε. 2εο ηάμεο.  Πεξηιακβάλεη άπεηξεο ζπ-

λαξηήζεηο, ησλ νπνίσλ ηα γξαθήκαηα θαηαιακβάλνπλ νιόθιεξν ην επίπεδν Oxy (ό-

πσο θαίλεηαη θαη ζην επόκελν γξάθεκα). Σπρλά πξέπεη λα θαζνξίζνπκε ηελ ηηκή ησλ 

απζαίξεησλ ζηαζεξώλ έηζη ώζηε λα μερσξίζνπκε κία ζπλάξηεζε από ηηο άπεηξεο ηεο 

γεληθήο ιύζεο.   Δίλαη θαλεξό πσο γηα λα πξνζδηνξηζζνύλ νη ηηκέο ησλ δύν ζηαζεξώλ 

c θαη c2  ζα  πξέπεη  λα δνζνύλ  ηα  θαηάιιεια δεδνκέλα, έηζη ώζηε  λα  θαηαιήμνπκε 

   

 

    
(1)

  Όπωρ αναθέπθηκε ζηην πποηγούμενη παπάγπαθο, ηάξη μιαρ δ.ε. είναι η ηάξη 

ηηρ μεγαλύηεπηρ παπαγώγος πος εμθανίζεηαι ζηη δ.ε. 
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ζε έλα ζύζηεκα δύν εμηζώζεσλ κε δύν αγλώζηνπο.  Τα δεδνκέλα απηά ζα κπνξνύ-

ζαλ λα είλαη νη ζπληεηαγκέλεο δύν ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ  (x1,y1)  θαη  (x2,y2),  ηα ν-

πνία γξάθνπκε:  y(x1)=y1  θαη  y(x2)=y2.   Με ηνλ ηξόπν απηό επηιέγνπκε από ην ζύ-

λνιν ησλ ιύζεσλ ηε ζπλάξηεζε εθείλε πνπ δηέξρεηαη από ηα δύν απηά ζεκεία, ηα 

νπνία απνηεινύλ ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο. Ζ ζπλάξηεζε πνπ πξν-

θύπηεη κεηά ηνλ ππνινγηζκό ηεο ηηκήο ησλ απζαίξεησλ κεηαβιεηώλ νλνκάδεηαη κε-

ξηθή ιύζε ηεο δ.ε. πνπ αληηζηνηρεί ζηηο δνζκέλεο αξρηθέο ζπλζήθεο.  

 

 Ο πην πάλσ θαζνξηζκόο ησλ αξρηθώλ ζπλζεθώλ είλαη ζπαληόηαηνο. Σπλήζσο,  

ζαλ αξρηθέο ζπλζήθεο πξνζδηνξίδνπκε ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηεο πξώηεο ηεο 

παξαγώγνπ ζην ίδην ζεκείν: 

 

Αξρηθέο ζπλζήθεο:  y(xo) = yo   θαη   y’(xo) = yo‘ 
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Σρ. Γ.1.1. Ζ δηπαξακεηξηθή νηθνγέλεηα θακπύισλ θαη ε κεξηθή ιύζε 

πνπ αληηζηνηρεί ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο:  y(0)=1  θαη   y’(0)=2. 

 

 

 Ξαλαγπξίδνληαο ζην παξάδεηγκα, ζα ππνινγίζνπκε ηε κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε. 

πνπ αληηζηνηρεί ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο:   y(0)=1  θαη   y’(0)=2 

 

y’(x) = 3x
2
 – 2x + c       y’(0)=2     c = 2 

y(x) = x
3
 – x

2
 + cx + c2        y(0)=1       c2, = 1 

 

 Άξα ε κεξηθή ιύζε: 

 

y(x) = x
3
 – x

2
 + 2x + 1 

y’(x) = 3x
2
 – 2x + 2 
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 Γεληθά ζπκπεξάζκαηα: 

 

1. Μηα δηαθνξηθή εμίζσζε πεξηέρεη ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, ηελ άγλσζηε 

ζπλάξηεζε θαη ηηο παξαγώγνπο απηήο.  Ζ ηάμε ηεο δ.ε. είλαη ίζε κε ηελ ηάμε 

ηεο κεγαιύηεξεο παξαγώγνπ πνπ εκθαλίδεηαη ζηε δ.ε..  Ζ γεληθή κνξθή κηαο 

δ.ε. λ-εο ηάμεο είλαη ε: 

F(x,y,y’,y’’,…,y
(λ)

) = 0 
 

2. Λύλνπκε ηελ δ.ε. ππνινγίδνληαο ηελ άγλσζηε ζπλάξηεζε πνπ απηή πεξηέρεη.  

Μία ζπλάξηεζε y(x) είλαη ιύζε ηεο δ.ε. όηαλ ηελ επαιεζεύεη. 

 

3. Ζ ιύζε ηεο πην πάλσ δ.ε. πεξηέρεη λ-απζαίξεηεο ζηαζεξέο θαη θαιείηαη γεληθή 

ιύζε: 

y = y(x,c1,c2,…,cλ) 

 

4. Μπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηελ ηηκή ησλ απζαίξεησλ ζηαζεξώλ, εάλ δνζνύλ 

νη αξρηθέο ζπλζήθεο, ε ηηκή δειαδή ηεο ζπλάξηεζεοy(x) θαη όισλ ησλ παξα-

γώγσλ ηεο κέρξη ηελ ηάμε λ-1 (θαηά κία κηθξόηεξε από ηελ ηάμε ηεο δ.ε.): 

y(xo) = yo ,  y’(xo) = yo’ ,  y’’(xo) = yo’’, … , y
(λ-1)

(xo) = yo
(λ-1)

  

 νπόηε  κηινύκε  γηα ηνλ ππνινγηζκό  ηεο  κεξηθήο ιύζεο  πνπ  αληηζηνηρεί ζηηο  

 δνζκέλεο ζπλζήθεο: 

y = y(x) 

 

5. Έζησ ε δ.ε. F(x,y,y’,y’’,…,y
(λ)

) = 0.  Μία ζπλάξηεζε ε νπνία πεξηέρεη λ απζα-

ίξεηεο θαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο ζηαζεξέο, ελώ ηαπηόρξνλα επαιεζεύεη ηελ 

δ.ε., ζα είλαη ε γεληθή ιύζε ηεο δ.ε. απηήο.    

 

6. Σηαζεξέο πνπ εκθαλίδνληαη ππό ηε κνξθή   c1+c2  ή 3c1+5c2   ή  7c1c2, δελ α-

πνηεινύλ εθθξάζεηο πνπ πεξηέρνπλ 2 απζαίξεηεο ζηαζεξέο, αιιά κία.  Γεια-

δή:     3c1+5c2 = c. 

 

 

 Τα παξαπάλσ δίλνπλ απάληεζε θαη ζε κία απνξία πνπ ζα κπνξνύζε λα δεκην-

πξγεζεί θαηά ηελ αλάγλσζε ηεο γεσκεηξηθήο εξκελείαο ηεο δ.ε. 1
εο

 ηάμεοQ 

y’ = f(x,y) 

θαη ηνπ ηδηαίηεξνπ παξαδείγκαηνο πνπ αληηκεησπίζακε: 

y’ = 2xy 

 

 

 Δίπακε ινηπόλ πσο ε δ.ε.  y’=2xy κπνξεί λα δηαβαζηεί:   

      - «Ζεηνύκε κία ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο ε θιίζε (ε παξάγωγνο) ζην ηπραίν 

ζεκείν ηνπ επηπέδνπ Oxy ηζνύηαη κε ην δηπιάζην ηνπ γηλνκέλνπ ηωλ ζπληεηαγκέ-

λωλ ηνπ ελ ιόγω ζεκείνπ».   

 

Σην ζεκείν απηό ζα κπνξνύζε λα δεκηνπξγεζεί ε απνξία:  
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      - «Τη είδνπο ζπλάξηεζε (θακπύιε) είλαη απηή πνπ δηέξρεηαη από όια ηα 

ζεκεία ηνπ επηπέδνπ;»    [κηα θαη ην β’ κέινο ηεο δ.ε. ιεηηνπξγεί γηα νπνηνδήπνηε 

ζεκείν ηνπ R
2
 ] 

 

Ζ απάληεζε ηώξα είλαη απιή.   

      - «Η γεληθή ιύζε ηεο  y’=2xy δελ είλαη κία κόλε ζπλάξηεζε αιιά κηα κνλν-

παξακεηξηθή νηθνγέλεηα θακπύιωλ ε νπνία κπνξεί λα θαιύπηεη όιν ην επίπε-

δν…» 

 

Όπσο ζα δνύκε ζηελ επόκελε παξάγξαθν ε δ.ε.  y’ = 2xy  ιύλεηαη εύθνια θαη 

ε γεληθή ηεο ιύζε δίλεηαη από ηε ζρέζε:    

y = 
2xce  
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Σρ. Γ.1.2.: Ζ νηθνγέλεηα  y = 
2xce  

 

 

 Δδώ εύθνια κπνξνύκε λα δηαπηζηώζνπκε πσο ε κνλνπαξακεηξηθή απηή ζπ-

λάξηεζε επαιεζεύεη ηελ δνζκέλε δ.ε. θαη άξα απνηειεί ηε γεληθή ηεο ιύζε.  Σην πην 

πάλσ γξάθεκα εκθαλίδεηαη ε νηθνγέλεηα απηή θαζώο θαη ε κεξηθή ιύζε πνπ αληηζην-

ηρεί ζηελ αξρηθή ζπλζήθε: 

y(0) = 2 

 

γηα ηελ νπνία ππνινγίδεηαη: 

2 = ce
0
 

c = 2    θαη 

y = 
2xe2  
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 Γ.1.2. Οη δηαθνξηθέο εμηζώζεηο ζηελ Κηλεκαηηθή θαη ηε Δπλακηθή. 
 

 Ζ πην απιή κνξθή θίλεζεο είλαη ε επζύγξακκε. Έζησ ινηπόλ κία επζεία ζηελ 

νπνία έρεη νξηζζεί έλα ζύζηεκα αλαθνξάο.  Με ηνλ όξν απηό ελλννύκε:  (i) κία αξρή 

(έλα θέληξν Ο) πάλσ ζηελ επζεία,  (ii) ηνλ νξηζκό ηεο ζεηηθήο θνξάο θαη  (iii) ηνλ 

νξηζκό ηνπ κήθνπο πνπ αληηζηνηρεί ζηε κνλάδα κήθνπο.  Ζ ζέζε ελόο πιηθνύ ζεκεί-

νπ πνπ θηλείηαη πάλσ ζηελ επζεία απηή, θαζνξίδεηαη από ηελ απόζηαζή ηνπ (s) από 

ην θέληξν Ο.  Λέκε πσο γλσξίδνπκε ηε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο θίλεζεο ηνπ ζε-

κείνπ, όηαλ γλσξίδνπκε ηελ εμίζσζε πνπ ηελ πεξηγξάθεη, ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ t.  

Ζ ζπλάξηεζε απηή νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε ζέζεο: 

H σσνάρτηση θέσης 

s = s(t) 

t

s(t)

 

Η σσνάρτηση της τατύτητας  

v(t)=ds/dt

t

v(t)

 

H σσνάρτηση της επιτάτσνσης 

q(t)=dv/dt

t

a(t)

 
 

 

 

s = s(t) 
 

Δίλαη γλσζηό πσο ε πξώηε παξά-

γσγνο ηεο ζπλάξηεζεο ζέζεο ηνπ θηλεηνύ 

είλαη κία λέα ζπλάξηεζε ηνπ t, πνπ δίλεη 

ηελ ηαρύηεηα κεηαθίλεζεο ηνπ πιηθνύ ζε-

κείνπ: 

)t(s
dt

)t(ds
)t(v   

 

Όκνηα, ε δεύηεξε παξάγσγνο ηεο 

ζπλάξηεζεο ζέζεο (ε πξώηε παξάγσγνο 

ηεο ηαρύηεηαο) δίλεη ηελ επηηάρπλζε ηεο 

θίλεζεο ηνπ πιηθνύ ζεκείνπ: 

 

)t(s)t(v
dt

)t(sd

dt

)t(dv
)t(a

2

2

   

 

 Από ηνπο λόκνπο ηνπ Νεύησλα 

γλσξίδνπκε πσο όηαλ εθαξκόδεηαη κία δύ-

λακε F ζε έλα πιηθό ζεκείν, ηνπ πξνζδίδεη 

επηηάρπλζε ε νπνία είλαη αλάινγε ηεο δύ-

λακεο, κε ζπληειεζηή αλαινγίαο ηε κάδα 

m ηνπ ζεκείνπ: 

F = m*a 
 

 Ζ πεξίθεκε απηή ζρέζε ηζρύεη 

ζηελ πεξίπησζε πνπ ε δύλακε είλαη ζπγ-

γξακκηθή κε ηνλ άμνλα s, πάλσ ζηνλ νπνίν 

θηλείηαη ην πιηθό ζεκείν.  Αιιηώο ηζρύεη 

ζηε δηαλπζκαηηθή ηεο κνξθή: 

 

)t(am)t(F


  



 
59 

 

 Σηελ πεξίπησζε ηεο επζύγξακκεο θίλεζεο (πνπ ζα καο απαζρνιήζεη θαηά θύ-

ξην ιόγν) θαηαζηξώλνπκε ηε δ.ε. πνπ πεξηγξάθεη ηελ θίλεζε ελόο πιηθνύ ζεκείνπ,  

θηλνύκελνπ θάησ από ηελ επίδξαζε ελόο ζπλόινπ δπλάκεσλ, δνπιεύνληαο σο εμήο: 

 Ξεθηλνύκε από ηε ζρέζε πνπ πεξηγξάθεη ηνλ λόκν ηνπ Newton:  F=ma 

 Αληηθαζηζηνύκε ηελ επηηάρπλζε α κε ηε δεύηεξε παξάγσγν ηεο άγλσζηεο ζπ-

λάξηεζεο ζέζεο s(t)  [δειαδή  a(t)= )t(s ] 

 Σηε ζέζε ηνπ F ηνπνζεηνύκε ην άζξνηζκα όισλ ησλ δπλάκεσλ πνπ επηδξνύλ 

πάλσ ζην πιηθό ζεκείν (δειαδή ηε ζπληζηακέλε ηνπο). 

 Με ηνλ ηξόπν απηό έρνπκε κία δ.ε. 2
εο

 ηάμεο, κε άγλσζηε ζπλάξηεζε ηε ζπ-

λάξηεζε ζέζεο ηνπ ζεκείνπ.  

 

 

Παξαδείγκαηα: 
 

 1
ν
) Ειεύζεξε πηώζε.  Να ππνινγηζζεί ε ζπλάξηεζε ζέζεο ελόο πιηθνύ ζε-

κείνπ πνπ θηλείηαη πάλσ ζε κία θαηαθόξπθε επζεία θάησ από ηελ επίδξαζε ηνπ βέ-

ξνπο ηνπ (δελ ππάξρεη αληίζηαζε ηνπ αέξα), όηαλ ε επηηάρπλζε ηεο βαξύηεηαο είλαη 

ζηαζεξή:  g = 9,81 m/sec
2
. 

 

 

        s 

 

          * m 

 

             B=mg 

 

 

 

         0 

 

 

F = ma          smmg   

 

όπνπ ην αξλεηηθό πξόζεκν νθείιεηαη ζην όηη ην βάξνο έρεη αξλεηηθή θνξά ζε ζρέζε 

κε ηε ζεηηθή θνξά ηεο επζείαο s.  Ζ δ.ε. πνπ πξνέθπςε είλαη 2
εο

 ηάμεο, άκεζα νινθ-

ιεξώζηκε: 

 

gs            1cgtgdt)t(s)t(v        

 

  21

2

1 ctcgt
2

1
dt)cgt()t(s  

 

 

 Λύζε: Έζησ ε επζεία s, πάλσ ζηελ νπνία εθηειείηαη ε θί-

λεζε ηνπ πιηθνύ ζεκείνπ, κε ην ζεκείν 0 ζην ζεκείν επαθήο ηεο 

κε ηελ επηθάλεηα ηεο Γεο.   Θεσξνύκε επίζεο πσο ην κέηξεκα ηνπ 

ρξόλνπ μεθηλά από ηε ζηηγκή πνπ μεθηλά ε θαηαγξαθή ηεο ζέζεο   

ηνπ ζεκείνπ, θαηά ηελ νπνία ην ζεκείν βξίζθεηαη ζηε ζέζε s0, 

έρνληαο ηαρύηεηα v0.  Γίλνληαη δειαδή νη αξρηθέο ζπλζήθεο: 

s(0)=s0   θαη   v(0)=v0 

 

 Ζ θαηάζηξσζε ηεο δ.ε. ηεο θίλεζεο μεθηλά όπσο είδακε 

από ηνλ ηξίην λόκν ηνπ Νεύησλα: 
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 Αληηθαζηζηώληαο ζηε ζπλέρεηα ζηηο ζρέζεηο ηεο ηαρύηεηαο θαη ηεο ζέζεο [s(t) 

θαη v(t)] ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο πνπ δίλνληαη, ππνινγίδνπκε ηηο ηηκέο ησλ δύν απζαίξε-

ησλ ζηαζεξώλ: 

v(0) = v0 =  c1    θαη     s(0) = s0 = c2 

νπόηε ε κεξηθή ιύζε πνπ αληηζηνηρεί ζηηο δνζκέλεο αξρηθέο ζπλζήθεο δίλεηαη: 

 

00

2 stvgt
2

1
)t(s          θαη       v(t) =  - gt + v0 

 

 

 2
ν
) Πηώζε κε αληίζηαζε ηνπ αέξα. Να ππνινγηζζεί ε ζπλάξηεζε ζέζεο ελόο 

πιηθνύ ζεκείνπ πνπ θηλείηαη πάλσ ζε κία θαηαθόξπθε επζεία θάησ από ηελ επίδξα-

ζε ηνπ βέξνπο ηνπ θαη ηεο αληίζηαζεο ηνπ αέξα. 

 

 

        s 

             Α=-Cxv
θ
  

 

          * m 

 

             B=mg 

 

 

 

         0 

 

 

   -Cxv    γηα ηαρύηεηεο πνπ δελ μεπεξλνύλ ηα 5 m/sec 

     Α(v) =  -Cxv
2
   γηα ηαρύηεηεο ππνερεηηθέο (δελ μεπεξλνύλ ηα 330 m/sec) 

   -Cxv
3
  γηα ππεξερεηηθέο ηαρύηεηεο 

 

όπνπ ην αξλεηηθό πξόζεκν νθείιεηαη ζηε όηη ε αληίζηαζε έρεη πάληα αληίζεηε θνξά 

από ηελ ηαρύηεηα v.   Ζ δ.ε. ηεο θίλεζεο  είλαη όκνηα κ’ απηήλ ηνπ πξνεγνύκελνπ 

παξαδείγκαηνο, όπνπ όκσο ε εμσηεξηθή δύλακε F πεξηιακβάλεη, εθηόο από ην βάξνο 

ηνπ ζώκαηνο, θαη ηελ αληίζηαζε ηεο αηκόζθαηξαο. 

 

F = ma          smsCmg x
       

 

0mgsCsm x    

 

 

 Πξόθεηηαη γηα κία δ.ε. 2
εο

 ηάμεο ηελ νπνία ζα επηιύζνπκε ζηελ παξάγξαθν 

ησλ γξακκηθώλ δ.ε.. 

 

 Λύζε: Παξόκνην πξόβιεκα κ’ απηό ηνπ πξνεγνύκελνπ 

παξαδείγκαηνο.  Ζ αληίζηαζε ηνπ αέξα, πνπ εκθαλίδεηαη εδώ, 

είλαη έλα θαηλόκελν ηδηαίηεξα πεξίπινθν  Δμαξηάηαη  

 από ηελ ηαρύηεηα θίλεζεο πνπ έρεη ην θηλνύκελν ζεκείν 

σο πξνο ηνλ αέξα (ζεσξνύκε ηνλ αέξα αθίλεην ή πξνζζέ-

ηνπκε ηηο δύν ηαρύηεηεο) θαη 

 από έλαλ ζπληειεζηή αεξνδπλακηθήο αληίζηαζεο πνπ ε-

μαξηάηαη από ην κέγεζνο ηεο κεησπηθήο επηθάλεηάο ηνπ, 

ηελ πθή ηεο επηθάλεηάο ηνπ θαη ην ζρήκα ηνπ. 

 

Ο καζεκαηηθόο ηύπνο κε ηνλ νπνίν νξίδεηαη έρεη ηξία δη-

αθνξεηηθά ζθέιε, αλάινγα κε ην κέγεζνο ηεο ηαρύηεηάο ηνπ: 

 

Α  

 

 Ζ θαηάζηξσζε ηεο δ.ε. ηεο θίλεζεο μεθηλά όπσο είδακε 

από ηνλ ηξίην λόκν ηνπ Νεύησλα: 
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 Γ.1.3. Πξνβιήκαηα πνπ νδεγνύλ ζε δ.ε.: 
 

 1. Πξνβιήκαηα Γεωκεηξίαο. 

 

 Έζησ ε (ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε) ζπλάξηεζε  y = f(x).  Όπσο έρνπκε θαη’ 

επαλάιεςε ηνλίζεη, ε θιίζε ηεο f(x), ζην ηπραίν ζεκείν x, δίλεηαη από ηελ παξάγσγν 

ηεο ζπλάξηεζεο f [ηελ f’(x)].   Όηαλ ινηπόλ ζε θάπνην πξόβιεκα Γεσκεηξίαο, εκθα-

λίδεηαη ζε θάπνηα έθθξαζε ε θιίζε κηαο θακπύιεο, νπζηαζηηθά εκθαλίδεηαη ε παξά-

γσγνο ηεο ζπλάξηεζεο απηήο… 

 

 Παξάδεηγκα: Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο θακπύιεο ηεο νπνίαο ε θιίζε ζε θάζε 

ζεκείν ηεο ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ησλ δύν ζπληεηαγκέλσλ ηνπ ζεκείνπ απηνύ. 

 

 Λύζε: Έζησ πσο ε εμίζσζε ηεο ελ ιόγσ θακπύιεο είλαη ε:  y=y(x).  Τόηε ζα 

ηζρύεη πσο 

y’ = x + y 

 

Ζ ζρέζε απηή νξίδεη κηα δ.ε., ηεο νπνίαο ε ιύζε είλαη ε ζπλάξηεζε πνπ ζα έ-

ρεη ηελ απαηηνύκελε ηδηόηεηα.  Πξνθαλώο δελ πξόθεηηαη γηα κία κόλν θακπύιε αιιά 

γηα κηα κνλνπαξακεηξηθή νηθνγέλεηα θακπύισλ (όπσο είδακε ε γεληθή ιύζε κηαο δ.ε. 

1
εο

 ηάμεο πεξηέρεη θαη κία απζαίξεηε ζηαζεξά).  Ζ πην πάλσ δ.ε. είλαη γξακκηθή θαη 

ζα ιπζεί ζε επόκελε παξάγξαθν… 

 

 

 2. Πξνβιήκαηα ξπζκνύ κεηαβνιήο. 

 

 Ο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηηκήο κηαο πνζόηεηαο δίλεηαη από ηελ πξώηε παξά-

γσγν ηεο ζπλάξηεζεο πνπ εθθξάδεη ηελ πνζόηεηα απηή.  Δπνκέλσο θάζε ζρέζε πνπ 

αθνξά ζε ξπζκό κεηαβνιήο, νξίδεη νπζηαζηηθά κηα δ.ε. 1
εο

 ηάμεο. 

 

 Παξάδεηγκα: Έλα πνηήξη λεξό, ηνπ νπνίνπ ε ζεξκνθξαζία κεηαβάιιεηαη κε 

ην ρξόλν (ζ(t)), κεηαθέξεηαη ζε αλνηθηό ρώξν κε ζεξκνθξαζία ζx.  Ο ξπζκόο κεηαβν-

ιήο ηεο ζεξκνθξαζίαο ηνπ λεξνύ είλαη αλάινγνο ηεο δηαθνξάο αλάκεζα ζηε ζεξκνθ-

ξαζία ηνπ λεξνύ θαη ηνπ ρώξνπ, κε έλα ζπληειεζηή αλαινγίαο  ι.   Να θαηαζηξσζεί ε 

δ.ε. πνπ πεξηγξάθεη ηελ κεηαβνιή ηεο ζεξκνθξαζίαο ηνπ λεξνύ ζ(t). 

 

 Λύζε: Μεηαθέξνληαο ζε εμίζσζε ηελ πξνεγνύκελε έθθξαζε έρνπκε: 

 

))t((
dt

)t(d
x


 

 

όπνπ ην αξλεηηθό πξόζεκν δίλεη ζεηηθή κεηαβνιή ηεο ζεξκνθξαζίαο ηνπ λεξνύ όηαλ 

ε ζεξκνθξαζία ηνπ λεξνύ είλαη κηθξόηεξε από ηε ζεξκνθξαζία ηνπ ρώξνπ [όηαλ δε-

ιαδή ζ(t)-ζx<0], θαη αξλεηηθή κεηαβνιή ζηελ αληίζεηε πεξίπησζε [ζ(t)-ζx>0]. 
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 Γ.1.4. Δ.Ε. κηαο παξακεηξηθήο νηθνγέλεηαο θακπύιωλ. 
 

 Πξόθεηηαη νπζηαζηηθά γηα ην αληίζεην πξόβιεκα.  Μαο δίλεηαη ε γεληθή ιύζε 

κηαο δ.ε. θαη πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηελ δ.ε..  Ζ δηαδηθαζία ιύζεο είλαη απιή. Δάλ 

καο δνζεί κηα νηθνγέλεηα λ-παξακεηξηθή (ε νπνία λα πεξηέρεη λ απζαίξεηεο ζηαζεξέο) 

ηόηε: 

 Παξαγσγίδνπκε ηελ παξακεηξηθή εμίζσζε λ θνξέο  θαη 

 απαιείθνπκε  ηηο λ απζαίξεηεο ζηαζεξέο αλάκεζα ζηεο λ+1 ζρέζεηο πνπ έρνπκε 

(ηε ζρέζε πνπ νξίδεη ηελ νηθνγέλεηα θαη ηηο λ παξαγώγνπο ηεο). 

 

Με ηνλ ηξόπν απηό θαηαιήγνπκε ζε κηα δ.ε. λ-εο ηάμεο, πνπ επαιεζεύεηαη 

από ηελ δνζκέλε λ-παξακεηξηθή νηθνγέλεηα (νη νπνία επνκέλσο ζα απνηειεί θαη ηε 

γεληθή ηεο ιύζε –αθνύ ηελ επαιεζεύεη). 

Σηε ζπάληα πεξίπησζε όπνπ, κεηά ηε λ-νζηή παξαγώγηζε, έρνπλ ραζεί όιεο νη 

απζαίξεηεο ζηαζεξέο, ε δ.ε. ηεο νηθνγέλεηαο είλαη ε ζρέζε ηεο λ-νζηήο παξαγώγνπ 

(θαη απνθεύγνπκε ηηο απαινηθέο). 

 

 

Παξαδείγκαηα. 

 

1
ν
) Να ππνινγηζζεί ε δ.ε. ηεο νηθνγέλεηαο ησλ νκόθεληξσλ θύθισλ κε θέληξν 

ην ζεκείν (2,1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

θαη έρεη κηα κόλν απζαίξεηε ζηαζεξή,  ηελ R.   Παξαγσγίδνληαο κία θνξά ηε ζρέζε 

απηή, ράλεηαη ε απζαίξεηε ζηαζεξά θαη έρνπκε έηνηκε ηε δ.ε. ηεο δνζκέλεο νηθνγέλε-

ηαο: 

2(x-2) +2(y-1)y’=0             
x 2

y '
y 1


 


 

 

 

 

2
ν
) Να ππνινγηζζεί ε δ.ε. ηεο νηθνγέλεηαο ησλ νκόθεληξσλ θύθισλ, ησλ ν-

πνίσλ ην θέληξν βξίζθεηαη πάλσ ζηελ επζεία y=2. 

 

 

 

 Ωο γλσζηόλ ε εμίζσζε ελόο θύθινπ κε θέληξν ην 

ζεκείν (θ,ι) θαη αθηίλα R είλαη ε: 

 

(x-θ)
2
 + (y-ι)

2
 = R

2
  

 

Δπνκέλσο ε δνζκέλε νηθνγέλεηα έρεη ηελ εμίζσζε: 

 

(x-2)
2
 + (y-1)

2
 = R

2
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2(x-c) + 2(y-2)y’ = 0 

 

2 + 2y’
2
 + 2(y-2)y’’ = 0 

 

θαη ρσξίο απαινηθή θζάλνπκε ζηε δ.ε. ηεο δη-παξακεηξηθήο νηθνγέλεηαο ησλ θύθισλ. 

 

 

 3) Να βξεζεί ε δ.ε. ηεο νηθνγέλεηαο ησλ εθζεηηθώλ ζπλαξηήζεσλ y = 
2xce  

(ηνπ ζρήκαηνο Γ.1.2): 

 

 Παξαγσγίδνπκε κία θνξά ηελ πην πάλσ νηθνγέλεηα έρνπκε 
2xcxe2'y   

νπόηε απαιείθνληαο ην c αλάκεζα ζηηο 2 απηέο εμηζώζεηο, έρνπκε: 
2xyec   

θαη 

y’ = 2xy 
 

 

 

 

 Γ.1.5. Πεδίν εθαπηόκελωλ, πξνζεγγηζηηθέο ιύζεηο. 
 

 Αο ππνζέζνπκε πσο κηα δ.ε. 1
εο

 ηάμεο κπνξεί λα ιπζεί σο πξνο ηελ παξάγσγν 

ηεο άγλσζηεο ζπλάξηεζεο θαη λα γξαθεί ππό ηε κνξθή:  y’=f(x,y).   Έζησ ηώξα κηα 

δνζκέλε αξρηθή ζπλζήθε:  y(x0)=y0.  Θέηνληαο ηηο ηηκέο  x0  θαη  y0  ζην β’ κέινο ηεο 

δ.ε. έρνπκε ηε ζρέζε:  

y’=f(x0,y0)=k0 

ε νπνία δηαβάδεηαη:  «ε παξάγσγνο –ε θιίζε- ηεο άγλσζηεο ζπλάξηεζεο y(x) όηαλ 

απηή δηέξρεηαη από ην ζεκείν ηεο αξρηθήο ζπλζήθεο  (x0,y0), είλαη ίζε κε ην k0».  

Άξα ε επζεία (ε0) ε νπνία δηέξρεηαη από ην ζεκείν απηό θαη έρεη θιίζε k0, ζα εθάπ-

ηεηαη ζηελ θακπύιε ηεο άγλσζηεο ζπλάξηεζεο (ε νπνία αληηζηνηρεί ζηελ αξρηθή 

ζπλζήθε :  y(x0)=y0).   

 Τα θέληξα ησλ θύθισλ (αλήθνπλ 

ζηελ επζεία y=2) ζα έρνπλ ζπληεηαγκέ-

λεο  (c,2)  θαη ε εμίζσζε ησλ θύθισλ 

απηώλ είλαη ε: 

 

(x-c)
2
 + (y-2)

2
 = R

2
 

 

πνπ πεξηέρεη 2 απζαίξεηεο ζηαζεξέο. 

Παξαγσγίδνπκε ινηπόλ δύν θνξέο… 
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ιύζε ηεο δνζκέλεο δ.ε. πνπ λα αληηζηνηρεί ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο: y(x0)=y0.   

 

 Γεληθά ε δ.ε.  y’ = f(x,y)  δίλεη ηελ παξάγσγν (ηελ θιίζε) ηεο άγλσζηεο κνλν-

παξακεηξηθήο νηθνγέλεηαο θακπύισλ θαη επνκέλσο νξίδεη έλα πεδίν εθαπηόκελσλ 

επζεηώλ ζην επίπεδν Οxy. 

 

 

 

 Γ.1.6. Αζθήζεηο. 
 

 1
ε
) Γίλεηαη ε δ.ε.  y’’’ – xy’’ + y’ + xy – 2e

x
 = 0.  Να δείμεηε πσο κηα κεξηθή  

ιύζε ηεο είλαη ε ζπλάξηεζε  y(x) = e
x
 . 

 

 2
ε
) Να βξεζεί ε γεληθή θαη ε κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε.: 

y’’ = x  

όηαλ δίλνληαη νη αξρηθέο ζπλζήθεο:  y(0)=5  θαη  y’(0) = -2 

 

 3
ε
) Γίλεηαη ε δ.ε. 2

εο
 ηάμεο:   y’’ – 3y’ + 2y = 0.  Θέηνληαο ζηε ζέζε ηνπ y’’ ην 

ξ
2
, ζηε ζέζε ηνπ y’  ην ξ  θαη ζηε ζέζε ηνπ  y ην 1, θζάλνπκε ζηελ εμίζσζε ηξησλύ-

κνπ:   ξ
2
 – 3ξ + 2 = 0 ,  κε ξίδεο ηηο  ξ1  θαη ξ2.   Υπνινγίζηε ηηο ξίδεο απηέο θαη δείμηε 

πσο νη ζπλαξηήζεηο 
x

1
1e)x(y


    θαη   
x

2
2e)x(y


  

είλαη κεξηθέο ιύζεηο ηεο δνζείζαο δ.ε.. 

 4
ε
) Να βξεζεί ε δ.ε. ηεο νηθνγέλεηαο ππεξβνιώλ:  

x

c
y   

 

 

 

 

 

 

 

   y 

 

         ε2      ε3           ε4   

        ε1 

  y0  

       ε0  

 

             x0  x1   x2  x3  x4       x 

 Σηε ζπλέρεηα παίξλνληαο ζαλ αξρηθή 

ζπλζήθε έλα δηπιαλό ζεκείν ηνπ (x0,y0), πνπ λα 

βξίζθεηαη πάλσ ζηελ επζεία ε0 (έζησ ην (x1,y1)), 

ππνινγίδνπκε κηαλ άιιε επζεία (ηελ ε1) πνπ ε-

θάπηεηαη ζηελ άγλσζηε ζπλάξηεζε ζην ζεκείν 

(x1,y1).  Σπλερίδνληαο κε ηνλ ίδην ηξόπν δηαπηζ-

ηώλνπκε πσο δεκηνπξγνύκε κηα αθνινπζία επ-

ζεηώλ πνπ εθάπηνληαη ζηελ άγλσζηε ζπλάξηεζε 

ζηα αληίζηνηρα ζεκεία.  Γηαπηζηώλνπκε πσο ην 

ζύλνιν ησλ επζεηώλ απηώλ επηηξέπεη λα δηαθα-

λεί κηα θακπύιε, ε νπνία πξνζεγγίδεη ηε κεξηθή 

 5
ε
) Μηα ζθαίξα κάδαο m, «γιηζηξά», ρσ-

ξίο ηξηβή, πάλσ ζε έλα νξηδόληην άμνλα, παθησ-

κέλε ζην άθξν ελόο απόιπηα ειαζηηθνύ ειαηε-

ξίνπ, κε ζεκείν ηζνξξνπίαο ην ζεκείν Ο ηνπ ά-

μνλα.  Δάλ ε δύλακε επαλαθνξάο πξνο ην θέλ-

ηξν ηζνξξνπίαο είλαη αλάινγε ηεο απόζηαζεο x 

από ην Ο, λα βξεζεί ε δ.ε. ηεο θίλεζεο. 

 

 
 

              Ο         x 
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 Γ.2. Δ.Ε.  1
εο

 ηάμεο. 
 

 Σην θεθάιαην απηό ζα αληηκεησπίζνπκε δ.ε. νη νπνίεο πεξηέρνπλ κόλν ηελ 

πξώηε παξάγσγν ηεο άγλσζηεο ζπλάξηεζεο (y(x)), 

F(x,y,y’) = 0 

θαη επνκέλσο ε γεληθή ηνπο ιύζε ζα είλαη κηα κνλνπαξακεηξηθή νηθνγέλεηα θακπύ-

ισλ, ηεο κνξθήο: 

y = y(x,c) 

 

 Παξ’ όινλ όηη νη δ.ε. 1
εο

 ηάμεο ζεσξνύληαη εύθνιεο, ηειηθά ιύλνληαη κόλνλ 

εάλ ε κνξθή ηνπο αλήθεη ζηηο γλσζηέο επηιύζηκεο κνξθέο, ελώ παξάιιεια ζα πξέπεη 

λα ιύλνληαη θαη ηα νινθιεξώκαηα πνπ ζα πξνθύςνπλ.  Σηε ζπλέρεηα ζα κειεηήζνπ-

κε θάπνηεο κνξθέο δ.ε. 1
εο

 ηάμεο πνπ ιύλνληαη εύθνια. 

 

 

 

Γ.2.1 Δ.Ε.  1
εο

 ηάμεο, ρωξηδόκελωλ κεηαβιεηώλ.  
 

 Σηνλ δηαθνξηθό ινγηζκό αληηκεησπίζακε ην ζπκβνιηζκό dy/dx ζαλ ηνλ ζπκ-

βνιηζκό ηεο πξώηεο παξαγώγνπ ν νπνίνο αληηπξνζώπεπε ην όξην ηνπ γλσζηνύ 

θιάζκαηνο Γy/Γx: 



























 x

)x(y)xx(y

x

y

dx

dy
)x('y limlim

0x0x

 

 

   Σηα πιαίζηα κηαο δ.ε. επηηξέπεηαη ν δηαρσξηζκόο ησλ δηαθνξηθώλ ηεο κεηαβ-

ιεηήο θαη ηεο ζπλάξηεζεο.   Θεσξνύκε δειαδή ην ζπκβνιηζκό dy/dx ζαλ έλα θιάζ-

κα… 

 Σε κηα δ.ε. 1
εο

 ηάμεο ρσξίδνληαη νη κεηαβιεηέο όηαλ ζηελ εμίζσζε κπνξνύκε 

λα απνκνλώζνπκε ζην α’ ζθέινο ηεο ηζόηεηαο όια ηα y κε ην dy  θαη ζην β’ ζθέινο 

όια ηα x κε ην dx.  Γειαδή: 

 

F(x,y,y’) = 0      f(y)dy = g(x)dx 

 

νπόηε ε ιύζε ηεο δ.ε. πξνθύπηεη από ηελ νινθιήξσζε ηεο πξνεγνύκελεο ζρέζεο. 

 

 

 Παξάδεηγκα 1
ν
:   Να ιπζεί ε δ.ε.:   y’ = f(x,y) = 2xy ,  όηαλ δίλεηαη ε αξρηθή 

ζπλζήθε  y(0)=e. 

 

 Λύζε:  Ζ δνζείζα δ.ε. γξάθεηαη: 

 

   cxylnxdx2
y

dy
xdx2

y

dy
xy2

dx

dy 2
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222 xcxcx Ceeee)c,x(y  
 

 

 Θέηνληαο ηελ αξρηθή ζπλζήθε ζηε γεληθή ιύζε έρνπκε: 

 

e = Ce
0
   ή   C = e 

νπόηε ε κεξηθή ιύζε: 

1xx 22

eee)x(y   

 

 Παξαηήξεζε:  Καηά ηε ιύζε ηεο άζθεζεο αληηθαηαζηάζεθε ε πνζόηεηα e
c
  

κε ηελ C.  Γεκηνπξγείηαη ινηπόλ ε απνξία:   Πώο είλαη δπλαηό λα αληηθαζηζηνύκε κία 

πνζόηεηα πνπ είλαη πάληα ζεηηθή [ε e
c
], κε ηε ζηαζεξά C, ε νπνία αλήθεη ζ’ νιόθιε-

ξν ην R; 

 Ζ απάληεζε έρεη λα θάλεη κε ην όηη ζηηο δ.ε. νη απζαίξεηεο ζηαζεξέο κπνξεί λα 

είλαη θαη κηγαδηθέο.  Σηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε εθαξκόδνπκε ηνλ ηύπν ηνπ Euler, 

ν νπνίνο κεηαηξέπεη ζε απιό κηγαδηθό αξηζκό, ηελ εθζεηηθή έθθξαζε  e
m+ni

.  Απνδε-

ηθλύεηαη (εύθνια, κε ηε βνήζεηα ησλ αλαπηπγκάησλ Mac-Laurin) ε ζρέζε: 

 

e
m+ni

 = e
m
e

ni
 = e

m
(ζπλn + iεκn) 

 

νπόηε ηζρύεη: 

e
lnc+πi

 = c(ζπλπ+iεκπ) = -c 
 

 

 

 

 Παξάδεηγκα 2
ν
:  Να βξεζεί ε γεληθή ιύζε ηεο δ.ε.: 

2y

1x
'y




     

 

 Λύζε: 

(y-2)dy = -(x-1)dx          (y-2)dy = -  (x-1)dx       

c
2

)1x(

2

)2y( 22







 

ή  

(x-1)
2
 + (y-2)

2
 = R

2
 

 

όπνπ ζέζακε R
2
 = 2c, γηα λα θαηαιήμνπκε ζηε κνλνπαξακεηξηθή νηθνγέλεηα ησλ ν-

κόθεληξσλ θύθισλ κε θέληξν ην ζεκείν (1,2) θαη αθηίλα R, παξόκνηα ηεο νπνία εί-

ρακε εμεηάζεη ζην αληίζηξνθν πξόβιεκα ηνπ νξηζκνύ ηεο δ.ε. πνπ αληηζηνηρεί ζε 

δνζκέλε νηθνγέλεηα θακπύισλ (παξάγξαθνο Γ.1.4.)… 

 

(Γ.2.1) 
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 Παξάδεηγκα 3
ν
:  Σε κία θαιιηέξγεηα βαθηεξίσλ, ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ 

πιεζπζκνύ ηνπο είλαη αλάινγνο ηεο ηεηξαγσληθήο ξίδαο ηνπ πιήζνπο ηνπο.   

 Να θαηαζηξσζεί ε δ.ε. ηνπ πξνβιήκαηνο (όπνπ ι ν ζπληειεζηήο αλαινγίαο) 

 Να βξεζεί ε γεληθή ιύζε ηεο δ.ε.. 

 Να ππνινγηζζνύλ νη ηηκέο ησλ ι θαη c (όπνπ c ε απζαίξεηε ζηαζεξά) εάλ ηε 

ζηηγκή ηεο αξρηθήο κέηξεζεο (t=0) ην πιήζνο ησλ βαθηεξίσλ ηεο θαιιηέξγεη-

αο ήηαλ 10
6
 θαη ηεηξαπιαζηάζηεθε ζε 50 ώξεο. 

 

Λύζε: Τν πιήζνο ησλ βαθηεξίσλ ηεο θαιιηέξγεηαο είλαη κία ζπλάξηεζε ηνπ 

ρξόλνπ  y(t).  Ο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο είλαη ε παξάγσγόο ηεο.  Έηζη ε δ.ε. ηνπ πξνβ-

ιήκαηνο γξάθεηαη: 

21yy
dt

dy
y   

ζηελ νπνία νη κεηαβιεηέο ρσξίδνληαη: 

 

 
 cty2dtdyy 2121

 

ct
2

y 


  

 

 Αληηθαζηζηώληαο ηηο δύν ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο έρνπκε: 

 

1000 = c 

2000 = 25ι + c    ή     ι = 40 

 

 

 

 

 Γ.2.2. Οκνγελείο δ.ε. 1
εο

 ηάμεο. 
 

 Γηα λα νξηζζνύλ νη νκνγελείο δ.ε. ρξεηάδεηαη λα νξηζζεί ε έλλνηα ηνπ βαζκνύ 

νκνγέλεηαο κηαο ζπλάξηεζεο 2 κεηαβιεηώλ. 

 

 Οξηζκόο: Ζ ζπλάξηεζε f(x,y) ιέγεηαη νκνγελήο, k-βαζκνύ νκνγέλεηαο όηαλ 

ηζρύεη ε ζρέζε:  

f(cx,cy) = c
k
f(x,y) 

 

 

 Παξαδείγκαηα: 

 

 1
ν
)  Ζ   f(x,y) = x

4
 + x

2
y

2
 – xy

3
  είλαη νκνγελήο 4

νπ
 βαζκνύ νκνγέλεηαο δηόηη: 

 

f(cx,cy) = (cx)
4
 + (cx)

2
(cy)

2
 – (cx)(cy)

3
 = c

4
(x

4
 + x

2
y

2
 – xy

3
) = c

4
f(x,y) 
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 2
ν
) Ζ ζπλάξηεζε     

2

2

y

xyx
)y,x(f


    είλαη νκνγελήο 0

νπ
 βαζκνύ νκνγέλε-

ηαο δηόηη: 

)y,x(f)y,x(fc
yc

)xyx(c

)cy(

cxcy)cx(
)cy,cx(f 0

22

22

2

2







  

 

 Σηηο πεξηπηώζεηο απηέο (όηαλ έρνπκε κεδεληθνύ βαζκνύ νκνγέλεηα) ε ζπλάξ-

ηεζε f κπνξεί λα γξαθεί θαη ζαλ ζπλάξηεζε ηνπ θιάζκαηνο ησλ δύν κεηαβιεηώλ 

(δειαδή ηνπ y/x  ή ηνπ  x/y).  Πξάγκαηη: 

)xy(g

x
y

x
y

1

x

y

x

xyx

y

xyx
)y,x(f

2

2

2

2

2

2

2



















  

 

 Σηελ παξάγξαθν απηή ζα αζρνιεζνύκε κε δ.ε. ηεο κνξθήο  y’ = f(x,y)  όπνπ 

ην β’ κέινο ηνπο είλαη ζπλάξηεζε νκνγελήο, κεδεληθνύ βαζκνύ νκνγέλεηαο, δειαδή 

κε δ.ε. πνπ κπνξνύλ λα γξαθνύλ ππό ηε κνξθή: 

 

y' = 
dy

dx
 = f(x,y) = g(y/x)      (Γ.2.2) 

  

 Πνιύ ζπρλά ζηηο δ.ε. επηδηώθνπκε λα ηηο κεηαηξέςνπκε ζε δ.ε. ρσξηδόκελσλ 

κεηαβιεηώλ, κε ηε βνήζεηα κηαο αιιαγήο κεηαβιεηήο.  Κη ελώ ιέγεηαη «αιιαγή κε-

ηαβιεηήο» ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ζεκαίλεη «αιιαγή ζπλάξηεζεο». 

 Έηζη ινηπόλ εάλ ζέζνπκε  

x

y
z          

νπζηαζηηθά αληηθαζηζηνύκε ηελ άγλσζηε ζπλάξηεζε y(x) κε ηε  z(x).  Βέβαηα πξέπεη 

λα αληηθαηαζηαζεί θαη ε παξάγσγνο y’ κε ηελ z’.  Παξαγσγίδνληαο ηε ζρέζε κεηαη-

ξνπήο έρνπκε: 

y = xz        y’ = z + xz’       

 

 Αληηθαζηζηώληαο ηηο δύν πξνεγνύκελεο ζρέζεηο ζηε δ.ε. (Γ.2.2) έρνπκε ηελ 

λέα έθθξαζή ηεο: 

z + xz’ = g(z)              z)z(g
dx

dz
x   

 

θαη ε ηειεπηαία απηή κνξθή ηεο δ.ε. έρεη κεηαβιεηέο πνπ ρσξίδνληαη.  Έρνπκε: 

 

x

dx

z)z(g

dz



          c

z)z(g

dz
xln 


   

απ’ όπνπ: 
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
 z)z(g

dz

Cex  

 

όπνπ ζέζακε θαη πάιη   C = e
c
.  

 

 

 Παξαηεξήζεηο: 
 

1. Ο ηύπνο (Γ.2.3) νξίδεη ηε ιύζε ηεο νκνγελνύο δ.ε. ζαλ κηα ζπλάξηεζε 

x=x(z,c), δειαδή ζεσξεί ην x ζπλάξηεζε ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο z.  Βέ-

βαηα, επεηδή ζην ηειηθό απνηέιεζκα μαλα-αληηθαζηζηνύκε ην z κε ην θιάζκα 

y/x, ηειηθά ε γεληθή ιύζε είλαη κηα πεπιεγκέλε ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο  

Φ(x ,y,c) = 0 

2.  Όηαλ θαηά ηε ιύζε κηαο δ.ε. ρξεζηκνπνηνύκε έηνηκνπο ηύπνπο επίιπζεο (ζαλ 

ηνλ Γ.2.3), ζηνπο νπνίνπο έρεη ελζσκαησζεί ε απζαίξεηε ζηαζεξά c, ηόηε θαηά 

ηε ιύζε ησλ ελδηάκεζσλ νινθιεξσκάησλ δελ πξνζζέηνπκε ηε ζηαζεξά νινθ-

ιήξσζεο (+c). 

 

 

Παξάδεηγκα:  Να ππνινγηζζεί ε γεληθή θαη ε κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε.: 

xy2

xy3

dx

dy 22 
  

γηα αξρηθή ζπλζήθε:  y(1) = 3. 

 

 Λύζε:  Παξαηεξνύκε πσο ην β’ κέινο ηεο δ.ε. είλαη ξεηό, ελώ ν αξηζκεηήο 

θαη ν παξνλνκαζηήο είλαη νκνγελείο ζπλαξηήζεηο 2
νπ

 βαζκνύ.  Δπνκέλσο ην β’ κέινο 

ζα είλαη ζπλάξηεζε 0
νπ

  βαζκνύ νκνγέλεηαο θαη κπνξεί λα γξαθεί: 

 

)z(g)xy(g
xy2

1

x

y

2

3

xy2

xy3

dx

dy 22




      όπνπ   z =
x

y
 

 












dz
1z

z2

z2

1z

dz

z
z2

1

2

z3

dz

z)z(g

dz
22

 

         


 )1zln()1z(d
1z

1 22

2
 

 Αληηθαζηζηώληαο ην απνηέιεζκα ηνπ νινθιεξώκαηνο ζηνλ ηύπν (Γ.2.3) έρνπ-

κε ηε γεληθή ιύζε: 

 

)1zln( 2cex              )1z(cx 2            )
x

xy
(cx

2

22 
       

 

(Γ.2.3) 
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y
2
 – x

2
 = cx

3
  

 

όπνπ ζέζακε  c=1/c.  Έηζη πξνθύπηεη ε γεληθή ιύζε ηεο δ.ε.: 

 

23 xcx)c,x(y   

 

 Αληηθαζηζηώληαο ζηε ζπλέρεηα ηελ αξρηθή ζπλζήθε  y(1) = 3 ππνινγίδνπκε 

ηελ ηηκή ηεο ζηαζεξάο: 

1c3   

 

απ’ όπνπ πξνθύπηεη πσο c=8, ελώ παξάιιεια απνξξίπηεηαη θαη ην πξόζεκν κείνλ. 

Καηαιήγνπκε ινηπόλ ζηε κεξηθή ιύζε: 

 

23 xx8)x(y   

 

 

 

 Γ.2.3. Γξακκηθέο δ.ε. 1
εο

 ηάμεο. 
 

 Οη γξακκηθέο δ.ε. 1
εο

 ηάμεο είλαη ίζσο νη εμηζώζεηο πνπ ζπλαληώληαη πεξηζζό-

ηεξα ζηα πξνβιήκαηα Φπζηθήο γεληθά, αιιά θαη ηεο Μεραληθήο εηδηθόηεξα.  Ζ κνξ-

θή ηνπο είλαη ε εμήο: 

 

A(x)y’ + B(x)y = Γ(x) 

ή ζπλεζέζηεξα 

y’ + P(x)y = Q(x)   

 

όπνπ   P(x)=B(x)/A(x)   θαη   Q(x)=Γ(x)/A(x) 

 

 

 Υπνινγηζκόο ηεο γεληθήο ιύζεο ηεο γξακκηθήο δ.ε.  (Γ.2.4): Γηα άιιε κία 

θνξά επηρεηξνύκε λα βξνύκε έλα κεηαζρεκαηηζκό, ν νπνίνο λα καο νδεγεί ζε δ.ε. 

ρσξηδόκελσλ κεηαβιεηώλ.  Αο πάκε ςάρλνληαο. Θεσξνύκε πσο ε άγλσζηε ζπλάξ-

ηεζε y(x) είλαη γηλόκελν δύν λέσλ ζπλαξηήζεσλ (ηεο  g(x)  θαη ηεο u(x)), ησλ νπνίσλ 

ηε κνξθή αγλννύκε: 

y(x) = g(x)u(x)        y’ = g’u + gu’ 

θαη ε δ.ε. γίλεηαη 

g’u + gu’ + P(x)gu = Q(x)        g’u + g(u’ + P(x)u) = Q(x) 

 

 Ζ ηειεπηαία απηή εμίζσζε απινπνηείηαη (θαη γίλεηαη ρσξηδόκελσλ κεηαβιε-

ηώλ) εάλ επηιέμνπκε ηε ζπλάξηεζε u(x) έηζη ώζηε λα κεδελίδεηαη ε παξέλζεζε: 

 

u’ + P(x)u = 0 

 

   (Γ.2.4) 
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ε ζρέζε απηή είλαη κία δ.ε. ρσξηδόκελσλ κεηαβιεηώλ, από ηελ νπνία ππνινγίδεηαη ε 

ζπλάξηεζε  u(x): 

 

dx)x(P
u

du
           dx)x(Puln      

 


dx)x(P

e)x(u  

 

Δπηιέγνληαο ινηπόλ ηε ζπλάξηεζε u όπσο πην πάλσ, (νπόηε κεδελίδεηαη ε πα-

ξέλζεζε u’ + P(x)u ), ε δ.ε. γίλεηαη: 

 

g’u(x) = Q(x)         g’ = u
-1

(x)Q(x)   νπόηε 

 

    cdxe)x(Qdx)x(Q)x(u)x(g
dx)x(P1

 

 

 Τώξα πιένλ ππνινγίδνπκε ηελ ζπλάξηεζε y(x): 

 

y(x) = u(x)g(x)           

 

 

 
 


dxe)x(Qce)x(y

dx)x(Pdx)x(P
 

 

 

 

 Παξάδεηγκα 1
ν
: Να ππνινγηζζεί ε γεληθή θαη ε κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε.:  

y’ = x + y   κε αξρηθή ζπλζήθε   y(0) = 0 

 

 Λύζε: Γξάθνληαο ηε δ.ε. ππό ηε κνξθή: 

y’ – y = x 

δηαπηζηώλνπκε πσο είλαη γξακκηθή κε       P(x) = -1   θαη    Q(x) = x.  Υπνινγίδνπκε 

ινηπόλ ηα δύν νινθιεξώκαηα πνπ εκθαλίδνληαη ζηνλ ηύπν (Γ.2.5), εθαξκόδνληαο θαη 

πάιη ηελ παξαηήξεζε ηεο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπ, ζύκθσλα κε ηελ νπνία δελ 

πξνζζέηνπκε ηελ ζηαζεξά νινθιήξσζεο θαηά ηελ επίιπζε νινθιεξσκάησλ πνπ ζα 

ηνπνζεηεζνύλ ζε γεληθό ηύπν ιύζεο, ζηνλ νπνίν έρεη ήδε ελζσκαησζεί ε ζηαζεξά c. 

 

    xdxdx)x(P  

     dxexexdedxxedxe)x(Q xxxxdx)x(P
 

        =  -e
-x

(x+1) 
 

νπόηε ε γεληθή ιύζε δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

(Γ.2.5) 
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y(x,c) = e
x
[c-e

-x
(x+1)] = ce

x
 – x – 1 

 

ελώ ε κεξηθή ιύζε  0 = y(0) = c – 1    ή    c = 1 

νπόηε 

y(x) = e
x
 – x – 1 

 

 

 

 Παξάδεηγκα 2
ν
: Να ππνινγηζζεί ε γεληθή θαη ε κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε.:  

xy’ = x
3
 + 2y   κε αξρηθή ζπλζήθε   y(1) = 2 

 

 Λύζε: Γξάθνληαο ηε δ.ε. ππό ηε κνξθή: 

y’ – 2y/x = x
2
  

δηαπηζηώλνπκε πσο είλαη γξακκηθή κε    P(x) = -2/x [ν ζπληειεζηήο ηνπ y]  θαη    

Q(x) = x
2
.  Υπνινγίδνπκε θαη πάιη ηα δύν νινθιεξώκαηα ηνπ ηύπνπ (Γ.2.5),  

 

  
 2xlnxln2dx

x

2
dx)x(P  

 xdxdxxxdxexdxe)x(Q 22xln2dx)x(P 2

     

 

Ζ γεληθή ιύζε: 

32xln xcx]xc[e)c,x(y
2




 

 

θαη ε κεξηθή ιύζε:  2 = c + 1       ή       c = 1 

y(x) = x
3
 + x

2
  

 

 

 

 Παξάδεηγκα 3
ν
:  Έλαο αιεμηπησηηζηήο πεδάεη από ην ειηθόπηεξν θαη ηε ζηηγ-

κή πνπ αλνίγεη ην αιεμίπησηό ηνπ (έζησ t=0 κε s(0)=0)  έρεη ήδε ηαρύηεηα πηώζεο  

15 m/sec.  Γίλνληαη: 

 Ζ αληίζηαζε ηνπ αέξα είλαη αλάινγε ηεο ηαρύηεηαο θίλεζεο (νη ηαρύηεηεο πνπ 

αλαπηύζζνληαη ζεσξνύληαη κηθξέο), ελώ ν ζπληειεζηήο αεξνδπλακηθήο αληίζ-

ηαζεο  ηζνύηαη κε Cx=160 Kgr/sec. 

 Ζ κάδα ηνπ αιεμηπησηηζηή  m=80 Kgr   ( g = 10 m/sec
2
 ) 

 

Εεηνύληαη: 

 Ζ θαηάζηξσζε ηεο δ.ε. ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 Ζ ζπλάξηεζε ηεο ηαρύηεηαο ηεο θίλεζεο  v=v(t). 

 Ζ ζπλάξηεζε ηεο ζέζεο s=s(t). 

 Ζ νξηαθή ηαρύηεηα κε ηελ νπνία ζα θζάζεη ζην έδαθνο ν αιεμηπησηηζηήο. 
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 Σηνλ αιεμηπησηηζηή επηδξνύλ δύν δπλάκεηο: 

 Τν βάξνο ηνπ   B = mg  [ζεσξνύκε πσο δελ απέρεη πνιύ από ηελ επηθάλεηα 

ηεο Γεο]. 

 Ζ αληίζηαζε ηεο αηκόζθαηξαο   Α = -Cxv(t) , [είλαη αλάινγε ηεο ηαρύηεηαο] 

όπνπ ην αξλεηηθό πξόζεκν δείρλεη πσο ην δηάλπζκα ηεο αληίζηαζεο έρεη αληί-

ζεηε θνξά από απηό ηεο ηαρύηεηαο. 

 

Θέηνληαο  a(t) s  θαη  s)t(v  , ε γλσζηή ζρέζε  F = ma  γίλεηαη: 

 

sCmgsm x
   

 

πνπ είλαη κηα δ.ε. ηελ νπνία δελ μέξνπκε λα ιύλνπκε, δηόηη είλαη 2
εο

 ηάμεο. Παξαηε-

ξνύκε όκσο πσο πνπζελά δελ εκθαλίδεηαη ε ζπλάξηεζε ζέζεο  s(t).   Σηηο πεξηπηώζε-

ηο απηέο ζεσξνύκε ζαλ άγλσζηε ζπλάξηεζε ηεο δ.ε. ηελ πξώηε παξάγσγν [εδώ ηελ 

ηαρύηεηα v(t)], κεηώλνληαο κε ηνλ ηξόπν απηό ηελ ηάμε ηεο δ.ε.. 

 

mgvCvm x           ή           gv
m

C
v x   

 

ε νπνία είλαη γξακκηθή δ.ε., κε      
m

C
)t(P x      θαη     Q(t) = g 

 

 Λύλνπκε ινηπόλ ηα νινθιεξώκαηα: 

 

    t
m

C
dt

m

C
dt)t(P xx

 

 

 
t

m

C

x

x
t

m

C

x

t
m

C
dt)t(P

xxx

e
C

mg
t

m

C
de

C

mg
dtgedte)t(Q  

 

 

Λύζε: Δπηιέγνπκε ζαλ ζύζηεκα αλαθνξάο ηελ 

θαηαθόξπθε επζεία πάλσ ζηελ νπνία θηλείηαη ν αιεμηπ-

ησηηζηήο, κε θέληξν Ο ην ζεκείν ζην νπνίν «αλνίγεη» 

νινθιεξσηηθά ην αιεμίπησηό ηνπ, θαη μεθηλά λα κεηξά ν 

ρξόλνο.   Ζ άγλσζηε ζπλάξηεζε, ηελ νπνία αλαδεηνύκε, 

είλαη ε ζπλάξηεζε ζέζεο ηνπ αιεμηπησηηζηή  s=s(t). 

Έηζη έρνπκε ζαλ αξρηθέο ζπλζήθεο ηηο: 

 

Γηα t=0,   s(0)=0 m  θαη   v(0) = 20 m/sec 

 

                   Α = -Cxv(t) 

 

          Ο 

 

                     B = mg 

 

 

                    s 
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Γεληθή ιύζε: 

 

x

t
m

C
t

m

C

x

t
m

C

C

mg
cee

C

mg
ce)c,t(v

xxx













 

 

ελώ νινθιεξώλνληαο ηε ζρέζε ηεο ηαρύηεηαο, ππνινγίδνπκε ηε ζπλάξηεζε ζέζεο 

s(t): 

2

x

t
m

C

xx

t
m

C

2 ct
C

mg
e

C

m
cdt

C

mg
ce)c,c,t(s

xx













  

 

 Αληηθαζηζηνύκε ηώξα ηηο ηηκέο ησλ πνζνηήησλ  m, g θαη Cx, θζάλνληαο ζηηο 

ζρέζεηο: 

5ce)c,t(v t2  
      θαη      2

t2

2 ct5e
2

c
)c,c,t(s  

 

 

πνπ απνηεινύλ ηε γεληθή ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο.   Με ηε βνήζεηα ησλ αξρηθώλ ζπλ-

ζεθώλ ππνινγίδνπκε ηηο δύν απζαίξεηεο ζηαζεξέο  c  θαη  c2, βξίζθνληαο ηε κεξηθή 

ιύζε πνπ αληηζηνηρεί… 

 

v(0) = 15 = c + 5       ή      c = 10 

s(0) = 0  = -c/2 + c2     ή         c2 = 5 

 

5e10)t(v t2  
  θαη   5t5e5)c,c,t(s t2

2  
   

 

 

 Παξαηεξήζεηο: 
 

1. Σηηο ζρέζεηο  Γ.2.6  θαη  Γ.2.7  πνπ πεξηγξάθνπλ ηε ζπλάξηεζε ηεο ηαρύηεηαο, 

παξαηεξνύκε πσο έρνπκε ην άζξνηζκα δύν πνζνηήησλ.  Ζ πξώηε είλαη εθζε-

ηηθή, κε αξλεηηθό εθζέηε θαη ηείλεη ζην κεδέλ όηαλ κεγαιώλεη ην t, γη’απηό 

θαη ιέγεηαη «κεηαβαηηθή».   

2. Ζ δεύηεξε πνζόηεηα είλαη ζηαζεξή θαη είλαη απηή πνπ ζα παξακείλεη όηαλ κε-

δεληζηεί ε κεηαβαηηθή, γηα ην ιόγν απηό ιέγεηαη παξακέλνπζα.  Αθόκε ζπρ-

λόηεξα ιέγεηαη «νξηαθή ηαρύηεηα», κηα θαη είλαη ην όξην ηεο ηαρύηεηαο, όηαλ 

ν ρξόλνο ηείλεη ζην άπεηξν. 

3. Σηε γεληθή ιύζε, ε παξακέλνπζα ηαρύηεηα είλαη ε  vπ = mg/Cx  θαη ππνινγί-

δεηαη ρσξίο λα ιπζεί ε δ.ε..  Σθεπηόκαζηε πσο ε νξηαθή ηαρύηεηα είλαη ε ηα-

ρύηεηα γηα ηελ νπνία ε αηκνζθαηξηθή αληίζηαζε εμηζώλεηαη κε ην βάξνο ηνπ 

αιεμηπησηηζηή, νπόηε κεδελίδεηαη ε ζπληζηακέλε ησλ δπλάκεσλ πνπ επελεξ-

γνύλ ζηνλ αιεμηπησηηζηή.  Έηζη απηόο ζα εθηειεί κηα επζύγξακκε θαη νκαιή 

θίλεζε.   

(Γ.2.6) 

(Γ.2.7) 
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Fνι = mg -Cxv(t) = 0      απ’ όπνπ       

xC

mg
v   

 

 Γξαθηθή παξάζηαζε: Σηελ παξαθάησ παξάζηαζε εκθαλίδεηαη ε ηαρύηεηα 

v(t) όηαλ έρνπκε αξρηθή ζπλζήθε: v(0) = 15 m/s,  θαζώο θαη απηή πνπ αληηζηνηρεί 

ζηελ αξρηθή ζπλζήθε:  v(0) = 0 m/s.   Σηελ πξώηε πεξίπησζε ε ηαρύηεηα θαηαιήγεη 

ζηελ νξηαθή  [vνξ = 5 m/s], μεθηλώληαο από ηελ  v(0) = 15 m/s, δηαξθώο κεηνύκελε.  

Σηε δεύηεξε, ε ηαρύηεηα είλαη κεδέλ [γηα t=0] θαη απμάλεη ηείλνληαο ζηελ νξηαθή… 

 

Η σσνάρτηση της τατύτητας v=v(t)

0

5

10

15

0 0,5 1 1,5 2 2,5

t

v

V(t)

Vορ

V(0)=0

 
 

 

 Παξάδεηγκα 4
ν
:  Θα ιύζνπκε ηώξα ην παξάδεηγκα πνπ είδακε ζην 2

ν
 παξάδε-

ηγκα ηεο παξαγξάθνπ Γ.1.3.   Έλα πνηήξη λεξό, ηνπ νπνίνπ ε ζεξκνθξαζία κεηαβάι-

ιεηαη κε ην ρξόλν (ζ(t)), κεηαθέξεηαη ζε αλνηθηό ρώξν κε ζεξκνθξαζία ζx.  Ο ξπζκόο 

κεηαβνιήο ηεο ζεξκνθξαζίαο ηνπ λεξνύ είλαη αλάινγνο ηεο δηαθνξάο αλάκεζα ζηε 

ζεξκνθξαζία ηνπ λεξνύ θαη ηνπ ρώξνπ, κε έλα ζπληειεζηή αλαινγίαο  ι.   Να βξεζεί 

ε ζπλάξηεζε πνπ πεξηγξάθεη ηελ κεηαβνιή ηεο ζεξκνθξαζίαο ηνπ λεξνύ ζ(t). 

 

 

 Λύζε:  Δίδακε, ζηελ παξάγξαθν Γ.1.3, πσο ε δ.ε. πνπ πεξηγξάθεη ην πην πάλσ 

πξόβιεκα είλαη ε: 

))t((
dt

)t(d
x


 

 

ε νπνία κπνξεί λα ζεσξεζεί ζαλ γξακκηθή δ.ε., εάλ γξαθεί ππό ηε κνξθή: 

 

x  

 

 Λύλεηαη όκσο θαη ζαλ ρσξηδόκελσλ κεηαβιεηώλ: 
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dt
d

x





          




dt

d

x

         ln(ζ-ζx) = -ιt + c 

 

ζ(t) = e
-ιt+c

 + ζx = Ce
-ιt

 + ζx 
 

όπνπ ζέζακε C = e
c
.  Σαλ άζθεζε αο ιπζεί από ηνλ αλαγλώζηε ε πην πάλσ δ.ε. θαη 

ζαλ γξακκηθή (δίλνληαο θπζηθά ην ίδην απνηέιεζκα). 

 

Η σσνάρτηση Θ(t)

t

Θ

Θ(t) [εάν Θ(0)>θx] Θ(t) [εάν Θ(0)<θx] θx

 
 

 

 

 

 

 Γ.2.4. Πιήξεηο δ.ε. 1
εο

 ηάμεο.  (Οινθιήξωζε ηωλ νιηθώλ  

 δηαθνξηθώλ) 
 

Σηελ παξάγξαθν Α.5, ζην θεθάιαην ησλ κεξηθώλ παξαγώγσλ, ζε κία ζεσξε-

ηηθή άζθεζε (ην 1
ν
 παξάδεηγκα) δείμακε πσο ε παξάζηαζε:  A = P(x,y)dx + Q(x,y)dy 

είλαη νιηθό δηαθνξηθό κηαο ζπλάξηεζεο f  όηαλ ηζρύεη ε ηζόηεηα: 

 

x

Q

y

P









 

 

 Σηελ ησξηλή παξάγξαθν ζα αζρνιεζνύκε κε δ.ε. ηεο κνξθήο: 

 

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 
 

 Δάλ ην αξηζηεξό κέινο ηεο δ.ε. (Γ.2.9)  είλαη νιηθό θάπνηαο ζπλάξηεζεο f(x,y) 

[πξάγκα πνπ ζα ζπκβαίλεη εάλ ηζρύεη ε  (Γ.2.8)], ηόηε ε δ.ε. γξάθεηαη: 

 

df(x,y) = 0 

 

       ζ(0)  
 

 

         ζx  

 
       ζ(0) 

 

 

(Γ.2.8) 

(Γ.2.9) 
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θαη δηαβάδεηαη:  

- «Τν νιηθό δηαθνξηθό ηεο f είλαη κεδέλ»,   ή αιιηώο  

- «Ζ νιηθή κεηαβνιή ηεο ηηκήο ηεο f(x,y), όηαλ κεηαβάιινληαη ηα x θαη y είλαη 

κεδέλ»,   ή αιιηώο   

- «Ζ ζπλάξηεζε f(x,y) είλαη ζηαζεξή» 

 

Δπνκέλσο, ζηελ πεξίπησζε απηή, ε γεληθή ιύζε ηεο  δ.ε. (Γ.2.9) είλαη ε πξν-

θαλήο: 

 

f(x,y) = c      
 

 Άξα ην πξόβιεκα ζηηο πιήξεηο δ.ε. είλαη λα ππνινγίζνπκε ηε ζπλάξηεζε 

f(x,y), ηεο νπνίαο είλαη νιηθό δηαθνξηθό, ην α’ κέινο ηεο δ.ε..  Απηή ππνινγίδεηαη εύ-

θνια αλ αλαινγηζζνύκε ηε ζρέζε ηνπ νιηθνύ δηαθνξηθνύ κηαο ζπλάξηεζεο δύν κε-

ηαβιεηώλ: 

dy
y

f
dx
x

f
)y,x(df









  

 

 Σπγθξίλνληάο ην κε ην ά κέινο ηεο δ.ε. έρνπκε πσο: 

 

P(x,y) 
x

f




    θαη    Q(x,y) 

y

f




  

 

 Από ηηο ζρέζεηο απηέο πξνθύπηνπλ δύν εθθξάζεηο γηα ηε ζπλάξηεζε f(x,y): 

 

)y(cdx)x(P)y,x(f 1      θαη     )x(cdy)y(Q)y,x(f 2   

 

όπνπ ζηελ πξώηε νινθιήξσζε [σο πξνο x] ε ζηαζεξά νινθιήξσζεο είλαη, ελ γέλεη, 

κηα ζπλάξηεζε ηνπ y, κηα θαη ην y είλαη ζηαζεξό θαη ζηε κεξηθή παξαγώγηζε σο πξνο 

x, θαη ζηελ νινθιήξσζε σο πξνο x .  Όκνηα ζην δεύηεξν νινθιήξσκα ε ζηαζεξά ν-

ινθιήξσζεο είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x.  Ζ ζύγθξηζε ησλ δύν απνηειεζκάησλ δίλεη ηελ 

πιήξε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο [θαηά πξνζέγγηζε κηαο ζηαζεξάο c, ε νπνία εκθαλίδε-

ηαη ζηε γεληθή ιύζε (Γ.2.10)]. 

 

 

 

 Παξάδεηγκα 1
ν
: Να βξεζεί ε γεληθή θαη ε κεξηθή ιύζε ηεο δ.ε.  

 

(2x-6xylnx-3xy)dx + (3y
2
-3x

2
lnx)dy = 0  ,    κε αξρηθή ζπλζήθε:  y(1) = 1. 

 

 

 

(Γ.2.10) 



 
78 

 Λύζε: Αξρηθά ζα δηαπηζηώζνπκε ην εάλ ην α’ κέινο ηεο δ.ε. είλαη νιηθό δηα-

θνξηθό θάπνηαο ζπλάξηεζεο f(x,y): 

 

 



3xy-6xylnx-2x

y
6xlnx – 3x 

 

  x3xlnx6lnx3x-3y
x

22 



 

 

 Από ηελ ηζόηεηα ησλ πξνεγνύκελσλ δύν κεξηθώλ παξαγώγσλ ζπκπεξαίλνπκε 

πσο ην α’ κέινο ηεο δ.ε. είλαη πξάγκαηη ην νιηθό δηαθνξηθό κηαο ζπλάξηεζεο f(x,y).  

Αο ηελ ππνινγίζνπκε: 

 

    )y(cyx
2

3
yx

2

3
xlnyx3xdx3xy-6xylnx-2x)y,x(f 1

2222

   )y(cxlnyx3x 1

22     
(1) 

 

  )x(cxlnyx3ydylnx3x-3y)y,x(f 2

2322    

  

 Σπγθξίλνληαο ηηο δύν εθθξάζεηο ηεο f(x,y) θαηαιήγνπκε: 

 

f(x,y) = x
2
 + y

2
 – 3x

2
ylnx 

 

Δπνκέλσο, ε γεληθή ιύζε ηεο δνζκέλεο δ.ε. είλαη ε: 

 

x
2
 + y

2
 – 3x

2
ylnx = c 

 

ελώ ε κεξηθή ιύζε πνπ αληηζηνηρεί ζηελ αξρηθή ζπλζήθε ηεο εθθώλεζεο: 

 

1
2
 + 1

2
 –3*1

2
*1*0 = c     νπόηε       c = 2 

 

πνπ δίλεη ηε ζπλάξηεζε: 

 

x
2
 + y

2
 – 3x

2
ylnx = 2 

 

 

 

 

    
(1)

  Η λύζη ηος ολοκληπώμαηορ: 

222222 x
2

3
-lnx3xxdx3lnx3xdlnxx3lnx3xlnxdx36xlnxdx      
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 Γ.2.5. Αζθήζεηο: 
 

 1
ε
) Να βξεζνύλ νη γεληθέο θαη νη κεξηθέο ιύζεηο ησλ δ.ε., γηα ηηο πξνηεηλόκελεο 

αξρηθέο ζπλζήθεο: 

 

 2ydy - dx
x

xln
= 0             y(1) = 1 

 
xy

yx

dx

dy 22 
     y(1) = 0 

 (2x+εκy)dx + (xζπλy-9y
2
-1/y)dy = 0   y(0) = 1 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


