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Κεθάλαιο 3  

Πολσωνσμική παρεμβολή 
Ωο πξόβιεκα παξεκβνιήο νξίδνπκε ην εμήο: 

Γίλνληαη νη ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο  xf  ζηα ζεκεία nxxxx ,...,,, 210  θαη δεηείηαη ε 

πξνζέγγηζε ηεο  xf  από έλα πνιπώλπκν  xP  ηέηνην ώζηε 

    nixPxf ii ,...,2,1,0,   

Τν  xP  νλνκάδεηαη πολσώνσμο παρεμβολής, ή ιέκε όηη παρεμβάλλει ηην   xf  ζηα 

ζεκεία nxxxx ,...,,, 210 . 

Χξεζηκνπνηνύκε ηα πνιπώλπκα, αληί άιισλ ζπλαξηήζεσλ, επεηδή νη αξηζκεηηθνί 

ππνινγηζκνί, ε παξαγώγηζε θαη ε νινθιήξσζε κε πνιπώλπκα είλαη εύθνιεο 

δηαδηθαζίεο. 

Έλα πξώην παξάδεηγκα πνιπσλύκνπ πνπ πξνζεγγίδεη κηα ζπλάξηεζε  xf  είλαη ην 

πολςώνςμο Taylor: 

   
 

 
 

 
   

 
20 0 0

0 0 0 0...
1! 2! !

n
nf x f x f x

P x f x x x x x x x
n

 
         

Απηή ε πξνζέγγηζε είλαη ηθαλνπνηεηηθή γηα κηθξό δηάζηεκα γύξσ από ην 0x .  

Σηε ζπλέρεηα ζα πεξηγξάςνπκε ηηο βαζηθέο κεζόδνπο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα 

πνιπσλπκηθή παξεκβνιή. 

3.1  Παρεμβολή Langrange 

Μηα ζπλάξηεζε  xf  είλαη νξηζκέλε ζε δηάζηεκα Γ θαη είλαη γλσζηέο νη ηηκέο ηεο 

ζηα n+1 ζεκεία nxxxx ,...,,, 210  ηνπ Γ. Τόηε ππάξρεη κνλαδηθό πνιπώλπκν  nP x , ην 

πνιύ n –βαζκνύ, ην νπνίν παίξλεη ηηο ίδηεο ηηκέο κε ηελ  xf  ζηα ζεκεία 

nxxxx ,...,,, 210 , δειαδή     nixPxf ii ,...,2,1,0,  . Ιζρύεη: 

 

             nnn xfxlxfxlxfxlxP  ...1100                                                      (3.1) 

 

όπνπ ηα πνιπώλπκα        1 2, , ,...,o nl x l x l x l x  νξίδνληαη σο εμήο: 

 

 
       

       
0 1 1

00 1 1

... ...

... ...

n
k k n i

k

ik k k k k k k n k i
i k

x x x x x x x x x x x x
l x

x x x x x x x x x x x x






      
   

      
              (3.2) 

 

θαη ιέγνληαη ζσνηελεζηές ή πολσώνσμα Langrange, ελώ ην  nP x  ιέγεηαη 

πολσώνσμο παρεμβολής Langrange.  
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Τν ζθάικα πξνζέγγηζεο ζην ζεκείν x είλαη: 

   
   

 
    

1

0 1 ...
1 !

n

n n

f
f x P x x x x x x x

n




    


                                                (3.3) 

Όπνπ ην ξ εμαξηάηαη απ’ ην x θαη αλήθεη ζην Γ. Σηελ πξάμε πξνζδηνξίδνπκε έλα άνω 

θράγμα γηα ην ζθάικα πξνζέγγηζεο. 

 

 

Παπάδειγμα Ι: Να βξεζεί ην πνιπώλπκν Langrange πνπ παξεκβάιιεη ηε ζπλάξηεζε  

  xexf   ζηα ζεκεία 0 1 21, 0, 1x x x    .  

  

Τν δεηνύκελν πνιπώλπκν δίλεηαη απ’ ηελ εμ. (3.1). 

                   xelxlxl
e

xfxlxfxlxfxlxP 2102211002

1
  

όπνπ  

 
  

  

  

  
 

 
  

  

  

 
  

  

  
 

1 2 2

0

0 1 0 2

0 2 2

1

1 0 1 2

0 1 2

2

2 0 2 1

0 1 1

1 2 2

1 1
1

1 1

1 0 1

2 1 2

x x x x x x
l x x x

x x x x

x x x x x x
l x x

x x x x

x x x x x x
l x x x

x x x x

   
   

   

   
   

  

   
   

  

 

Οπόηε: 

        1
2

1

22

1

2
1

2
1

2

1 2222

2 
















 x

e

e
x

e

e
xx

e
xxx

e
xP  

 

Παπάδειγμα ΙΙ: Με ηα δεδνκέλα ηνπ 

πίλαθα λα ππνινγηζζνύλ κε πξνζέγγηζε 

νη αξηζκνί cos , cos
12 5

 
. Να βξεζεί 

επίζεο έλα άλσ θξάγκα γηα ην ζθάικα 

θάζε πξνζέγγηζεο. 

 

Τν πνιπώλπκν πνπ παξεκβάιιεη ηε ζπλάξηεζε   cosf x x ζηα ζεκεία 

1 2 30, / 4, / 3, / 2ox x x x       είλαη: 

                 3 0 0 1 1 2 2 3 3P x l x f x l x f x l x f x l x f x     

όπνπ 

         0 1 2 3

2 1
0 1, , , 0

2 2
f x f f x f x f x      

 

 

 

x  0 
4


 

3


 

2


 

cos x  0 
2

2
 

2

1
 0 
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Οη ζπληειεζηέο Langrange είλαη: 

 
   

   

 
   

   

1 2 3

0 3

0 1 0 2 0 3

0 2 3

1

1 0 1 2 1 3

244 3 2

4 3 2
0 0 0

4 3 2

3 2

0
4 4 3

x x x
x x x x x x

l x x x x
x x x x x x

x x x
x x x x x x

l x
x x x x x x

  

  

   

 

  

   
              

         
               

   

  
         

     
  

 

 
   

   

3

0 1 3

2 3

2 0 2 1 2 3

192

3 2

4 2

2164 2

4 2

3 3 4 3 2

x x x

x x x
x x x x x x

l x x x x
x x x x x x

 

  

 

 

     

  
    

     
 

  
                 

           
  

 

Δπεηδή  3 0f x   είλαη    3 3 0l x f x  , νπόηε δελ απαηηείηαη ε εύξεζε ηνπ  3l x . 

Έηζη έρνπκε: 

 

 3 3 3

3

3

24 2 192
cos

4 3 2 2 3 2

1 216

2 4 2

12
cos 2 8 2 9

4 3 2 3 2 4 2

x P x x x x x x x

x x x

x x x x x x x x x x

    

 

 



      



      
                

      

  
      

  

          
                    

          


 

 

 Γηα 
12

x


  έρνπκε: 

3

3 3 3

3

12 5 5 5
cos 2 8 2 9

12 6 4 12 12 4 12 12 6 12

12 10 40 2 45 5 5 2 5
0.970178

288 576 864 12 6 8

         



  



          
                     

          

 
         

 

 

 

Τν απόιπην ζθάικα ηεο πξνζέγγηζεο είλαη: 

 
   4

3

4

0
12 12 4! 12 12 4 12 3 12 2

cos 5

24 12 6 4 12

1 5 5
0.00587

24 12 6 4 12 82944

f
f P

        

    

    

        
              

        

     
             

     

      
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Σηελ πξνεγνύκελε δηαδηθαζία ρξεηάζηεθε λα ππνινγίζνπκε      
 44

cosf   . 

Δίλαη 

         

 
 4

cos sin cos sin cos cos cos sin

cos cos

       

 

              

 

 

 

Δλώ είλαη θαη cos 1  . 

 Γηα 
5

x


  έρνπκε: 

3

12
cos 2 8 2 9

5 5 4 5 3 5 2 5 5 3 5 2 5 5 4 5 2

0.810116

                



          
                     

          



 

Τν απόιπην ζθάικα ηεο πξνζέγγηζεο είλαη: 

 
   4

3

4

0
5 5 4! 5 5 4 5 3 5 2

1 2 3
0.00162

24 5 20 15 10 60000

f
f P

        

    

        
              

        

      

 

 

  

 

3.2  Πολσώνσμο παρεμβολής Newton με διαιρεμένες διαθορές 

Ο πξνζδηνξηζκόο ηνπ πνιπσλύκνπ Langrange απαηηεί πνιιέο πξάμεηο θαη έηζη 

αλαδεηνύκε έλα πην γξήγνξν θαη ζπζηεκαηηθό ηξόπν πξνζδηνξηζκνύ ηνπ 

πνιπσλύκνπ παξεκβνιήο, ν νπνίνο βαζίδεηαη ζηηο δηαθνξέο ησλ ηηκώλ 

       nxfxfxfxf ,....,,, 210 .  

Έλα πνιπώλπκν  nP x , n –βαζκνύ, ην νπνίν παίξλεη ηηο ίδηεο ηηκέο κε ηελ  xf  ζηα 

ζεκεία nxxxx ,...,,, 210  (δει.     nixPxf ii ,...,2,1,0,  ) ιέγεηαη πολσώνσμο 

παρεμβολής Newton, όηαλ γξάθεηαη ζηε κνξθή: 

           110102010 ...  nnn xxxxxxCxxxxCxxCCxP   (3.4) 

όπνπ nCCCC ,...,,, 210  είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί πνπ εθθξάδνληαη κε ηηο δηαθνξέο 

ησλ ηηκώλ        nxfxfxfxf ,....,,, 210 . 

Χξεζηκνπνηώληαο ηηο διαιπεμένερ διαθοπέρ:  

 
   

 
   1 0 1 2 0 1

0 1 0 1 2

1 0 2 0

, ,
, , , , ,....

f x f x f x x f x x
f x x f x x x

x x x x

 
 

 
   

ην πνιπώλπκν (3.4) γξάθεηαη σο εμήο: 
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             

       

0 0 0 1 0 1 0 1 2

0 1 1 0 1

, , , ...

, ,...,

n

n n

P x f x x x f x x x x x x f x x x

x x x x x x f x x x

         

      
                 (3.5) 

Τν ζθάικα πξνζέγγηζεο ππνινγίδεηαη όπσο θαη ζην πνιπώλπκν Langrange (εμ. 3.3). 

 

Παπάδειγμα Ι: Να βξεζεί ην πνιπώλπκν Newton (κε δηαηξεκέλεο δηαθνξέο), πνπ 

παξεκβάιιεη ηε ζπλάξηεζε   xf  κε ηηκέο      1 1, 1 2, 2 1f f f    .  

  

Τν δεηνύκελν πνιπώλπκν είλαη ην: 

             2 0 0 0 1 0 1 0 1 2, , ,P x f x x x f x x x x x x f x x x          

κε 0 1 21, 1, 2x x x     θαη      0 1 21, 2, 1f x f x f x    

Οη δηαηξεκέλεο δηαθνξέο είλαη: 

 
   

 
   

   

1 0

0 1

1 0

2 1

1 2 0 1 2 1
0 1 2

2 0

2 1 1
, ,

1 1 2

1 1 2 1
, , 2 72 1 2, ,

2 1 3 6

f x f x
f x x

x x

f x f x

f x x f x x x x
f x x x

x x

 
  

 

         
 

 

Άξα: 

       2

1 7
1 1 1 1

2 6
P x x x x        

 

 

Παπάδειγμα ΙΙ: Να βξεζεί ην πνιπώλπκν Newton (κε δηαηξεκέλεο δηαθνξέο), πνπ 

παξεκβάιιεη ηε ζπλάξηεζε     1ln1  xxf  ζηα ζεκεία 

0 1 2 32, 3, 4, 6x x x x    . Να βξεζεί κε πξνζέγγηζε ε ηηκή  5.2f  θαη λα εθηηκεζεί 

ην ζθάικα.  

  

Τν δεηνύκελν πνιπώλπκν είλαη: 

             

       

3 0 0 0 1 0 1 0 1 2

0 1 2 0 1 2 3

, , ,

, , ,

P x f x x x f x x x x x x f x x x

x x x x x x f x x x x

         

      
 

Οη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη: 

     

     

     

     

0

1

2

3

2 1 ln 2 1 1

3 1 ln 3 1 1 0.693147 1.693147

4 1 ln 4 1 1 1.098612 2.098612

6 1 ln 6 1 1 1.609438 2.609438

f x f

f x f

f x f

f x f

    

      

      

      

 

Οη δηαηξεκέλεο δηαθνξέο είλαη: 

 
   1 0

0 1

1 0

1.693147 1
, 0.693147,

3 2

f x f x
f x x

x x

 
  

 
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 
   

   
 

 
   

       

 
   

2 1

0 1

1 2 0 1 2 1
0 1 2

2 0

3 2 2 1

2 3 1 2 3 2 2 1
1 2 3

3 1 3 1

1 2 3 0 1 2

0 1 2 3

3 0

,
, ,

, , ... 0.143841
4 2

, ,
, , ... 0.01756

, , , ,
, , , ... 0.04035

f x f x
f x x

f x x f x x x x
f x x x

x x

f x f x f x f x

f x x f x x x x x x
f x x x

x x x x

f x x x f x x x
f x x x x

x x




 
    

 

 


  
   

 


  



 

Οπόηε: 

             

       

        

3 0 0 0 1 0 1 0 1 2

0 1 2 0 1 2 3

, , ,

, , ,

1 2 0.693147 2 3 0.143841 2 3 4 0.04035

P x f x x x f x x x x x x f x x x

x x x x x x f x x x x

x x x x x x

         

       

            

 

Άξα: 

        

 

32.5 2.5 1 0.5 0.693147 0.5 0.5 0.143841 0.5 0.5 1.5 0.04035

2.5 0.397665

f P

f

             

 

 Γηα ην ζθάικα πξνζέγγηζεο έρνπκε: 

   
   

    

 
       

 
 

4

3

4

4

2 3 4 6
4!

6
2.5 2 2.5 3 2.5 4 2.5 6

24 1

1.3125 1.3125
0.328125 2.5

44 1

f
f x P x x x x x








      

          
 

   
 

 

 

      
 

     

44

2 3 4

1 1 2 6
1 ln 1

1 1 1 1
f  

   

        
                        

 

 

 

 

3.3  Πολσώνσμο παρεμβολής με πεπεραζμένες διαθορές 

3.3.1 Προς ηα εμπρός διαθορές 

Όηαλ ηα ζημεία παπεμβολήρ nxxxx ,...,,, 210  ιζαπέσοςν θαηά h , δειαδή ηζρύεη: 

1 , 0,1,2,..., 1k kx x h k n      , κπνξνύκε λα ζέζνπκε: 0x x
r

h


 . Τόηε, ην 

πνιπώλπκν παξεκβνιήο ηεο  f x  γξάθεηαη σο εμήο: 

    2

0 0 0 0...
1 2

n

n

r r r
P x f x f f f

n

     
            

     
                                                  (3.6) 
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θαη νλνκάδεηαη πολσώνσμο παρεμβολής ηων Newton-Gregory με ηις προς ηα 

εμπρός διαθορές. 

Ο ηύπνο απηόο ρξεζηκνπνηείηαη όηαλ ζέινπκε λα βξνύκε ηελ ηηκή κηαο ζπλάξηεζεο 

ζε ζεκείν ξ κονηά ζηην απσή ηος πίνακα ηιμών. Σπλήζσο, σο x0 παίξλνπκε ηελ ηηκή 

ηνπ πίλαθα, πνπ βξίζθεηαη αθξηβώο πξηλ ην ξ.  

΢ημείωζη: 

Ο ζπκβνιηζκόο 
r

k

 
 
 

 «δηαβάδεηαη» r  αλά k  θαη δείρλεη ην πλήθορ ηων ζςνδςαζμών 

ηων  r  ζηοισείων ζε «ομάδερ» k  ζηοισείων σωπίρ επανάθεζη (δειαδή ρσξίο λα 

ηνπνζεηνύληαη ηα επηιεγκέλα ζηνηρεία πάιη ζην αξρηθό ζύλνιν). Δίλαη: 

 

      

 

 

    

!

*

1 1 2 1!

! ! ! !

1 1
, ,

!

r k

r r r k r kr r

k k r k k r k

r r r k
r R k N

k



         
   

  

    
  

 

 

π.ρ. 
 

44!

49 49! 1 2 3 44 45 49 45 46 47 48 49
1906884

5 5! 49 5 ! 5!44! 1 2 3 4 5

          
    

     
 

 

Παπάδειγμα Ι: Γηα κηα ζπλάξηεζε  xf  δίλεηαη ν πην θάησ πίλαθαο ηηκώλ. Με ηε 

βνήζεηα ηνπ ηύπνπ παξεκβνιήο Newton (κε πεπεξαζκέλεο πξνο ηα εκπξόο δηαθνξέο), 

λα βξεζεί ε ηηκή  0.5f .  

x  0 1 2 3 4 

 f x  1 0 -1 1 2 

 

  

Καηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ Γ κέρξη θαη ηέηαξηεο ηάμεο 

  2 3 4

0 1
1

01 0
1 3

3 72 1
2 4

13 1
1

4 2

x f x    









 

Τν πνιπώλπκν παξεκβνιήο ηέηαξηνπ βαζκνύ είλαη ην: 
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    2 3 4

4 0 0 0 0 0
1 2 3 4

1 1 0 3 7
1 2 3 4

r r r r
P x f x f f f f

r r r r

       
                

       

       
               

       

 

  

Δπεηδή 0x x
r

h


  είλαη 

0x x r h   . Εεηάκε ηελ ηηκή  0.5f , δειαδή 0.5x  . 

Δπηιέγνπκε ινηπόλ 
0 0x  , ελώ (όπσο δηαπηζηώλνπκε από ηα δεδνκέλα καο, 1h  . 

Έηζη 0.5r  θαη επνκέλσο: 

   

         

4

0.5 0.5 0.5
0.5 0.5 1 1 3 7

1 3 4

0.5 0.5 1 0.5 2 0.5 0.5 1 0.5 2 0.5 3
1 0.5 3 7

3! 4!

1 0.5 0.1875 0.2734375 0.9609375

f P
     

             
     

         
      

    

 

  

 

3.3.2 Προς ηα πίζω διαθορές 

Όηαλ ζέινπκε λα βξνύκε ηελ ηηκή ηεο  xf  ζ’ έλα ζεκείν ξ κονηά ζηο ηέλορ ηος 

πίνακα ηιμών, ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ ηύπν παρεμβολής ηων Newton-Gregory με ηις 

προς ηα πίζω διαθορές:  

 

     2 3

0 0 0 0 0... 1
1 2 3

n n

n

r r r r
P x f x f f f f

n

       
                 

       
                      (3.7) 

 

όπνπ 0x x
r

h


 , ελώ σο x0 παίξλνπκε ηελ ηηκή ηνπ πίλαθα, πνπ βξίζθεηαη αθξηβώο 

κεηά ην ξ. 

 

 

Παπάδειγμα ΙΙ: Να βξεζεί ην πνιπώλπκν παξεκβνιήο ηξίηνπ βαζκνύ, κε 

πεπεξαζκέλεο πξνο ηα πίζσ δηαθνξέο, πνπ παξεκβάιιεη ηε ζπλάξηεζε   xf  

γλσξίδνληαο ηνλ παξαθάησ πίλαθα ηηκώλ. Να βξεζεί κε πξνζέγγηζε ε ηηκή  35.1f  

x  1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 

 f x  -1 2 3 0 -2 

 

 

Τν δεηνύκελν πνιπώλπκν παξεκβνιήο είλαη ην: 

 

    2 3

3 0 0 0 0
1 2 3

r r r
P x f x f f f

     
           

     
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Καηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ  κέρξη θαη ηξίηεο ηάμεο 

  2 3

1.0 1
3

21.1 2
1 2

41.2 3
3 5

1.3 0 1
2

1.4 2

x f x   












 

 

Δπεηδή δεηάκε ηελ ηηκή  35.1f  θαη ην 1.35x   βξίζθεηαη θνληά ζην ηέινο ηνπ 

πίλαθα ηηκώλ επηιέγνπκε σο 
0x  ην 1.4, νπόηε: 

 0 1.4
14 10

0.1

x x x
r x

h

 
     

Δπίζεο έρνπκε: 

  2 3

0 0 0 02, 2, 1, 5f x f f f          

 

Άξα, ην πνιπώλπκν παξεκβνιήο γξάθεηαη:  

   

 
   

    

3

14 10 14 10 14 10
2 2 5 2 2 5

1 2 3 1 2 3

14 10 13 10 5
2 2 14 10 14 10 13 10 12 10

2! 3!

r r r x x x
P x

x x
x x x x

             
                          

           

  
           

. 

Έηζη, γηα 1.35x   βξίζθνπκε: 

 

         3

1 5
1.35 1.35 2 2 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1.5 1.4375

2 6
f P                  

 

 

Γενικές παραηηρήζεις: 

1. Σηε γεληθή πεξίπησζε, ην πνιπώλπκν παξεκβνιήο κπνξεί λα βξεζεί: 

 Με ηε κέζνδν Lagrange 

 Με ηε κέζνδν Newton (γηα δηαηξεκέλεο δηαθνξέο)  

2. Όηαλ ηα ζεκεία παξεκβνιήο nxxxx ,...,,, 210  ηζαπέρνπλ εθαξκόδεηαη ε κέζνδνο 

ησλ πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ. 

3. Σε πεξίπησζε πνπ ην πνιπώλπκν παξεκβνιήο είλαη ζρεηηθά κηθξνύ βαζκνύ 

 2n  ,  ζα κπνξνύζε λα πξνζδηνξηζηεί κε ηελ επίιπζε ελόο ζπζηήκαηνο 

γξακκηθώλ εμηζώζεσλ. 

(π.ρ. αλ      0 1, 1 0, 2 3f f f    , ην πνιπώλπκν   2

2 0 1 2P x a a x a x   , πνπ 

παξεκβάιιεη ηελ  xf  ζηα ζεκεία 0.1 θαη 2, επαιεζεύεη ηηο ηζόηεηεο: 
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     

 

2 0 2 0 1 2 2 0 1 2

0 1 2

2

2

0 1, 1 0, 2 2 4 3

1, 0, 1

1

P a P a a a P a a a

a a a

P x x

           

     

  

 


