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ΟΡΙΣΜΟΙ 
 

Σχετική διηλεκτρική σταθερά  
0

r
εε
ε

=  

Μοναδιαίο διάνυσµα σε ευθύγραµµο τµήµα AB  µε 
φορά από το A  στο B  

AB
AB

ABR
= Re  

   

Ι.1 Φορτίο γραµµής µήκους l µε διανεµηµένο 
φορτίο γραµµικής πυκνότητας ρl  l l l

l l
q dq dlρ= =∫ ∫  

Ι.2 Φορτίο επιφάνειας S µε διανεµηµένο φορτίο 
επιφανειακής πυκνότητας ρS  S S S

S S
q dq dSρ= =∫∫ ∫∫  

Ι.3 Φορτίο όγκου V µε διανεµηµένο φορτίο 
χωρικής πυκνότητας ρ  V V

V V
q dq dVρ= =∫∫∫ ∫∫∫  

 
 

∆ΥΝΑΜΕΙΣ – ΕΡΓΟ 
 

Ι.4 

∆ύναµη ανάµεσα στα σηµειακά φορτία Aq  
και Bq  σε µέσο διηλεκτρικής σταθεράς ε, 
όπου ABR  η διανυσµατική απόσταση των 
φορτίων (Νόµος Coulomb) 

A B A B
AB AB AB3 2

AB AB

1 1
4 4
q q q q
R Rπε πε

= =F R e  

Ι.5 
Συνολική δύναµη που ασκείται στο φορτίο 
q  από σύστηµα φορτίων ( )= −i iR r r  3

1 14

n n
i

i i i

qq
Rπε= =

= =∑ ∑i iF F R  

Ι.6 

∆ύναµη που ασκείται σε σηµειακό φορτίο q  
από γραµµικό φορτίο πυκνότητας lρ  (R : 
διανυσµατική απόσταση του φορτίου q  από 
το στοιχείο dl ′ ) 

34
l

l
l

q
dl

R
ρ

πε ′
′= ⌠

⌡
RF  

Ι.7 
∆ύναµη που ασκείται σε σηµειακό φορτίο q  
από επιφανειακό φορτίο πυκνότητας Sρ  34

S
S

S

q
dS

R
ρ

πε ′
′= ⌠⌠

⌡⌡
RF  

Ι.8 
∆ύναµη που ασκείται σε σηµειακό φορτίο q  
από χωρικό φορτίο πυκνότητας ρ  34V

V

q dV
R
ρ

πε ′
′= ⌠⌠⌠

⌡⌡⌡
RF  

Ι.9 
Έργο κατά τη µετακίνηση σηµειακού 
φορτίου q  από το σηµείο A  στο σηµείο B  

B B B

AB
A A A

W dW d q d= = ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫F l E l  

I ΟΙ ΒΑΣΙΚΟΙ ΝΟΜΟΙ ΤΟΥ 
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Ι.10 
Έργο της δύναµης του πεδίου σηµειακού 
φορτίου Q για τη µετακίνηση σηµειακού 
φορτίου q από το σηµείο Α στο σηµείο Β 

B

AB 2
A A B

1 1
4 4
Qq dr Qq

W
r r rπε πε

  = = −   
⌠
⌡  

 
 

ΗΛΕΚΤΡΙΚΗ ΠΕ∆ΙΑΚΗ ΕΝΤΑΣΗ – ΒΑΘΜΩΤΟ ΗΛΕΚΤΡΙΚΟ ∆ΥΝΑΜΙΚΟ 
 

Ι.11 Ορισµός ηλεκτρικής πεδιακής έντασης  q
= FE  

Ι.12 Νόµος του αστροβίλου του 
ηλεκτροστατικού πεδίου 

0
C
d⋅ =∫ E l , (ολοκληρωτική µορφή) 

0∇× =E , (διαφορική µορφή) 

Ι.13 ∆ιαφορά δυναµικού από το σηµείο A  στο 
σηµείο B  

B
AB

AB
A

W
U d

q
= = ⋅∫ E l  

Ι.14 
Βαθµωτό ηλεκτρικό δυναµικό σηµείου P  
ως προς το σηµείο αναφοράς των δυναµικών 
K  

K
PK

P PK
P

W
U d

q
φ = = = ⋅∫ E l  

Ι.15 ∆ιαφορά δυναµικού ανάµεσα στα σηµεία A  
και B  

B

AB A B
A

U dφ φ= − = ⋅∫ E l  

Ι.16 Συσχέτιση ηλεκτρικής πεδιακής έντασης και 
συνάρτησης δυναµικού 

φ= −∇E  

Ι.17 
Βαθµωτό ηλεκτρικό δυναµικό πεδίου που 
δηµιουργείται από σηµειακό φορτίο Q  

K

K

1 1
    

4 4
rQ Q

r r r
φ φ

πε πε
→∞  = − ⇒ =   

 

Ι.18 
Βαθµωτό ηλεκτρικό δυναµικό πεδίου που 
δηµιουργείται από σηµειακά και 
διανεµηµένα ηλεκτρικά φορτία 1

1
4

n
i l S

Vl Si i

q dl dS dV
R R R R

ρ ρ ρφ
πε ′′ ′=

 ′ ′ ′  = + + +   
⌠ ⌠⌠ ⌠⌠⌠

⌡⌡⌡⌡ ⌡⌡∑  

Ι.19 ∆ιαφορική εξίσωση δυναµικής γραµµής 0d× =E l  

Ι.20 ∆ιαφορική εξίσωση δυναµικής γραµµής σε 
καρτεσιανές συντεταγµένες x y z

dx dy dz
E E E
= =  

Ι.21 ∆ιαφορική εξίσωση δυναµικής γραµµής σε 
κυλινδρικές συντεταγµένες z

d d dz
E E Eρ ϕ

ρ ρ ϕ= =  

Ι.22 ∆ιαφορική εξίσωση δυναµικής γραµµής σε 
σφαιρικές συντεταγµένες 

sin

r

dr rd r d
E E Eθ ϕ

θ θ ϕ= =  

I.23 

Παραµετρική εξίσωση δυναµικών γραµµών 
πεδίου σηµειακών φορτίων 1 2, ,..., nq q q , 
τοποθετηµένων στην ίδια ευθεία. iθ  η γωνία 
που συνδέει την ευθεία µεταξύ του φορτίο 
iq  και του σηµείου παρατήρησης µε την 

ευθεία των φορτίων.  

1

cos
n

i i
i

q Cθ
=

=∑  

C : παραµετρική σταθερά 
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ΗΛΕΚΤΡΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΒΑΡΟΥΣ – ΠΟΛΥΠΟΛΙΚΟ ΑΝΑΠΤΥΓΜΑ ∆ΥΝΑΜΙΚΟΥ 

 

Ι.24 

Θέση του ηλεκτρικού κέντρου βάρους 
(ΗΚΒ) ενός συστήµατος σηµειακών και 
διανεµηµένων φορτίων (α : 
διανυσµατική απόσταση του ΗΚΒ από 
την αρχή των αξόνων) 

1

1

n

i l S
l S Vi

n

i l S
l S Vi

q dl dS dV

q dl dS dV

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

′ ′ ′
=

′ ′ ′
=

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + +
=

′ ′ ′+ + +

∑ ∫ ∫∫ ∫∫∫
∑ ∫ ∫∫ ∫∫∫

ir' r r r
α  

Ι.25 

∆υναµικό του πεδίου που δηµιουργείται 
από σύστηµα φορτίων σε 
αποµακρυσµένο σηµείο που απέχει 
απόσταση 0R  από το ηλεκτρικό κέντρο 
βάρους του συστήµατος  

1

04

n

i l S
l S Vi

q dl dS dV

R

ρ ρ ρ
φ

πε
′ ′ ′

=

′ ′ ′+ + +
=
∑ ∫ ∫∫ ∫∫∫

 

Ι.26 

∆ιπολική ροπή ηλεκτρικού διπόλου , 
(συστήµατος δύο φορτίων q+  και q−  
που βρίσκονται σε απόσταση α ). 
Θετική φορά του α  από το q−  προς το 
q+ . 

q=M α  

Ι.27 Ηλεκτρική διπολική ροπή συστήµατος 
φορτίων 1

n

i
i

q
=

= =∑ ip M r  

Ι.28 Μονοπολικός όρος αναπτύγµατος του 
δυναµικού 

( )
4m
q
r

ολφ
πε

=r  (αν 0qολ ≠ ) 

Ι.29 ∆ιπολικός όρος αναπτύγµατος 
δυναµικού 2 34 4d r r

φ
πε πε
⋅ ⋅= =0M r M r  (αν 0qολ = ) 

Ι.30 

∆υναµικό του σηµειακού ηλεκτρικού 
διπόλου ( 0a →  και q → ∞ . ∆ίπολο 
στον άξονα z µε κέντρο στην αρχή των 
αξόνων) 

3 2

1 1 cos
4 4 4

q
r r r

α θφ
πε πε πε

 ⋅ = = − ⋅∇ =  
M r M  

Ι.31 Τετραπολικός όρος αναπτύγµατος 
δυναµικού 

 

2
2

3
1

2
2

3
1

1
( ) 3

4 2

1
     (3 cos 1)

4 2

n
i

q i
i

n
i i

i
i

q
r

r r

q r
r

φ
πε

θ
πε

=

=

   ⋅    = −         
 
 = −  

∑

∑

ir rr
  (αν 0qολ = , 0=M ) 

Ι.32 ∆υναµικό του γραµµικού ή αξονικού 
τετραπόλου 

2
2

3 (3 cos 1)
4
q
r

αφ θ
πε

= −  

 
 

ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ GAUSS – ∆ΙΗΛΕΚΤΡΙΚΗ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΗ 
 

Ι.33 ∆ιηλεκτρική µετατόπιση ή πυκνότητα 
ηλεκτρικής ροής ε=D E  

Ι.34 ∆ιηλεκτρική µετατόπιση σε ανισότροπο 
µέσο 

, ,

x xx x xy y xz z

y yx x yy y yz z

z zx x zy y zz z

xy yx xz zx yz zy

D E E E

D E E E

D E E E

ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε
ε ε ε ε ε ε

= + +

= + +

= + +
= = =
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Ι.35 
Ηλεκτρική ροή που διέρχεται από 
επιφάνεια S , όπου n  το κάθετο στην 
επιφάνεια µοναδιαίο διάνυσµα 

S S
N d dS= ⋅ = ⋅∫∫ ∫∫D S D n  

Ι.36 Στερεά γωνία µε την οποία φαίνεται η 
επιφάνεια S  από απόσταση r  3

S

d
r
⋅Ω = ⌠⌠

⌡⌡
r S  

Ι.37 

Στοιχειώδης ροή που διέρχεται από το 
στοιχείο επιφανείας dS , το οποίο 
φαίνεται υπό στερεά γωνία dΩ  από το 
σηµειακό φορτίο Q  

4
QdN d
π

= Ω  

Ι.38 Νόµος του Gauss S
d Qολ⋅ =∫∫ D S , (ολοκληρωτική µορφή) 

ρ∇⋅ =D , (διαφορική µορφή) 

Ι.39 

Οριακές συνθήκες σε διαχωριστική 
επιφάνεια δύο µέσων. 0n  µοναδιαίο 
διάνυσµα κάθετο στη διαχωριστική 
επιφάνεια µε φορά από το µέσο 1  προς 
το µέσο 2  

2 1 2 1( ) S n n SD Dρ ρ− ⋅ = ⇒ − =0D D n

1 21 2 t t( ) 0 E E× − = ⇒ =0n E E  
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ΑΓΩΓΙΜΑ ΣΩΜΑΤΑ 
 

ΙΙ.1 Ηλεκτρικό πεδίο στο εσωτερικό ενός 
αγωγού σε ηλεκτροστατική ισορροπία 

0=E , 0=D , 0ρ =  

ΙΙ.2 ∆υναµικό σε κάθε σηµείο του αγωγού .constφ =  

ΙΙ.3 

Ηλεκτρική πεδιακή ένταση στην επιφά-
νεια ενός αγωγού ( 0n  το προς τα έξω 
κάθετο στην επιφάνεια του αγωγού µο-
ναδιαίο διάνυσµα) 

nE= 0E n  

IΙ.4 ∆ιηλεκτρική µετατόπιση στην επιφάνεια 
ενός αγωγού n sD D ρ= = =0 0 0D n n n  

IΙ.5 
Θεώρηµα αµοιβαιότητας του Green για 
σηµειακά φορτία (1η κατάσταση: ,i iqφ , 
2η κατάσταση: ,i iqφ′ ′ ) 1 1

n n

i i i i
i i

q qφ φ
= =

′ ′=∑ ∑  

IΙ.6 Θεώρηµα αµοιβαιότητας του Green για 
σύστηµα n  αγωγών 1 1

n n

i i i i
i i

Q Qφ φ
= =

′ ′=∑ ∑  

IΙ.7 Γενική διαφορική εξίσωση της συνάρτη-
σης δυναµικού (εξίσωση Poisson) 

2 ρφ
ε

∇ = −  

IΙ.8 
∆ιαφορική εξίσωση της συνάρτησης δυ-
ναµικού σε χώρο χωρίς χωρικά φορτία 
(εξίσωση Laplace) 

2 0φ∇ =  

 
 

ΠΥΚΝΩΤΕΣ – ΧΩΡΗΤΙΚΟΤΗΤΑ 
 

ΙΙ.9 Χωρητικότητα πυκνωτή A

B

A

S
EdSQ

C
U d

ε
= =

⋅

∫∫
∫ E l

 

ΙΙ.10 
Χωρητικότητα σφαιρικού πυκνωτή µε 
ακτίνα εσωτερικού οπλισµού a  και 
ακτίνα εξωτερικού οπλισµού b  

4 abC
b a

πε=
−

 

ΙΙ.11 
Χωρητικότητα µεµονωµένου σφαιρικού 
αγωγού ακτίνας a  µέσα σε απέραντο 
διηλεκτρικό ( )b → ∞  

4C aπε=  

II ΑΓΩΓΟΙ, ΠΥΚΝΩΤΕΣ, 
ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΗΛΕΚΤΡΙΚΟΥ ΠΕ∆ΙΟΥ 
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ΙΙ.12 
Χωρητικότητα κυλινδρικού πυκνωτή µε 
ακτίνα εσωτερικού αγωγού a  και ακτίνα 
εξωτερικού αγωγού b  

2

ln
C b

a

πε=  

ΙΙ.13 
Χωρητικότητα επίπεδου πυκνωτή (S : 
επιφάνεια πλακών, d : απόσταση 
πλακών) 

SC
d

ε=  

ΙΙ.14 Ισοδύναµη χωρητικότητα πυκνωτών σε 
παράλληλη σύνδεση 1

n

i
i

C C
=

=∑  

ΙΙ.15 Ισοδύναµη χωρητικότητα πυκνωτών 
συνδεδεµένων σε σειρά 

1

1

1n

i i

C
C

−

=

  =    ∑  

ΙΙ.16 
Σχέσεις µετατροπής διάταξης πυκνωτών 
από αστέρα σε τρίγωνο ( , ,a b cC C C : χω-
ρητικότητες συνδεσµολογίας τριγώνου) 

2 3

1 2 3
a

C C
C

C C C
=

+ +
       1 3

1 2 3
b

C C
C

C C C
=

+ +
 

1 2

1 2 3
c

C C
C

C C C
=

+ +
 

ΙΙ.17 
Σχέσεις µετατροπής διάταξης πυκνωτών 
από τρίγωνο σε αστέρα ( 1 2 3, ,C C C : χω-
ρητικότητες συνδεσµολογίας αστέρα) 

1
a b b c a c

a

C C C C C C
C

C
+ +=  

2
a b b c a c

b

C C C C C C
C

C
+ +=  

3
a b b c a c

c

C C C C C C
C

C
+ +=  

 
 

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΑΓΩΓΙΜΩΝ ΣΩΜΑΤΩΝ 
 

ΙΙ.18 Γραµµικές σχέσεις δυναµικών και φορ-
τίων των αγωγών ενός συστήµατος  

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

....

....
...............................................

....

n n

n n

n n n nn n

p Q p Q p Q

p Q p Q p Q

p Q p Q p Q

φ

φ

φ

= + + +

= + + +

= + + +

 

ΙΙ.19 Συντελεστές δυναµικού (Farad-1) 0ijp ≥ , ij jip p=  

ΙΙ.20 Γραµµικές σχέσεις φορτίων και δυναµι-
κών των αγωγών ενός συστήµατος 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

....

....
.............................................

....

n n

n n

n n n nn n

Q c c c

Q c c c

Q c c c

φ φ φ

φ φ φ

φ φ φ

= + + +

= + + +

= + + +

 

ΙΙ.21 
Συντελεστές χωρητικότητας ( )iic  και 
επαγωγής ( , )ijc i j≠  

0iic > , 0ij jic c= ≤  

ΙΙ.22 Συνολικό φορτίο κλειστού συστήµατος 
1

0
n

i
i

Q
=

=∑  

ΙΙ.23 Συντελεστές χωρητικότητας σε κλειστό 
σύστηµα 1

0
n

ij
i

c
=

=∑ ,   1,2,...,j n=  
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ΙΙ.24 Ορισµός µερικών χωρητικοτήτων )( jicC ijij ≠−= , ∑
=

=+++=
n

j
ijiniiii ccccC

1
21 ....  

ΙΙ.25 
Γραµµικές σχέσεις φορτίων και δυναµι-
κών ενός συστήµατος µε συντελεστές τις 
µερικές χωρητικότητες του συστήµατος 

1 11 1 12 1 2 1 1( ) ... ( )n nQ C C Cφ φ φ φ φ= + − + + −  
2 21 2 1 22 2 2 2( ) ... ( )n nQ C C Cφ φ φ φ φ= − + + + −  

…………………………………………… 
1 1 2 2( ) ( ) ...n n n n n nn nQ C C Cφ φ φ φ φ= − + − + +  

ΙΙ.26 Μερικές χωρητικότητες σε κλειστό σύ-
στηµα 

0=iiC  

 
 

ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΗΛΕΚΤΡΙΚΟΥ ΠΕ∆ΙΟΥ 
 

ΙΙ.27 ∆υναµική ενέργεια πεδίου σηµειακών 
φορτίων 1

1
2

n

e i i
i

W q φ
=

= ∑  

ΙΙ.28 ∆υναµική ενέργεια πεδίου χωρικά κατα-
νεµηµένου φορτίου 

1
2e

V
W dVφρ= ∫∫∫  

ΙΙ.29 ∆υναµική ενέργεια πεδίου επιφανειακά 
κατανεµηµένου φορτίου 

1
2e S

S
W dSφρ= ∫∫  

ΙΙ.30 Ενέργεια πεδίου συστήµατος n  αγωγών 
1 1 1 1 1

1 1 1
2 2 2

n n n n n

e i i ij i j ij i j
i i j i j

W Q p QQ cφ φφ
= = = = =

= = =∑ ∑∑ ∑∑  

ΙΙ.31 Ενέργεια πυκνωτή 
2

21 1 1
2 2 2

QW QU CV
C

= = =  

ΙΙ.32 Πυκνότητα ενέργειας σε γραµµικό και 
ισότροπο µέσο 

2
21 1 1

2 2 2ew ε
ε

= = ⋅ = DE E D  

ΙΙ.33 Συνολική ενέργεια πεδίου 2
2

1
2

1 1
2 2

e eW w dV dV

dV dVε
ε

= = ⋅

= = ⌠⌠⌠
⌡⌡⌡

∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫

E D

DE
 

ΙΙ.34 Πυκνότητα ενέργειας πεδίου σε µη 
γραµµικό µέσο 0

D

ew d= ⋅∫ E D  
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ΗΛΕΚΤΡΟΣΤΑΤΙΚΕΣ ∆ΥΝΑΜΕΙΣ – ΠΙΕΣΗ 
 

ΙΙ.35 Ηλεκτροστατική πίεση στην επιφάνεια 
φορτισµένου αγωγού 

22
21 1 1( )

2 2 2 2
S

e
d Dw E
dS

ρε
ε ε

= = = ⋅ = = =0 0 0 0 0
Fp n E D n n n n  

ΙΙ.36 Συνολική δύναµη που ασκεί το πεδίο 
πάνω σε φορτισµένο αγωγό 

2 21 1
2 2 S

S S S
d E d dε ρ

ε
= ⋅ = =∫∫ ∫∫ ∫∫F p S S S  

ΙΙ.37 

Οι κατά , ,x y z  συνιστώσες της δύναµης 
iF  που ασκείται στον i-στό αγωγό ενός 

συστήµατος αγωγών ( eW  η αποθηκευ-
µένη ενέργεια του πεδίου, SW  η 
ενέργεια που καταβάλλουν οι τυχόν 
εξωτερικές ηλεκτρικές πηγές) 

,
S e

i x
i i

W W
F

x x
∂ ∂= −
∂ ∂

, ,
S e

i y
i i

W W
F

y y
∂ ∂= −
∂ ∂

, 

,
S e

i z
i i

W W
F

z z
∂ ∂= −
∂ ∂

 

ΙΙ.38 x-συνιστώσα της δύναµης µεταξύ απο-
µονωµένων αγωγών (µε σταθερά φορτία) 

,
e

i x
i

W
F

x
∂= −
∂

, ,
1

1
2

n
j

i x j
j i

F Q
x
φ

=

∂
= −

∂∑ , 

,
1 1

1
2

n n
jk

i x j k
j k i

p
F QQ

x= =

∂
= −

∂∑∑  

ΙΙ.39 Μεταβολή της ενέργειας σε σύστηµα 
αγωγών µε σταθερά δυναµικά 1

1 1
2 2

n

e m S j j
j

W W W Qδ δ δ φ δ
=

= = = ∑  

ΙΙ.40 x-συνιστώσα της δύναµης µεταξύ αγω-
γών µε σταθερά δυναµικά ,

1 1 1

1 1
2 2

n n n
j jke

i x j j k
j j ki i

Q cW
F

x x x
φ φ φ

= = =

∂ ∂∂= = =
∂ ∂ ∂∑ ∑∑  

ΙΙ.41 
x-συνιστώσα της δύναµης στους οπλι-
σµούς πυκνωτή σε σταθερή τάση ή µε 
σταθερό φορτίο 

21
2x

CF U
x

∂=
∂

 

ΙΙ.42 

∆ύναµη σε διηλεκτρική πλάκα που ει-
σέρχεται σε πυκνωτή ( t  το πλάτος των 
οπλισµών, ε η διηλεκτρική σταθερά της 
πλάκας, d  το ύψος της πλάκας) 

2

0
1 ( )
2

mW U t
x d

δ ε ε
δ

= = −0 0F x x  

ΙΙ.43 

Πίεση σε διηλεκτρική πλάκα που εισέρ-
χεται σε πυκνωτή ( t  το πλάτος των 
οπλισµών, ε  η διηλεκτρική σταθερά της 
πλάκας, d  το ύψος της πλάκας) 

2
2

0 0
1 1( ) ( )
2 2

U E
td d

ε ε ε ε = = − = −   0 0
Fp x x  
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ΠΟΛΩΣΗ ∆ΙΗΛΕΚΤΡΙΚΟΥ 
 

ΙΙΙ.1 

Συνολική ροπή των διπόλων που 
περιέχονται στον όγκο Vδ , όπου N  ο 
αριθµός διπόλων ανά µονάδα όγκου και ip  
η διπολική ροπή του i-στού διπόλου 

1

N V

t i
i

δ

=

=∑p p  

ΙΙΙ.2 Το διάνυσµα της πόλωσης ή πόλωση P  
0

1

1lim
N V

iV
iV

δ

δ δ→
=

= ∑P p  

ΙΙΙ.3 Συνολική διπολική ροπή απειροστού όγκου 
dV  διηλεκτρικού   

( , , )d x y z dV=p P  

ΙΙΙ.4 

∆υναµικό που οφείλεται στα δέσµια φορτία 
των διπόλων του διηλεκτρικού που 
καταλαµβάνει όγκο V ′  και περικλείεται 
από  την κλειστή επιφάνεια S ′  

1
4b

V So

ddV
R R

φ
πε ′ ′

 ′ ′∇ ⋅ ⋅  ′ = − +   
⌠⌠⌠ ⌠⌠
⌡⌡⌡ ⌡⌡

P P S  

ΙΙΙ.5 
Πυκνότητα ισοδύναµου συστήµατος 
φορτίων χωρικά διανεµηµένων στον κενό 
ύλης όγκο V ′  

bρ = −∇⋅P  

ΙΙΙ.6 
Πυκνότητα ισοδύναµου συστήµατος 
φορτίων επιφανειακά διανεµηµένων στην 
επιφάνεια S ′  

0sb nPρ = = ⋅P n  

ΙΙΙ.7 
Το δυναµικό στον χώρο ισούται µε το 
άθροισµα του δυναµικού των αληθινών 
φορτίων και των φορτίων πόλωσης 

0 bφ φ φ= +  

ΙΙΙ.8 

Το δυναµικό πεδίου που οφείλεται σε µη 
οµογενές διηλεκτρικό. nP  και nP ′  είναι οι 
κάθετες συνιστώσες του διανύσµατος της 
πόλωσης στις δύο όψεις των διαχωριστικών 
επιφανειών των περιοχών S ′  

( )1
4

n n
b

V So

P P
dV dS

R R
φ

πε ′ ′

 ′+∇⋅ ′ ′= − +  
⌠⌠⌠⌠⌠

⌡⌡⌡ ⌡⌡
P  

ΙΙΙ.9 

Πυκνότητα φορτίων πόλωσης στη 
διαχωριστική επιφάνεια δύο διαφορετικών 
διηλεκτρικών υλικών (Η φορά των 

′ ′0 0P, P , n , n  από το αντίστοιχο µέσο προς 
τη διαχωριστική επιφάνεια). 

0 0sb n nP Pρ ′ ′ ′= + = ⋅ + ⋅P n P n  

ΙΙΙ.10 

∆υναµικό υφιστάµενου πεδίου κατά την 
παρουσία διηλεκτρικού (όπου ρ  και sρ  
είναι οι πυκνότητες των αληθινών χωρικών 
και επιφανειακών φορτίων) 

0
0

( )1
4

( )

b
b

V

s sb

S

dV
R

dS
R

ρ ρφ φ φ
πε

ρ ρ
′

′

 + ′= + = 
+ ′+ 

⌠⌠⌠
⌡⌡⌡

⌠⌠
⌡⌡

 

ΙΙΙ.11 Πυκνότητα ισοδύναµου συστήµατος χωρικά 
διανεµηµένων φορτίων (ελεύθερα φορτία) f bρ ρ ρ= +  

III Η ΥΛΗ ΣΤΟ ΠΕ∆ΙΟ 
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ΙΙΙ.12 Πυκνότητα ισοδύναµου συστήµατος 
επιφανειακά διανεµηµένων φορτίων sf s sbρ ρ ρ= +  

ΙΙΙ.13 Το σύνολο των φορτίων πόλωσης είναι ίσο 
µε µηδέν 

0bQ =  

 
 

ΤΑ ΠΕ∆ΙΑΚΑ ΜΕΓΕΘΗ ΣΕ ∆ΙΗΛΕΚΤΡΙΚΑ ΜΕΣΑ 
 

ΙΙΙ.14 Ο νόµος του Gauss σε διηλεκτρικά µέσα 
1
( )b

o

ρ ρ ρ
ε

∇⋅ = + ⇒ ∇⋅ =E D  

ΙΙΙ.15 Το διάνυσµα της διηλεκτρικής µετατόπισης oε= +D E P  

ΙΙΙ.16 

Σχέσεις µεταξύ των διανυσµάτων , ,P E D  
σε γραµµικά ισότροπα διηλεκτρικά υλικά, 
(όπου ex  η ηλεκτρική (ή διηλεκτρική) 
επιδεκτικότητα του υλικού) 

e ox ε=P E  

0 0 0(1 )e ex xε ε ε ε= + = + =D E E E E  

ΙΙΙ.17 Σχετική διηλεκτρική σταθερά του υλικού 1r exε = +  

ΙΙΙ.18 Σχέση µεταξύ των διανυσµάτων D  και P  0
0

1
1

e r r
r

e e r

x
x x

ε ε εε ε
ε ε ε

+= = = = =
− −

D E P P P P  

 
 

ΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΣΤΗ ∆ΙΑΧΩΡΙΣΤΙΚΗ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ ∆ΥΟ ∆ΙΗΛΕΚΤΡΙΚΩΝ 
 

ΙΙΙ.19 

Οριακές συνθήκες στη διαχωριστική 
επιφάνεια για την ηλεκτρική πεδιακή 
ένταση και τη διηλεκτρική µετατόπιση 
(φορά του διανύσµατος 0n  από το µέσο 1  
προς το µέσο 2 ) 

1 2t tE E=  

2 1 2 1n n n n( )s o sfD D E Eρ ε ρ− = ⇒ − =  

ΙΙΙ.20 Οριακή συνθήκη στη διαχωριστική 
επιφάνεια για την πόλωση 1 2n n sbP P ρ− =  

ΙΙΙ.21 

Οριακές συνθήκες στην περίπτωση που το 
µέσο 1  είναι αγώγιµο, ενώ το µέσο 2  
διηλεκτρικό µε διηλεκτρική σταθερά 

0rε ε ε=  

n sD ρ=  
n sbP ρ= −  

0 n sfEε ρ=  

ΙΙΙ.22 Σχέση µεταξύ sbρ  και sρ  
1o r

sb n n s
r

P D
ε ε ερ ρ
ε ε
− −= − = − = −  

ΙΙΙ.23 Σχέση µεταξύ sfρ  και sρ  0
n n s

sf
r r

D D ρρ ε
ε ε ε

= = =  
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ΙΙΙ.24 Σχέση µεταξύ bρ  και ρ  
1r

b
r

ερ ρ
ε
−= −  

ΙΙΙ.25 Σχέση µεταξύ των ρ , fρ  και bρ  1
b

f b
r r

ρρρ ρ ρ
ε ε

= + = = −
−

 

ΙΙΙ.26 Πυκνότητα των δέσµιων φορτίων σε µη 
οµογενές διηλεκτρικό 02

1 ( ) 1 ( )r r r r
b

r r r r

ε ε ε ερ ρ ρ ε
ε ε ε ε
− ⋅∇ − ⋅∇= − − = − −D E  

ΙΙΙ.27 Πυκνότητα των ελεύθερων φορτίων σε µη 
οµογενές διηλεκτρικό 

0 ( )r
f b

r

ρ ε ερ ρ ρ
ε

− ⋅∇= + = E  

 
 

ΠOΛΩΣΗ ∆ΙΗΛΕΚΤΡΙΚΟΥ ΣΤΟ ΠΕ∆ΙΟ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΠΥΚΝΩΤΗ 
 

ΙΙΙ.28 
∆ιηλεκτρική µετατόπιση 

0 0sρ= =D D x  

ΙΙΙ.29 
Ηλεκτρική πεδιακή ένταση 

0
0

0

s

r r

ρ
ε ε ε ε

= = = EDE x  

 

 
 

ΙΙΙ.30 Πόλωση 0 0 0
1 1

( )r r
s

r r

ε ε ρ ε
ε ε
− −= = = −P D x E E  

ΙΙΙ.31 Πυκνότητα των δέσµιων φορτίων στην 
αριστερή πλάκα 0x =  

1r
sb s

r

ερ ρ
ε
−= −  

ΙΙΙ.32 Πυκνότητα των ελεύθερων φορτίων στην 
αριστερή πλάκα 0x =  

s
sf s sb

r

ρρ ρ ρ
ε

= + =  

ΙΙΙ.33 Πυκνότητα χωρικών φορτίων πόλωσης 0bρ = −∇⋅ =P  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

0E
0D

0 0=P

0ε ε=

Q−

x
d

Q+ Q+  0E
0D  

0rε ε ε=  

Q−

x
d  

P  
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∆ΥΟ ∆ΙΗΛΕΚΤΡΙΚΑ ΣΤΡΩΜΑΤΑ ΜΕΤΑΞΥ ΤΩΝ ΟΠΛΙΣΜΩΝ ΣΦΑΙΡΙΚΟΥ ΠΥΚΝΩΤΗ 
 

ΙΙΙ.34 
∆ιηλεκτρική µετατόπιση 

24 o
Q
rπ

=D r , ( )a r b< <  

ΙΙΙ.35 

Ηλεκτρική πεδιακή ένταση 

1 02
1 14

Q
rε πε

= =DE r , ( )a r c< <  

2 02
2 24

Q
rε πε

= =DE r , ( )c r b< <   

ΙΙΙ.36 Πόλωση 

1 0 1 0
1 02

1 1

( )
4
Q

r
ε ε ε ε
ε πε
− −= =P D r , ( )a r c< <  

2 0 2 0
2 02

2 2

( )
4
Q

r
ε ε ε ε
ε πε
− −= =P D r , ( )c r b< <  

ΙΙΙ.37 Επιφανειακές πυκνότητες των φορτίων 
πόλωσης στις επιφάνειες των δύο οπλισµών 

1 0
1 2

1

( )
( )

4sb
Q

r a
a

ε ερ
πε
−= = −  

2 0
2 2

2

( )
( )

4sb
Q

r b
b

ε ερ
πε
−= =  

ΙΙΙ.38 
Επιφανειακές πυκνότητες των φορτίων 
πόλωσης στις δύο όψεις της διαχωριστικής 
επιφάνειας των δύο υλικών 

1 0
1 2

1

( )
( )

4sb
Q

r c
c

ε ερ
πε
−= =  

2 0
2 2

2

( )
( )

4sb
Q

r c
c

ε ερ
πε
−= = −  

ΙΙΙ.39 
Επιφανειακές πυκνότητες των ελεύθερων 
φορτίων στις τρεις διαχωριστικές 
επιφάνειες 

1
2

1 1

( )
( )

4
s

sf
r r

r aQr a
a

ρρ
πε ε

== = =  

2
2 1

1 1
( )

4sf
r r

Q
r c

c
ρ

π ε ε
  = = −   

 

2
2

2 2

( )
( )

4
s

sf
r r

r bQ
r b

b
ρρ

πε ε
== = − =  

 
 

ΠOΛΩΣΗ ∆ΙΗΛΕΚΤΡΙΚΟΥ ΣΤΟ ΠΕ∆ΙΟ ΚΥΛΙΝ∆ΡΙΚΟΥ ΠΥΚΝΩΤΗ 
ΜΕ ΜΗ ΟΜΟΓΕΝΕΣ ∆ΙΗΛΕΚΤΡΙΚΟ 

 

ΙΙΙ.40 
∆ιηλεκτρική σταθερά 

0 0( ) ( )r
br r
r

ε ε ε ε= =  

ΙΙΙ.41 
∆ιηλεκτρική µετατόπιση 

02
Q
rπ

=D r  

ΙΙΙ.42 
Ηλεκτρική πεδιακή ένταση 

0
0( ) 2
Q

r bε πε
= =DE r  

 

ΙΙΙ.43 Πόλωση 0
1

2
r

r

Q b r
b r

ε
ε π
− −= =P D r  

a
r  

b
 

( )rε ε=

Q−
Q+

αγωγός 

(1)

(2)

a
c

b
 

1 1 0rε ε ε=
2 2 0rε ε ε=  

Q−
Q+  

αγωγός

αγωγός 
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ΙΙΙ.44 Επιφανειακές πυκνότητες των φορτίων 
πόλωσης στις επιφάνειες των δύο οπλισµών 

( )
( )

2sb
Q b a

r a
ab

ρ
π
−= = −  

( ) 0sb r bρ = =  

ΙΙΙ.45 Πυκνότητα χωρικών φορτίων πόλωσης 
2b
Q
br

ρ
π

=  

ΙΙΙ.46 Πυκνότητα των αληθινών χωρικών φορτίων 
( )1 0
rD

r r
ρ ∂= − =

∂
 

ΙΙΙ.47 Πυκνότητες για τα ελεύθερα φορτία 

( ) ( ) ( )
2sf s sb
Qr a r a r a
b

ρ ρ ρ
π

= = = + = =  

2f b b
Q
br

ρ ρ ρ ρ
π

= + = =  

( ) ( ) ( ) ( )
2sf s sb s
Qr b r b r b r b
b

ρ ρ ρ ρ
π

= = = + = = = = −  

 
 

∆ΥΝΑΜΕΙΣ ΣΕ ∆ΙΗΛΕΚΤΡΙΚΑ ΥΛΙΚΑ 
 

ΙΙΙ.48 
Πυκνότητα δύναµης που ασκείται στα 
χωρικά διανεµηµένα φορτία (αληθινά και 
πόλωσης) σε διηλεκτρικό υλικό 

0( ) ( )r
r r

f
ερρ ε

ε ε
= − ∇⋅ = − ⋅∇E P E E E E  

ΙΙΙ.49 Πυκνότητα δύναµης που ασκείται σε 
πολωµένο διηλεκτρικό 

2
0

1( ) ( ) ( )
2

df E
dV

ρ ρ ε ε= = + ⋅ ∇ = + − ∇F E P E E  

ΙΙΙ.50 
Το διάνυσµα της µηχανικής τάσης που 
εκφράζει την ανά µονάδα επιφανείας 
δύναµη 

2
0 0 0

1( )
2nT Eε  = ⋅ − 

  
n E E n  

ΙΙΙ.51 Το µέτρο του διανύσµατος της τάσης 21
2nT Eε=  

ΙΙΙ.52 
Πίεση κάθετα στη διαχωριστική επιφάνεια 
δύο διηλεκτρικών (φορά από το µέσο 2  
προς το µέσο 1 ) 

( ) 2
21 2 1 1 0

1
2

ε ε= − Εp n  
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ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΟΥ ΚΑΤΟΠΤΡΙΣΜΟΥ  

 
 

Φορτίο πάνω από αγώγιµο επίπεδο 

 

ΙV.1 Τιµή και θέση του κατοπτρικού φορτίου  q q′ = − ,       h h′ =  

ΙV.2 ∆ύναµη ασκούµενη στο φορτίο από το 
αγώγιµο επίπεδο 

2

0216
q
hπε

= −F z  

  

Φορτίο έξω από αγώγιµη σφαίρα 

 

ΙV.3 
Λόγος αποστάσεων σηµείων µηδενικού 
δυναµικού από τα φορτία (Απολλώνεια 
σφαίρα) 

1

2

.
r q k const
r q
= − = =

′
 

ΙV.4 
Τιµή του κατοπτρικού φορτίου και 
απόστασή του από το κέντρο της 
σφαίρας 

Rq q
d

′ = − ,      
2Rb
d

=  

  

∆ύο ίσοι, παράλληλοι, φορτισµένοι κύ-
λινδροι απείρου µήκους µε ίσα και αντί-

θετα φορτία 

 

ΙV.5 ∆ιαφορά δυναµικού µεταξύ των αγωγών 
2 2

lnl h h RU
R

ρ
πε

 + −  =    
 

ΙV.6 Ανά µονάδα µήκους χωρητικότητα του 
συστήµατος 

2 2

ln

lC
U h h R

R

ρ πε= =  + −       

 

IV ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 
ΤΟΥ ΗΛΕΚΤΡΟΣΤΑΤΙΚΟΥ ΠΕ∆ΙΟΥ 

q

σ→∞ 

ε
h

⇔
h

q 

h′ 
q′ 

ε 
ε 

oz

R R 

h h 

α αβ β 

+ρl -ρl 

oŷ

⇔
R

q

d

R 
q

d 

q′ 
r1r2 

b 
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ΙV.7 
∆ιαφορά δυναµικού µεταξύ των αγωγών 
( )h R  

2lnl hU
R

ρ
πε

 =   
 

ΙV.8 
Ανά µονάδα µήκους χωρητικότητα του 
συστήµατος ( )h R  

2ln

lC
hU
R

ρ πε= =     

 

  

Φορτισµένος κύλινδρος παράλληλος 
προς αγώγιµο επίπεδο 

 

ΙV.9 ∆υναµικό του κυλίνδρου ως προς το 
αγώγιµο επίπεδο 

2 2

ln
2
l h h RU

R
ρ
πε

 + −  =    
 

ΙV.10 Ανά µονάδα µήκους χωρητικότητα του 
συστήµατος 

2 2

2

ln

lC
U h h R

R

ρ πε= =  + −       

 

ΙV.11 
∆υναµικό του κυλίνδρου ως προς το 
αγώγιµο επίπεδο ( )h R   

2ln
2
l hU

R
ρ
πε

 =   
 

ΙV.12 
Ανά µονάδα µήκους χωρητικότητα του 
συστήµατος ( )h R  

2
2ln

lC
hU
R

ρ πε= =     

 

  

Φορτίο κοντά στη διαχωριστική 
επιφάνεια δύο διηλεκτρικών µέσων 

 

ΙV.13 Τιµές κατοπτρικών φορτίων 1 2

1 2

q q
ε ε
ε ε

−′ =
+

,        2

1 2

2
q q

ε
ε ε

′′ =
+

 

  

Γραµµικό φορτίο κοντά στη διαχωρι-
στική επιφάνεια δύο διηλεκτρικών 

µέσων 

 

ΙV.14 Γραµµικές πυκνότητες ειδώλων 1 2

1 2
l l

ε ερ ρ
ε ε

−′ =
+

,        2

1 2

2
l l

ερ ρ
ε ε

′′=
+

 

 

h
1ε

2ε

h
1ε

1ε
⇔

h  
2ε  
2ε  +

lρ lρ

lρ ′

lρ ′′  

h
1ε

2ε

h
1ε  
1ε  ⇔

h  
2ε

2ε
+  

q q

q ′

q ′′  

σ→∞

h
R

ε
ρl ρl 

R 

R 

h 

h′ 
ρl′ 

⇔
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ΕΞΙΣΩΣΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ – ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ OHM 
 

V.1 Ένταση ηλεκτρικού ρεύµατος και 
πυκνότητα ρεύµατος S S

I d dS= ⋅ = ⋅∫∫ ∫∫J S J n  

V.2 Εξίσωση συνέχειας της ηλεκτρικής ροής 0
t

∂ρ
∂

∇ ⋅ + =J  

V.3 Εξίσωση συνέχειας της ηλεκτρικής ροής 
στη µόνιµη κατάσταση 

0d⋅ =∫∫ J S    (ολοκληρωτική µορφή)  

0∇⋅ =J    (διαφορική µορφή) 

V.4 Νόµος του Ohm (σηµειακή διατύπωση) σ=J E  

 
 

ΗΛΕΚΤΡΕΓΕΡΤΙΚΗ ∆ΥΝΑΜΗ – ΗΛΕΚΤΡΙΚΗ ΑΝΤΙΣΤΑΣΗ 
 

V.5 Νόµος του Ohm (µακροσκοπική 
διατύπωση) 

V RI=  

V.6 
Ηλεκτρική αντίσταση αγωγού 
αγωγιµότητας σ , µήκους l  και 
διατοµής S  

1V lR
I Sσ

= =  

V.7 Συνολική αντίσταση n  αντιστάσεων 
συνδεδεµένων σε σειρά 1 2

1

...
n

n i
i

R R R R R
=

= + + + = ∑  

V.8 Συνολική αντίσταση n  αντιστάσεων 
συνδεδεµένων παράλληλα 

1

1

1n

i i

R
R

−

=

  =    ∑  

V.9 

Ηλεκτρεγερτική δύναµη E . 
t s= +E E E , όπου sE  η 

“ηλεκτροχωριστική” πεδιακή ένταση της 
πηγής. 

( )

( )
s s t

C C
d d d

+

−
= ⋅ = ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫E l E l E lE  

V.10 
Ηλεκτρική τάση στην έξοδο πηγής µε 
εσωτερική αντίσταση r  και αντίσταση 
εξωτερικού φορτίου R  

( )I R r= +E  

V.11 Νόµος ρευµάτων του Kirchhoff 
1

0
n

i
i

I
=

=∑  

V ΗΛΕΚΤΡΙΚΟ ΠΕ∆ΙΟ ΡΟΗΣ 
ΜΟΝΙΜΩΝ ΡΕΥΜΑΤΩΝ 
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V.12 
Νόµος τάσεων του Kirchhoff (όπου n  ο 
αριθµός των πηγών και k  ο αριθµός των 
αντιστάσεων του βρόχου) 1 1 1

n k n

i i i i i
i i i

I R I r
= = =

= +∑ ∑ ∑E  

V.13 Ηλεκτρική αντίσταση αγωγού 
µεταβλητής διατοµής 

( )1 l

S

dV
R

I dσ

⋅
= =

⋅

∫
∫∫

E l

E S
 

V.14 
Χρόνος χαλάρωσης T  µέσου µε 
διηλεκτρική σταθερά ε  και 
αγωγιµότητα σ  

RC Tε
σ

= =  

V.15 
Υπολογισµός ηλεκτρικής αντίστασης µε 
βάση τις αντιστάσεις µεταξύ απειροστά 
γειτονικών ισοδυναµικών επιφανειών  

1

2 3

2 30
1

l

S

du
R h h

du du
h

σ=
⌠
 ⌠⌠⌡ ⌡⌡

 

V.16 
Υπολογισµός ηλεκτρικής αντίστασης µε 
βάση τις αντιστάσεις των απειροστών 
ρευµατικών σωλήνων 

2 3

1
1

0 2 3

1

l

S

R
du du
h du
h hσ

=
⌠⌠
 ⌠⌡⌡ ⌡

 

V.17 Νόµος του Joule – Ισχύς απωλειών λόγω 
θερµότητας 

dPp
dV

σ
σ
⋅= = ⋅ = ⋅ = J JJ E E E  

 
 

ΕΞΙΣΩΣΗ LAPLACE – ΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ 
 

V.18 ∆ιαφορική εξίσωση Laplace για το πεδίο 
ροής µονίµων ρευµάτων 

2 0φ φ∇⋅∇ =∇ =  

V.19 Οριακές συνθήκες σε διαχωριστική 
επιφάνεια 

1 2 0( ) 0− ⋅ =J J n   ⇒  
1 2n nJ J=  

( )1 2 0 0− × =E E n   ⇒  1 2t t

1 2

J J
σ σ
=  

V.20 Οριακές συνθήκες σε διαχωριστική 
επιφάνεια κατά το µεταβατικό φαινόµενο 1 2n n

sJ J
t

∂ρ
∂

− =  

 
 

ΓΕΙΩΤΕΣ 
 

Σφαιρικός Γειωτής ακτίνας α r 

σ
Ι  

V.21 Συνάρτηση δυναµικού ( )
4
Ir
r

φ
πσ

=  

V.22 Τάση διάβασης 0 4
IU
aπσ

=  



V – ΗΛΕΚΤΡΙΚΟ ΠΕ∆ΙΟ ΡΟΗΣ ΜΟΝΙΜΩΝ ΡΕΥΜΑΤΩΝ 

 18

V.23 Αντίσταση διάβασης γειωτή 0
1
4

R
aπσ

=  

   

Ηµισφαιρικός Γειωτής ακτίνας α 

 

rσ
Ι 

σ=0

 

V.24 Συνάρτηση δυναµικού ( )
2
Ir
r

φ
πσ

=  

V.25 Τάση διάβασης 0 2
IU
aπσ

=  

V.26 Αντίσταση διάβασης γειωτή 0
1
2

R
aπσ

=  

   

Ελλειψοειδής Γειωτής 

l
 

x 

σ
Ι 

y

α α
l l

 

V.27 Συνάρτηση ∆υναµικού 
( )

( )

2 2

2 2
( , ) ln

8
x l x l yIx y

l x l x l y
φ

πσ

 + + + + =  
 − + − +  

 

V.28 Τάση ∆ιάβασης 0 ln
8
I a lU
l a lπσ

 + =   −
 

V.29 Αντίσταση διάβασης γειωτή 0
1 ln
8

a lR
l a lπσ

 + =   −
 

  

Ηµιελλειψοειδής Επιφανειακός Γειωτής 
(οι ίδιες σχέσεις ισχύουν και για  
τον κατακόρυφο µε απλή αλλαγή  
αξόνων (όπου x θέτουµε y και  

όπου y θέτουµε το -x)) 

l
 

x 

σ
Ι 

y

α α
l l

σ=0

 

V.30 Συνάρτηση δυναµικού 
( )

( )

2 2

2 2
( , ) ln

4
x l x l yIx y

l x l x l y
φ

πσ

 + + + + =  
 − + − +  

 

V.31 Τάση διάβασης 0 ln
4
I a lU
l a lπσ

 + =   −
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V.32 Αντίσταση διάβασης γειωτή 0
1 ln
4

a lR
l a lπσ

 + =   −
 

   

Σωληνωτός Γειωτής 

l
 

x 

σ
Ι 

y

l l

d

 

V.33 Συνάρτηση δυναµικού 
( )

( )

2 2

2 2
( , ) ln

8
x l x l yIx y

l x l x l y
φ

πσ

 + + + + =  
 − + − +  

 

V.34 Τάση διάβασης 
2 2

0 2 2

4
ln

8 4

l l dIU
l l l dπσ

 + +   =   − + +  
 

V.35 Αντίσταση διάβασης γειωτή 
2 2

0 2 2

41 ln
8 4

l l d
R

l l l dπσ

 + +   =   − + +  
 

V.36 Τάση διάβασης (για 2d l ) 0
4ln

4
I lU
l dπσ

 ≅   
 

V.37 Αντίσταση διάβασης γειωτή (για 2d l ) 0
1 4ln
4

lR
l dπσ

 ≅   
 

   

Επιφανειακός Σωληνωτός Γειωτής 

 
 

x

σ
Ι

y 

l

l

σ=0

d

 

V.38 Συνάρτηση δυναµικού 
( )

( )

2 2

2 2
( , ) ln

4
x l x l yIx y

l x l x l y
φ

πσ

 + + + + =  
 − + − +  

 

V.39 Τάση διάβασης 
2 2

0 2 2

4
ln

4 4

l l dIU
l l l dπσ

 + +   =   − + +  
 

V.40 Αντίσταση διάβασης γειωτή 
2 2

0 2 2

41 ln
4 4

l l d
R

l l l dπσ

 + +   =   − + +  
 

V.41 Τάση διάβασης (για d l ) 0
4ln

2
I lU
l dπσ

 ≅   
 

V.42 Αντίσταση διάβασης γειωτή (για d l ) 0
1 4ln
2

lR
l dπσ

 ≅   
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΤΟΥ ΠΕ∆ΙΟΥ 
 

VΙ.1 Πυκνότητα ενέργειας του ηλεκτρικού 
πεδίου σε γραµµικό και ισότροπο µέσο 

21
2ew Eε=  

VΙ.2 Πυκνότητα ενέργειας του µαγνητικού 
πεδίου σε γραµµικό και ισότροπο µέσο 

21
2mw Hµ=  

VΙ.3 
Πυκνότητα ενέργειας του 
ηλεκτροµαγνητικού πεδίου σε γραµµικό 
και ισότροπο µέσο 

2 21 1
2 2

w E Hε µ= +  

VΙ.4 

Ειδική ισχύς απωλειών Joule όπου 
T /ε σ=  είναι η χρονική σταθερά 
χαλάρωσης γραµµικού και ισότροπου 
µέσου 

2 2
tp E Eεσ= =

Τ
  

VΙ.5 Πυκνότητα διαδιδόµενης ισχύος 
(πραγµατικό διάνυσµα Poynting) = ×P E H  

VΙ.6 Πυκνότητα ενέργειας του ηλεκτρικού 
πεδίου σε µη γραµµικό µέσο 0

ew d= ⋅∫
D
E D  

VΙ.7 Πυκνότητα ενέργειας του µαγνητικού 
πεδίου σε µη γραµµικό µέσο 0

mw d= ⋅∫
B
H B  

VΙ.8 

Ειδική ισχύς απωλειών Joule όπου 
T /ε σ=  είναι η χρονική σταθερά 
χαλάρωσης ανοµοιογενούς, ανισότροπου 
ή µη γραµµικού µέσου 

EJ ⋅=tp  

 
 

ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ MAXWELL 
 

VΙ.9 
Εξίσώση στροφής της έντασης του 
ηλεκτρικού πεδίου (1η εξίσωση 
Maxwell) t

∂∇× = −
∂
BE  

VΙ.10 
Εξίσώση στροφής της έντασης του 
µαγνητικού πεδίου (2η εξίσωση 
Maxwell) t

∂∇× = +
∂
DH J  

VΙ.11 Καταστατικές εξισώσεις 
ε=D E  
µ=B H  
σ=J E  

VI ΤΟ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕ∆ΙΟ 
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VΙ.12 Εξίσωση απόκλισης της µαγνητικής 
επαγωγής (3η εξίσωση Maxwell) 0∇⋅ =B  

VΙ.13 Εξίσωση απόκλισης της διηλεκτρικής 
µετατόπισης (4η εξίσωση Maxwell) 

ρ∇⋅ =D  

VΙ.14 Μαγνητική ροή που διέρχεται από 
επιφάνεια S S

dΦ = ⋅∫∫ B S  

VΙ.15 Ολοκληρωτική µορφή της 3ης εξίσωσης 
Maxwell 

0
S
d⋅ =∫∫ B S  

VΙ.16 Νόµος του Gauss (ολοκληρωτική µορφή 
της 4ης εξίσωσης Maxwell) S

d Q⋅ =∫∫ D S  

VΙ.17 Εξίσωση συνέχειας 0
t
ρ∂∇⋅ + =

∂
J  

VΙ.18 Εξίσωση συνέχειας για χρονικά 
αµετάβλητες καταστάσεις  0∇⋅ =J  

 
 

ΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΣΕ ∆ΙΑΧΩΡΙΣΤΙΚΕΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ 
 

VΙ.19 

Συνέχεια της κάθετης στην επιφάνεια 
συνιστώσας της µαγνητικής επαγωγής 
( 0n  µοναδιαίο κάθετο στην επιφάνεια 
διάνυσµα µε κατεύθυνση από το µέσο 1  
προς το µέσο 2 ) 

( )2 1 0 0− ⋅ =B B n   ή  
2 1n nB B=  

VΙ.20 
∆ιαφορά των κάθετων στην επιφάνεια 
(µε επιφανειακά φορτία) συνιστωσών 
της διηλεκτρικής µετατόπισης 

( )2 1 0 sρ− ⋅ =D D n   ή  
2 1n n sD D ρ− =  

VΙ.21 
Συνέχεια της εφαπτοµενικής στην 
επιφάνεια συνιστώσας της έντασης του 
µαγνητικού πεδίου 

( )0 1 2× − =n E E 0   ή  
1 2t t 0E E− =  

VΙ.22 

∆ιαφορά των εφαπτοµενικών στην 
επιφάνεια (µε επιφανειακά ρεύµατα) 
συνιστωσών της έντασης µαγνητικού 
πεδίου 0 0 0= ×t nκ ,  0t : µοναδιαίο 
εφαπτοµενικό διάνυσµα 

( )0 2 1× − =n H H K   ή  
1 2t tH H− = ⋅ 0K κ  

VΙ.23 

∆ιαφορά των εφαπτοµενικών στην 
επιφάνεια (για απουσία επιφανειακών 
ρευµάτων) συνιστωσών της έντασης 
µαγνητικού πεδίου 

( )0 2 1× − =n H H 0   ή  
1 2t tH H=  
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ΝΟΜΟΣ ΤΗΣ ∆ΥΝΑΜΗΣ LORENZ 
 

VΙ.24 Νόµος της δύναµης Lorenz σε σηµειακή 
µορφή ( )ρ= + ×f E Bυ  

VΙ.25 Νόµος της δύναµης Lorenz σε 
ολοκληρωτική µορφή 

( )
V V
dV dVρ= + ×∫∫∫ ∫∫∫f E Bυ  
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ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ AMPERE – ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
 

VII.1 Νόµος του Ampère  
∇× =H J    (διαφορική µορφή) 

C
d I⋅ =∫ H l     (ολοκληρωτική µορφή) 

VII.2 Ένταση µαγνητικού πεδίου ευθύγραµµου 
αγωγού αµελητέας διατοµής 02

I
rπ

=H ϕ  

VII.3 
Ένταση µαγνητικού πεδίου ευθύγραµµου 
αγωγού κυκλικής διατοµής µε σταθερή 
πυκνότητα ρεύµατος 

r a≥ : 02
I
rπ

=H ϕ   

r a≤ : 022
Ir
aπ

=H ϕ  

VII.4 Ένταση µαγνητικού πεδίου οµοαξονικού 
καλωδίου 

 r a≤ : 022
Ir
aπ

=H ϕ  

 b r a≥ ≥ : 02
I
rπ

=H ϕ  

 c r b≥ ≥ : 
2 2

02 22
I c r
r c bπ

−=
−

H ϕ  

 r c≥ : =H 0  

 
 

ΜΑΓΝΗΤΙΚΑ ∆ΥΝΑΜΙΚΑ – ΜΑΓΝΗΤΙΚΗ ΡΟΠΗ 
 

VII.5 Βαθµωτό µαγνητικό δυναµικό mφ= −∇H  

VII.6 ∆ιανυσµατικό µαγνητικό δυναµικό = ∇×B A  

VII.7 ∆ιανυσµατική εξίσωση Poisson 

2 µ∇ = −A J    (διαφορική µορφή) 

4
Id
r

µ
π

= ⌠
⌡

lA    (ολοκληρωτική µορφή) 

VII.8 Μαγνητική ροπή 
1
2 V

dV′= ×∫∫∫M r J  

VII.9 Σχέση µαγνητικής ροπής και 
διανυσµατικού µαγνητικού δυναµικού 34 r

µ
π

×= M rA  

VII.10 Σχέση µαγνητικής ροπής και µαγνητικής 
επαγωγής 

( )
5 3

3
4 r r
µ
π
 ⋅ = −  

M r r MB  

VII ΜΑΓΝΗΤΟΣΤΑΤΙΚΟ ΠΕ∆ΙΟ 
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VII.11 Μαγνητική ροπή κυκλικού βρόχου 2
0a Iπ=M z  

 
 

ΝΟΜΟΣ BIOT-SAVARD 
 

VII.12 Νόµος των Biot-Savard 34 V
dV

r
µ
π

×= ⌠⌠⌠
⌡⌡⌡

J rB  

VII.13 Νόµος των Biot-Savard για 
συρµατόµορφο αγωγό 34 C

I d
r

µ
π

×= ⌠
⌡

l rB  

VII.14 Στοιχειώδης νόµος των Biot-Savart για 
συρµατόµορφο αγωγό 34

I dd
r

µ
π
×= l rB  

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
 

A.  Πεδίο ευθύγραµµου αγωγού πεπερασµένου µήκους 

VII.15 

Μαγνητικό διανυσµατικό δυναµικό 
 

0 1 1

2 2

ln
4
I z z R

z z R
µ
π

 − +  =    − +  0A z  

VII.16 

Μαγνητική επαγωγή 
 

( ) ( )
0

0
1 1 1 2 2 24

I r r
R z z R R z z R

µ
π

 
 =− − − + − +  

B ϕ  

( )0
1 2 0cos cos

4
I
r
µ θ θ
π

= −B ϕ  

 
 

Β.  Πεδίο αγώγιµης λωρίδας 

VII.17 

Πεδίο αγώγιµης λωρίδας πλάτους 2l  και 
επιφανειακής κατανοµής ρεύµατος sI  

( )
( )

22
0

22

1 ln
2 2

arctan arctan

s x l yI
x l y

y l y l
x x

µ
π

   + −  =    + +   
 − + − −     

0

0

B x

y

 

VII.18 

Πεδίο αγώγιµης λωρίδας πλάτους 2l  και 
επιφανειακής κατανοµής ρεύµατος sI  µε l → ∞  

0

2
sI x
x

µ= 0B y  

 

x

y

L

C  
z

ll

y ′
r

( , , 0)P x y  

0d dB=B ϕ
dy ′

0s sI=I z

x

B

z

y

( , , )P r zϕ

r  
O

ϕ

2θ

θ

1θ
I

0zA=A z  
P ′

0Bϕ=B ϕ

0ϕ  

z ′
A

1z

l
2z

dz ′

2R  

1R  R
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Γ.  Πεδίο κυκλικού βρόχου ακτίνας α << r 

VII.19 
Μαγνητικό διανυσµατικό δυναµικό 

2
0

02

sin
4
Ia

r
µ θ=A ϕ  

VII.20 
Μαγνητική επαγωγή 

( )
2

0
0 02 2 cos sin

4
Ia
r
µ θ θ= +B r θ  

VII.21 

Πεδίο στον άξονα του κυκλικού βρόχου 

( )
2

0
3 /22 22

Ia

a z

µ=
+

0B z  

VII.22 
Πεδίο στο κέντρο του κυκλικού βρόχου 

0

2
I
a
µ= 0B z  

 

 
 

 

∆.  Πεδίο σωληνοειδούς 

VII.23 

Πεδίο στον άξονα σωληνοειδούς µήκους l  

( )
02 2 222

NI z l z
l a z a l z

µ  −= + 
 + + −  

B z  

VII.24 
Πεδίο στο κέντρο σωληνοειδούς µήκους l  

2 24
NI

a l

µ=
+

0B z  

VII.25 

Πεδίο στο κέντρο σωληνοειδούς πολύ µεγάλου 
µήκους l  

NI
l
µ≅ 0B z  

VII.26 
Πεδίο στα άκρα σωληνοειδούς µήκους l 

2 22
NI

a l

µ=
+

0B z  

VII.27 

Πεδίο στα άκρα σωληνοειδούς πολύ µεγάλου 
µήκους l  

2
NI
l
µ≅ 0B z  

 

 
 

ΜΑΓΝΗΤΙΚΗ ΡΟΗ – ΑΥΤΕΠΑΓΩΓΗ 
 

VII.28 Μαγνητική ροή 
S C
d dΦ = ⋅ = ⋅∫∫ ∫B S A l  

VII.29 Πεπλεγµένη µαγνητική ροή από πηνίο 
N  σπειρών NΨ = Φ  

z

l

a

I

N  ελίγµατα E

M

B  
s
NII
l

=

P  
2θ  

1θ  

O  

z

dz ′

z ′

x

z

y

(0, 0, )P z  

zdB
ω

I
0d adϕ′ ′=l ϕ

z
R

dB  

a

ϕ ′
dϕ′
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VII.30 Συντελεστής αυτεπαγωγής L
I
Ψ=  

VII.31 
Αυτεπαγωγή δακτυλιοειδούς πηνίου 
ορθογωνικής διατοµής (ύψος d , εσω-
τερική ακτίνα α, εξωτερική ακτίνα b ) 

2

ln
2
N d bL

a
µ

π
 =   

 

VII.32 

Αυτεπαγωγή δακτυλιοειδούς πηνίου 
κυκλικής διατοµής (ύψος d , εµβαδόν 
διατοµής S , απόσταση άξονα πηνίου – 
κέντρου δακτυλίου mr ) 

2

2 m

N SL
r

µ
π

=  

VII.33 Αυτεπαγωγή σωληνοειδούς µεγάλου 
µήκους l  

2 2N aL
l

µ π=  

VII.34 
Αυτεπαγωγή οµοαξονικού καλωδίου   
(a : ακτίνα εσωτερικού αγωγού και b : 
εσωτερική ακτίνα εξωτερικού αγωγού) 

εξωτερική :  0 ln
2e

bL
a

µ
π

 =   
  

εσωτερική :  0

8iL
µ
π

=  

VII.35 

Αυτεπαγωγή γραµµής δύο παράλληλων 
κυλινδρικών αγωγών (d : απόσταση των 
αξόνων των 2 αγωγών και α: ακτίνα 
κάθε αγωγού) 

0 lne
d aL
a

µ
π

 − =   
 

VII.36 

Αυτεπαγωγή γραµµής δύο παράλληλων 
κυλινδρικών αγωγών (d>>α,                  
d: απόσταση των αξόνων των 2  αγωγών 
και a : ακτίνα κάθε αγωγού) 

0 lne
dL
a

µ
π

 ≅   
 

0 0 ln
4

dL
a

µ µ
π π

 ≅ +   
 

 
 

ΜΑΓΝΗΤΙΚΑ ∆ΥΝΑΜΙΚΑ – ΜΑΓΝΗΤΙΚΗ ΡΟΠΗ 
 

VII.37 
∆ύναµη σε φορτίο q  που κινείται µε 
ταχύτητα υ  σε ηλεκτροµαγνητικό πεδίο 
( , )E B  

( )q= + ×F E Bυ  

VII.38 
Νόµος Laplace (στοιχειώδης δύναµη σε 
απειροστό µήκος ρευµατοφόρου 
αγωγού) 

( )d I d= ×F l B  

VII.39 Συνολική δύναµη ηλεκτροµαγνητικού 
πεδίου σε αγώγιµο βρόχο =F 0  

VII.40 Ροπή αγώγιµου βρόχου = ×T M B  

VII.41 ∆υνάµεις µεταξύ παραλλήλων αγωγών 0 1 2

2
l
a

µ
π
Ι Ι= 0F y  

VII.42 ∆ιαφορά δυναµικού εξαιτίας του 
φαινοµένου Hall H

IBl IBl IBV
NeS Neld Ned

= = =  
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Ο ΝΟΜΟΣ ΤΗΣ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΗΣ ΕΠΑΓΩΓΗΣ ΤΟΥ FARADAY 
 

VIII.1 
∆ιαφορική διατύπωση του νόµου της 
ηλεκτροµαγνητικής επαγωγής του 
Faraday t

∂∇× = −
∂
BE  

VIII.2 
Ολοκληρωτική διατύπωση του νόµου 
της ηλεκτροµαγνητικής επαγωγής του 
Faraday C

d
t

∂Ψ⋅ = −
∂∫ E l  

 
 

ΕΠΑΓΩΓΗ 
 

VIII.3 

Ηλεκτρική ένταση που αναπτύσσεται 
σε αγώγιµη ράβδο κινούµενη µε 
ταχύτητα υ  σε µαγνητικό πεδίο 
επαγωγής B  

m = ×E Bυ  

VIII.4 

Ηλεκτρεγερτική δύναµη επαγώµενη σε 
αγώγιµη ράβδο µήκους l  κινούµενη 
κάθετα µε ταχύτητα υ  σε µαγνητικό 
πεδίο επαγωγής B  

Blυ=E  

VIII.5 

Ηλεκτρεγερτική δύναµη επαγώµενη σε 
αγώγιµο βρόχο κινούµενο µε ταχύτητα 
υ  σε χρονικά αµετάβλητο µαγνητικό 
πεδίο επαγωγής B  

( )
C

d= × ⋅∫ B lE υ  

VIII.6 

Ηλεκτρεγερτική δύναµη επαγώµενη σε 
αγώγιµο βρόχο κινούµενο µε ταχύτητα 
υ  σε χρονικά µεταβαλλόµενο 
µαγνητικό πεδίο επαγωγής B  

( )
C

d= + × ⋅∫ E B lυE  

ή 

( )
CS

d d
t

∂= − ⋅ + × ⋅
∂

⌠⌠
⌡⌡ ∫B S B lE υ  

VIII.7 
Ένταση του ηλεκτρικού πεδίου 
συναρτήσει των δυναµικών φ  και A  t

φ ∂= −∇ −
∂
AE  

 
 

ΣΥΖΕΥΞΗ ΚΥΚΛΩΜΑΤΩΝ 
 

VIII.8 

Συντελεστής αµοιβαίας επαγωγής ή 
αλληλεπαγωγής µεταξύ δύο 
κυκλωµάτων που διαρρέονται από 
ρεύµατα 1I  και 2I  

21
21

2

M
I
Ψ= ,     12

12
1

M
I
Ψ=  

VIII.9 
Γενικευµένη σχέση του συντελεστή 
αµοιβαίας επαγωγής ή τύπος του 
Neumann 21

1 2
21 12

124 CC

d d
M M M µ

π
⋅= = = ⌠ ⌠

 ⌡⌡
l l
r
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VIII.10 
Συνολική ροή που διαρρέει το 
κύκλωµα 1  κατά την παρουσία του 
κυκλώµατος 2  

1 11 21 1 1 2L I MIΨ = Ψ + Ψ = +  

VIII.11 

Συντελεστής σύζευξης δύο 
κυκλωµάτων συναρτήσει των σπειρών 
τους και των συντελεστών 
αυτεπαγωγής και αλληλεπαγωγής 

21 12k k k=  
i

ij
j i

N M
k

N L
=  

VIII.12 

Συντελεστής αλληλεπαγωγής δύο 
κυκλωµάτων συναρτήσει του 
συντελεστή σύζευξης και των 
συντελεστών αυτεπαγωγής τους 

1 2M k L L=  

 
 

ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΜΑΓΝΗΤΙΚΟΥ ΠΕ∆ΙΟΥ ΕΠΑΓΩΓΕΑ 
 

VIII.13 Μεταβολή πυκνότητας ενέργειας 
µαγνητικού πεδίου mdw d= ⋅H B  

VIII.14 
Συνολική ενέργεια µαγνητικού πεδίου 
πηνίου που διαρρέεται από ρεύµα ( )I t  0

mW Id
Ψ

= Ψ∫  

VIII.15 
Συνολική ενέργεια µαγνητικού πεδίου 
πηνίου αυτεπαγωγής L  και ρεύµατος 
I  στη µόνιµη κατάσταση 

21 1
2 2mW LI I= = Ψ  

VIII.16 

Συνολική ενέργεια µαγνητικού πεδίου 
αγωγών απειροστού πάχους 
συναρτήσει του διανυσµατικού 
µαγνητικού δυναµικού A  

2m
C

IW d= ⋅∫ A l  

VIII.17 

Συνολική ενέργεια µαγνητικού πεδίου 
αγωγών πεπερασµένης διατοµής 
συναρτήσει του διανυσµατικού 
µαγνητικού δυναµικού A  

1
2m

V
W dV= ⋅∫∫∫ J A  

VIII.18 
Αµοιβαία ενέργεια δύο αγωγών 
πεπερασµένης διατοµής που 
διαρρέονται από ρεύµατα 1I  και 2I  

12 1 2 2 1
V V

W dV dV= ⋅ = ⋅∫∫∫ ∫∫∫H B H B  

21

1 2 1 2
12

124 CC

I I d d
W

r
µ

π
⋅= ⌠ ⌠

 ⌡⌡
l l  

VIII.19 Ενέργεια πεδίου συστήµατος n  
ρευµατοφόρων κυκλωµάτων 1 1 1

1 1
2 2

n n n

m i i ij i j
i i j

W I L I I
= = =

= Ψ =∑ ∑∑  

VIII.20 

Ενέργεια πεδίου συστήµατος 2  
ρευµατοφόρων κυκλωµάτων που 
δηµιουργούν µαγνητικά πεδία 
επαγωγής 1B  και 2B  

2 2
1 2 1 2

2 2m
VV V

B B
W dV dV dV

µ µ µ
⋅= + +⌠⌠⌠ ⌠⌠⌠ ⌠⌠⌠  ⌡⌡⌡⌡⌡⌡ ⌡⌡⌡

B B  

 
 

∆ΥΝΑΜΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ ΚΥΚΛΩΜΑΤΩΝ – ΠΙΕΣΗ 
 

VIII.21 

Βασική εξίσωση δυνάµεων σε 
κυκλώµατα λόγω µεταβολής της ροής 
ή των ρευµάτων. xF : συνιστώσα της 
δύναµης F  κατά τον άξονα x  

1

n

k k x m
k

I d F dx dW
=

Ψ = +∑  
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VIII.22 
Βασική εξίσωση δυνάµεων σε 
κυκλώµατα στα οποία τα ρεύµατα 
παραµένουν σταθερά 1

1
2

n

x m k k
k

F dx dW I d
=

= = Ψ∑  

VIII.23 ∆ύναµη σε κύκλωµα σταθερών 
ρευµάτων 

m
x

W
F

x
∂=
∂

 

ή 

1 1

1
2

n n
ij

x i j
i j

L
F I I

x= =

∂
=

∂∑∑  

VIII.24 
∆ύναµη µεταξύ κυκλωµάτων 
σταθερών ρευµάτων συναρτήσει του 
συντελεστή αλληλεπαγωγής 

1 2x
MF I I
x

∂=
∂

      1 2I I M= ∇F  

VIII.25 Γενική εξίσωση δύναµης µεταξύ 
κυκλωµάτων σταθερών ρευµάτων 

21

1 2 1 2
12 3

124 CC

I I d d
r

µ
π

⋅= − ⌠ ⌠
 ⌡⌡

l lF r  

VIII.26 Ροπή σε κυκλώµατα που διαρρέονται 
από σταθερά ρεύµατα 

mWT
θ

∂=
∂

 

ή 

1 2
MT I I
θ

∂=
∂

 

VIII.27 ∆ύναµη σε κυκλώµατα σταθερών ροών m
x

W
F

x
∂= −
∂

 

VIII.28 Ροπή σε κυκλώµατα σταθερών ροών 

mWT
θ

∂= −
∂

 

ή 

1 2
MT I I
θ

∂=
∂

 

VIII.29 

Μαγνητική πίεση που αναπτύσσεται σε 
απέραντη επίπεδη πολύ λεπτή αγώγιµη 
ταινία µε διανεµηµένο επιφανειακό 
ρεύµα K  κάθετο σε εξωτερικό πεδίο 
B  

21
2 2m

Bp KB
µ

= =  

VIII.30 
Μαγνητική πίεση στη διαχωριστική 
επιφάνεια δύο µέσων µε µαγνητικές 
διαπερατότητες 1µ  και 2µ  

1 1

2 21
12 2 1

2

1 ( )( )
2 t np H H

µµ µ
µ

= − +  

VIII.31 

Ελκτική δύναµη ηλεκτροµαγνήτη – 
οπλισµού όταν στο διάκενο διατοµής 
S  υφίσταται σταθερό µαγνητικό πεδίο 
επαγωγής 0B=B x  

2

0 0
02

mW B S
x µ

∂= − = −
∂

F x x  

VIII.32 Πίεση που αντιστοιχεί στη δύναµη της 
σχέσης VIII.31 

2

02
Bp
µ

=  
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ΜΑΓΝΗΤΙΣΗ – ΜΑΓΝΗΤΙΚΗ ΕΠΙ∆ΕΚΤΙΚΟΤΗΤΑ 
 

IX.1 Σχέση µαγνήτισης µαγνητικής επαγωγής 
και έντασης µαγνητικού πεδίου ( )0µ= +B H M  

IX.2 Απόκλιση µαγνήτισης ∇⋅ = −∇⋅H M  

IX.3 Μαγνητική επιδεκτικότητα και 
συσχέτισή της µε τη µαγνήτιση mx=M H  

IX.4 Μαγνητική επιδεκτικότητα και 
µαγνητική διαπερατότητα ( )0 1 mxµ µ= + ,    1r mxµ = +  

 
 

ΜΑΓΝΗΤΙΚΗ ΑΝΤΙΣΤΑΣΗ – ΜΑΓΝΗΤΙΚΑ ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ 
 

IX.5 Μαγνητεγερτική δύναµη πηνίου N  
ελιγµάτων C

d NI= ⋅ =∫ H lF  

IX.6 
Απώλειες υστέρησης σε 
σιδηροµαγνητικό υλικό όγκου V  µε 
εµβαδόν βρόχου υστέρησης hS  

h h
C

W V HdB VS= =∫  

IX.7 

Μαγνητική αντίσταση τµήµατος µαγνη-
τικού κυκλώµατος διατοµής S  στα άκρα 
A,B  του οποίου εφαρµόζεται µαγνητική 
τάση mV  και διαρρέεται από ροή Φ  

B

Am
m

S

dV
R

d

⋅
= = =

Φ Φ⋅
∫
∫∫
H l

B S
F  

IX.8 
Μαγνητική αντίσταση υλικού 
µαγνητικής διαπερατότητας µ , µήκους 
l  και διατοµής S  

1
m

lR
Sµ

=  

IX.9 Μαγνητική αγωγιµότητα 
1

m
m

P
R

=  

IX.10 
Ο νόµος των “ρευµάτων” του Kirchhoff 
στα µαγνητικά κυκλώµατα (k : αριθµός 
κλάδων) 1

0
k

i
i=

Φ =∑  

IX.11 
Ο νόµος των τάσεων του Kirchhoff στα 
µαγνητικά κυκλώµατα (n : αριθµός 
κλάδων, m : αριθµός πηγών) 

, ,
1 1 1 1 1

n n n m m

m i i i i m i i i i
i i i i i

V H l R N I
= = = = =

= = Φ = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑F  
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ΚΙΝΗΣΗ ΦΟΡΤΙΣΜΕΝΟΥ ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΟΥ ΣΕ ΣΤΑΤΙΚΑ ΠΕ∆ΙΑ 
 

Α.1 Γενική εξίσωση κίνησης για µη 
ρελατιβιστικές περιπτώσεις ( )dm q

dt
= + ×E Bυ υ  

Α.2 Αρχή διατήρησης της ενέργειας 21
2

m q constυ φ+ =  

Α.3 

Ταχύτητα σωµατιδίου µε φορτίο q  και 
µάζα m  που µεταβαίνει από θέση 
µηδενικού δυναµικού σε θέση δυναµικού 
V  µε µηδενική αρχική ταχύτητα 

2 q V
m

υ =  

 
 

ΚΙΝΗΣΗ ΦΟΡΤΙΣΜΕΝΟΥ ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΟΥ ΣΕ ΗΛΕΚΤΡΟΣΤΑΤΙΚΟ ΠΕ∆ΙΟ 
 

Α.4 Εξίσωση κίνησης 
dm q
dt
= Eυ  

Α.5 
Ταχύτητα σωµατιδίου ( , )q m  που 
εισέρχεται µε ταχύτητα 0υ  σε 
ηλεκτροστατικό πεδίο E  

0
( )

( )
d t qt t
dt m

= = +r Eυ υ  

Α.6 
Συνιστώσες της ταχύτητας (παράλληλη 
και κάθετη προς τη διεύθυνση του 
ηλεκτρικού πεδίου E ) 

|| 0||
q t
m

= +Eυ υ  

0⊥ ⊥=υ υ  

Α.7 

Επιβατική ακτίνα σωµατιδίου ( , )q m  που 
εισέρχεται µε ταχύτητα 0υ  από αρχική 
επιβατική ακτίνα 0r  σε ηλεκτροστατικό 
πεδίο E  

2
0 0( )

2
qt t t
m

= + +r E rυ  

Α.8 
Συνιστώσες της επιβατικής ακτίνας 
(παράλληλη και κάθετη προς τη 
διεύθυνση του ηλεκτρικού πεδίου E ) 

2
|| 0 0||2

q t t
m

= + +||r E rυ  

0 0t⊥ ⊥ ⊥= +r rυ  

 
 

ΚΙΝΗΣΗ ΦΟΡΤΙΣΜΕΝΟΥ ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΟΥ ΣΕ ΜΑΓΝΗΤΟΣΤΑΤΙΚΟ ΠΕ∆ΙΟ 
 

Α.9 Εξίσωση κίνησης ( )dm q
dt

= = ×F Bυ υ  

Α.10 
Συνιστώσες της ταχύτητας (παράλληλη 
και κάθετη στη διεύθυνση του 
µαγνητικού πεδίου) 

|| .const=υ     2 .const⊥ =υ  

A ΚΙΝΗΣΗ ΦΟΡΤΙΣΜΕΝΩΝ ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΩΝ 
ΣΤΟ ΗΛΕΚΤΡΙΚΟ ΚΑΙ ΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕ∆ΙΟ



Α – ΚΙΝΗΣΗ ΦΟΡΤΙΣΜΕΝΩΝ ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΩΝ ΣΤΟ ΗΛΕΚΤΡΙΚΟ ΚΑΙ ΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕ∆ΙΟ 

 32

Α.11 
Ακτίνα κυκλικής περιστροφής 
σωµατιδίου ( , )q m  

m
R

q B
υ⊥=  

Α.12 
Περίοδος κυκλικής περιστροφής 
σωµατιδίου ( , )q m  

2 2R m
T

q B
π π
υ⊥

= =  

Α.13 
Γωνιακή συχνότητα ή κυκλοτρονική 
συχνότητα της κυκλικής περιστροφής 
σωµατιδίου ( , )q m  

2
c

q B
T m
πω = =  

 
 

ΚΙΝΗΣΗ ΦΟΡΤΙΣΜΕΝΟΥ ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΟΥ ΣΕ ∆ΙΑΣΤΑΥΡΟΥΜΕΝΑ ΠΕ∆ΙΑ 
 

Α.14 Γενική εξίσωση κίνησης ( )||

d d
m m q

dt dt
⊥

⊥ ⊥+ = + + ×|| E E B
υ υ υ  

Α.15 Επιµέρους εξισώσεις κίνησης 
||

d
m q

dt
=|| E

υ
 

( )d
m q

dt
⊥

⊥ ⊥= + ×E Bυ υ  

Α.16 

Παράλληλη συνιστώσα στη διεύθυνση 
του µαγνητικού πεδίου της ταχύτητας 
και της επιβατικής ακτίνας (Οµαλά 
επιταχυνόµενη κίνηση) 

|| 0
q t
m

= +|| ||Eυ υ  

2
|| || 0 0||2

q t t
m

= + +||r E rυ  

Α.17 
Ανάλυση της κάθετης στη διεύθυνση του 
µαγνητικού πεδίου συνιστώσας της 
ταχύτητας 

d⊥ ′= +υ υ υ  

Α.18 Σταθερή ταχύτητα (Ευθύγραµµη οµαλή 
κίνηση) 2d const⊥×= =E B

B
υ  

Α.19 

Εξίσωση κίνησης για τη συνιστώσα ′υ  
(Κυκλική κίνηση µε άξονα περιστροφής 
παράλληλο στη διεύθυνση του µαγνητικού 
πεδίου B ) 

( )dm q
dt

′ ′= ×Bυ υ  

Α.20 Χαρακτηριστικά κυκλικής κίνησης 

mR
q B
υ′=  

2 2R m
T

q B
π π
υ

= =
′

 

2
c

q B
T m
πω = =  

 
 
 
 
 
 
 
 



Α – ΚΙΝΗΣΗ ΦΟΡΤΙΣΜΕΝΩΝ ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΩΝ ΣΤΟ ΗΛΕΚΤΡΙΚΟ ΚΑΙ ΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕ∆ΙΟ 

 33

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
 

Κίνηση φορτισµένου σωµατιδίου σε διασταυρούµενα ηλεκτρικά και µαγνητικά πεδία 

Α.21 

Παραµετρικές εξισώσεις τροχιάς µε 
αρχικές συνθήκες 
(0) (0) (0) 0x y z= = =  και 

0 0(0) (0) 0y zυ υ= = , 0 0(0)xυ υ=  
0( ) sind

d c
c

x t t t
υ υυ ω

ω
−= +  

( )0( ) cos 1d
c

c

y t t
υ υ ω
ω
−= −  

( ) 0z t =  

 
Το αναλλοίωτο της µαγνητικής ροπής 

A.22 

Μέτρο µαγνητικής ροπής του βρόχου 
που διαγράφει κινούµενο φορτισµένο 
σωµατίδιο 

       
2

2

2
m qM R const

B T
υ π⊥= = =  

Α.23 

Μαγνητική ροή που διέρχεται από την 
επιφάνεια της κυκλικής τροχιάς 

2
2

2 mR B M const
q
ππΦ = = =   

Α.24 Συνολική κινητική ενέργεια σωµατιδίου 2
||

1
2tW m MB constυ= + =  

∆ίοδος επιπέδων πλακών 

Α.25 

Συνάρτηση δυναµικού στον µεταξύ των 
πλακών χώρο 

2/ 34 / 3 1/ 3
4 / 30

0

4 / 3

3( )
2 2

J mx x
e

x V
d

φ
ε

      =            

 =   

 

Α.26 

Πυκνότητα ρεύµατος 0J  (εξίσωση των 
Child-Langmuir) 

1/2 3 /2

0 0 2

1/2 3/ 2

0 2

( )4 2
9
4 2
9

xeJ
m x
e V

m d

φε

ε

 =   

 =   

 

 

 

d 

x 

x 

J 

E υ  
-e 

K P 

0φ =  Vφ =  

z 

R 
B 

B 

E 

x 

y 

z 

0 
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X ΧΡΟΝΙΚΑ ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΑ ΠΕ∆ΙΑ 

 
 
 

ΟΡΙΣΜΟΙ 
 

Χ.1 
Ταχύτητα διάδοσης του κύµατος σ’ ένα 
µη αγώγιµο µέσο µε διηλεκτρική σταθερά 
ε  και µαγνητική διαπερατότητα µ  

1υ
µε

=  

Χ.2 
Χαρακτηριστική σύνθετη αντίσταση 
µέσου µε σταθερές ε  και µ  

µη
ε

=  

Χ.3 Μήκος κύµατος 
c
f

λ =  

 
 

ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ MAXWELL 
 

Χ.4 ∆ιαφορική Μορφή 

t
∂∇× = +
∂
DH J  

t
∂∇× = −
∂
BE  

0∇⋅ =B  
ρ∇⋅ =D  

Χ.5 Ολοκληρωτική Μορφή 

C S S
d d d

t
∂⋅ = ⋅ + ⋅
∂∫ ∫∫ ∫∫H l D S J S  

C S
d d

t
∂⋅ = − ⋅
∂∫ ∫∫E l B S  

0
S

d⋅ =∫∫ B S  

S V
d dVρ⋅ =∫∫ ∫∫∫D S  

 
 

ΜΙΓΑ∆ΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΤΟΥ MAXWELL 
 

Χ.6 
Στιγµιαίες τιµές της ηλεκτρικής και της 
µαγνητικής πεδιακής έντασης σε σχέση 
µε τις µιγαδικές τιµές 

Re( )j te ω=E E  
Re( )j te ω=H H  

Χ.7 
Συνιστώσες της ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης σε µιγαδική 
µορφή 

0

0

0

x

y

z

j
x x

j
y y

j
z z

E E e

E E e

E E e

ωϕ

ωϕ

ωϕ

=

=

=

     
0

0

0

x

y

z

j
x x

j
y y

j
z z

H H e

H H e

H H e

ωϕ

ωϕ

ωϕ

=

=

=

 



Α – ΚΙΝΗΣΗ ΦΟΡΤΙΣΜΕΝΩΝ ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΩΝ ΣΤΟ ΗΛΕΚΤΡΙΚΟ ΚΑΙ ΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕ∆ΙΟ 

 35

Χ.8 
Εξισώσεις του Maxwell σε µιγαδική 
µορφή για ένα γραµµικό και ισότροπο 
µέσο: ε=D E , µ=B H , σ=J E  

( ) cj jσ ωε ωε∇× = + =H E E  
jωµ∇× = −E H  
0∇⋅ =H  
ρ
ε

∇⋅ =E  

X.9 Μιγαδική διηλεκτρική σταθερά c j σε ε
ω

= −  

 
 

Η ΕΞΙΣΩΣΗ ΚΥΜΑΤΟΣ 
 

Χ.10 
Γενική µορφή της εξίσωσης κύµατος σε 
οµογενές, γραµµικό, ισότροπο και 
ελεύθερο πηγών ( 0)sJ ρ= =  µέσο 

2
2

2 0
t t

µε µσ∂ ∂∇ − − =
∂ ∂

E EE  
2

2
2 0

t t
µε µσ∂ ∂∇ − − =

∂ ∂
H HH  

Χ.11 
Εξίσωση κύµατος σε µη αγώγιµο µέσο 
( 0)σ =  

2
2

2 0
t

µε ∂∇ − =
∂

EE  ⇔
2

2
2

1 0
tυ

∂∇ − =
∂
EE  

2
2

2 0
t

µε ∂∇ − =
∂

HH ⇔
2

2
2

1 0
tυ

∂∇ − =
∂
HH  

Χ.12 
Μονοδιάστατη εξίσωση κύµατος για 
οποιαδήποτε συνιστώσα ψ  των E , H  
(οµογενής εξίσωση D’ Alembert) 

2 2

2 2 2

1 0
z t
ψ ψ

υ
∂ ∂− =
∂ ∂

 

Χ.13 Γενική λύση της µονοδιάστατης 
εξίσωσης κύµατος 

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

x x x

y y y

x x x

y y y

E z t E z t E z t

E z t E z t E z t

H z t H z t H z t

H z t H z t H z t

υ υ

υ υ

υ υ

υ υ

+ −

+ −

+ −

+ −

= − + +

= − + +

= − + +

= − + +

 

x
y

E
H

η

+
+ = , x

y
E

H
η

−
− = − , y

x

E
H

η

+
+ = − , y

x

E
H

η

−
− =  

Χ.14 Συντελεστής (σταθερά) διάδοσης 
κύµατος 

2 2( )j j jγ ω µσ ωε ω µε ωµσ= + = − +  

Χ.15 

∆ιανυσµατική εξίσωση Helmholtz για τη 
διάδοση µονοχρωµατικού κύµατος σε 
οµογενές, γραµµικό και ισότροπο µέσο 
χωρίς διανεµηµένα χωρικά φορτία  

2 2 0γ∇ − =H H  
2 2 0γ∇ − =E E  

Χ.16 ∆ιάδοση σε µη αγώγιµο µέσο ( 0)σ =  
2 2 0ω µε∇ + =H H  
2 2 0ω µε∇ + =E E  

Χ.17 
Εξίσωση διάχυσης σε καλό αγώγιµο 
µέσο ( )ωε σ   

2 0
t

µσ ∂∇ − =
∂
GG  

, , ,=G E H J B  

Χ.18 
Εξίσωση διάχυσης σε καλό αγώγιµο 
µέσο ( )ωε σ   

2 0jωµσ∇ − =G G  

, , ,=G E H J B  

Χ.19 
Λόγος ρεύµατος µετατόπισης προς ρεύµα 
αγωγιµότητας (µέτρο ορισµού ενός 
υλικού ως καλού αγωγού ή όχι) 

d

c

j
Q

ωε ωε
σσ

= = =
J E

J E
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ΒΑΘΜΩΤΑ ΚΑΙ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΑ ∆ΥΝΑΜΙΚΑ 

 

Χ.20 
Σχέσεις ορισµού του διανυσµατικού 
δυναµικού A  και του βαθµωτού 
δυναµικού φ  

= ∇×B A  

t
φ ∂= −∇ −

∂
AE  

Χ.21 Συνθήκη Lorentz 0
t
φµε ∂∇⋅ + =

∂
A  

Χ.22 Μη οµογενής εξίσωση Helmholtz, όταν 
ικανοποιείται η συνθήκη Lorentz 

2
2

2t
µε µ∂∇ − = −

∂
AA J ⇔ 2 µ=−A J�  
2

2
2t
φ ρφ µε

ε
∂∇ − = −
∂

⇔ 2 ρφ
ε

= −�  

Χ.23 Τελεστής του D’ Alembert 
2

2 2
2t

µε ∂≡ ∇ −
∂

�  

Χ.24 
Μετασχηµατισµός gauge του βαθµωτού 
και του διανυσµατικού δυναµικού, όπου 
ψ  αυθαίρετη βαθµωτή συνάρτηση 

ψ′ = +∇A A  

t
ψφ φ ∂′ = −
∂

 

Χ.25 
Τα µετασχηµατισµένα ′A  και φ′  
καταλήγουν στα ίδια πεδιακά µεγέθη E , 
H  µε τα αρχικά A  και φ  

t
φ

′∂′= −∇ −
∂
AE  

′= ∇×B A  

Χ.26 Η ψ  ικανοποιεί την εξίσωση κύµατος 
2

2 2
2 0

t
ψψ µε ψ∂∇ − = =

∂
�  

Χ.27 
Τα µετασχηµατισµένα δυναµικά ′A  και 
φ′  ικανοποιούν τη µη οµογενή εξίσωση 
Helmholtz 

2 µ′ =−A J�  
2 ρφ

ε
′ = −�  

Χ.28 

Καθυστερηµένα δυναµικά ή δυναµικά 
καθυστέρησης συναρτήσει των πηγών 
του πεδίου και της απόστασης από αυτές 
R  

0 ( , , , )
4 V

x y z t
dV

R
µ
π ′

′ ′ ′ ′ ′= ⌠⌠⌠
⌡⌡⌡

JA  

0

( , , , )1
4 V

x y z t
dV

R
ρφ

πε ′

′ ′ ′ ′ ′= ⌠⌠⌠
⌡⌡⌡  

Χ.29 Χρόνος καθυστέρησης 
Rt t
c

′ = −  

Χ.30 Ορισµός δυναµικού ή διανύσµατος 
Hertz ή δυναµικού πόλωσης 

2

1
tυ

∂=
∂

A Π  

φ = −∇⋅Π  

Χ.31 
Κυµατική εξίσωση για το δυναµικό 
Hertz, σε µέσο όπου δεν υπάρχουν 
διανεµηµένες πηγές 

2
2

2 2

1 0
tυ

∂∇ − =
∂
ΠΠ  

Χ.32 Τα διανύσµατα E  και B  ως 
συναρτήσεις του δυναµικού Hertz 

2

2 2

1( )
tυ

∂= ∇ ∇⋅ −
∂

E ΠΠ  

2

1
tυ

∂= ∇×
∂

B Π  

Χ.33 
Κυµατική εξίσωση για το δυναµικό 
Hertz παρουσία ρευµάτων και φορτίων 
λόγω ηλεκτρικής πόλωσης 

2
2

2 2

1
tυ ε

∂∇ − = −
∂

PΠΠ  
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ΗΜΙΤΟΝΟΕΙ∆ΗΣ ΧΡΟΝΙΚΗ ΜΕΤΑΒΟΛΗ ∆ΥΝΑΜΙΚΩΝ – ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΣ ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΣ 

 

Χ.34 Βαθµωτό και διανυσµατικό δυναµικό 
= ∇×B A  

jφ ω= −∇ −E A  

Χ.35 Συνθήκη Lorentz 0jωµεφ∇⋅ + =A  

Χ.36 Μη οµογενής εξίσωση Helmholtz 

2 2ω µε µ∇ + = −A A J  

2 2 ρφ ω µεφ
ε

∇ + = −  

Χ.37 Ηλεκτρική πεδιακή ένταση ( )j jω
ωµε

= − ∇ ∇⋅ −E A A  

Χ.38 Καθυστερηµένα δυναµικά 

0 ( , , )
4

jkR

V

x y z
e dV

R
µ
π

−

′

′ ′ ′ ′= ⌠⌠⌠
⌡⌡⌡

JA  

0

( , , )1
4

jkR

V

x y z
e dV

R
ρφ

πε
−

′

′ ′ ′ ′= ⌠⌠⌠
⌡⌡⌡  

Χ.39 Κυµατικός αριθµός ή κυµατάριθµος 
2 2f

k
c c
ω π π

λ
= = = ,  

Χ.40 

Καθυστερηµένα δυναµικά κοντά σε 
πηγές των οποίων οι διαστάσεις είναι 
πολύ µικρότερες από το µήκος κύµατος 
( )R λ  

0 ( , , )
4 V

x y z
dV

R
µ
π ′

′ ′ ′ ′= ⌠⌠⌠
⌡⌡⌡

JA  

0

( , , )1
4 V

x y z
dV

R
ρφ

πε ′

′ ′ ′ ′= ⌠⌠⌠
⌡⌡⌡  

 
 

ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ POYNTING 
 

Χ.41 ∆ιαφορική διατύπωση του θεωρήµατος 
του Poynting 

( )
t t

 ∂ ∂ −∇⋅ × = ⋅ + ⋅ + ⋅   ∂ ∂
D BE H J E E H  

Χ.42 Ολοκληρωτική διατύπωση του 
θεωρήµατος του Poynting 

( )
S V

V

d dV dV
t t

 ∂ ∂ − × ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅   ∂ ∂
⌠⌠⌠
⌡⌡⌡∫∫ ∫∫∫ D BE H S J E E H  

Χ.43 Το θεώρηµα του Poynting για µέσο 
οµογενές, γραµµικό και ισότροπο. 

2 21 1( )
2 2S V V

d dV dV
t

ε µ ∂ − × ⋅ = ⋅ + +   ∂
⌠⌠⌠⌡⌡⌡∫∫ ∫∫∫E H S J E E H  

Χ.44 Το θεώρηµα του Poynting σε χρονικά 
αµετάβλητο πεδίο 

( )
S V

d dV− × ⋅ = ⋅∫∫ ∫∫∫E H S J E  

Χ.45 

Το πραγµατικό διάνυσµα Poynting P  (ή 
S ) εκφράζει την ανά µονάδα χρόνου 
ενέργεια που διέρχεται από τη µονάδα 
επιφανείας και έχει τη διεύθυνση 
διάδοσης της ενέργειας 

= ×P E H  
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Χ.46 Το µιγαδικό διάνυσµα Poynting cS  1 ( )
2c

∗
= ×S E H  

Χ.47 
Το πραγµατικό διάνυσµα Poynting P  
συναρτήσει του µιγαδικού cS  

21 1Re( ) Re( )
2 2

j te ω∗
= × + ×P E H E H  

{ }Re c=P S  

Χ.48 ∆ιαφορική διατύπωση του θεωρήµατος 
του Poynting υπό µιγαδική µορφή 

1 1 1 1
( )

2 2 2 2c jω
∗ ∗ ∗ ∗ −∇⋅ = − ∇⋅ × = ⋅ + ⋅ − ⋅   S E H E J B H E D  

Χ.49 
Ολοκληρωτική διατύπωση του 
θεωρήµατος του Poynting υπό µιγαδική 
µορφή 

1 ( )
2

1 ( )
2 2

c
S S

V V

d d

jdV dVω

∗

∗ ∗ ∗

− ⋅ = − × ⋅

= ⋅ + ⋅ − ⋅

∫∫ ∫∫

∫∫∫ ∫∫∫

S S E H S

E J B H E D
 

Χ.50 Πυκνότητα ενέργειας ηλεκτρικού πεδίου { }1 Re
4ew

∗
= ⋅E D  

Χ.51 Πυκνότητα ενέργειας µαγνητικού πεδίου { }1 Re
4mw

∗
= ⋅B H  

Χ.52 Πυκνότητα απωλειών Joule 
1 Re
4jw

∗   = ⋅    
E J  

 
Σηµείωση: Στις σχέσεις Χ.42 και Χ.43 το πρώτο ολοκλήρωµα του δεξιού µέρους εκφράζει την ανά µονάδα χρόνου 
ενέργεια (ισχύ) του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου που µετατρέπεται σε θερµότητα σύµφωνα µε το νόµο του Joule. Το 
δεύτερο ολοκλήρωµα του δεξιού µέρους εκφράζει την ταχύτητα µεταβολής της ενέργειας του ηλεκτρικού και του 
µαγνητικού πεδίου στον όγκο V . 
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XΙ ΕΠΙΠΕ∆Ο ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΚΥΜΑ 

 
 
 

∆ΙΑ∆ΟΣΗ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΚΥΜΑΤΟΣ ΣΕ ΜΗ ΑΓΩΓΙΜΑ ΜΕΣΑ  
 

ΧΙ.1 Φασική σταθερά διάδοσης  κύµατος β  2 2 2( )jγ ω µε β β ω µε= − = ± ⇒ =  

ΧΙ.2 
Μονοδιάστατη εξίσωση Helmholtz για τις 
συνιστώσες των διανυσµάτων H�  και E�   
( 0)z zH E= =� �  επιπέδου κύµατος 

2
2

2 0d
dz
ψ β ψ+ =
� �  

, , ,x y x yH H E Eψ =  

ΧΙ.3 Γενική λύση µονοδιάστατης εξίσωσης 
Helmholtz 

j z j z
x x x

j z j z
y y y

j z j z
x x x

j z j z
y y y

H H e H e

H H e H e

E E e E e

E E e E e

β β

β β

β β

β β

+ − −

+ − −

+ − −

+ − −

= +

= +

= +

= +

� � �

� � �

� � �

� � �

 , όπου  

x y

y x

x y

y x

E H

E H

E H

E H

η

η

η

η

+ +

+ +

− −

− −

=

= −

= −

=

� �

� �

� �

� �

 

ΧΙ.4 

Μιγαδική ηλεκτρική και µαγνητική 
πεδιακή ένταση επιπέδου κύµατος που 
διαδίδεται κατά z+  µε 

0x y yE E E− + −= = =� � �  

0 0

0 0 0

j z
x x

j z j zx
y y

E E e

E
H H e e

β

β β

η

+ −

+
+ − −

= =

= = =

E x x

H y y y

� � �

�
� � �

 και 0
j

xE E e ϕ+ =�  

ΧΙ.5 
Στιγµιαίες τιµές ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης επιπέδου 
κύµατος που διαδίδεται κατά z+   

 
0 0( , ) Re( ) cos( )j tz t e E t zω ω β ϕ= = − +E E x�  
0

0( , ) Re( ) cos( )j t E
z t e t zω ω β ϕ

η
= = − +H H y�  

ΧΙ.6 Φασική ταχύτητα 
1

p
dz
dt

ωυ
β µε

= = =  

ΧΙ.7 Μήκος κύµατος 
2 2 p

p pT
f
υπ πλ υ υ

β ω
= = = =  

ΧΙ.8 Πραγµατικό διάνυσµα Poynting 
2 2
0 0

0 0cos2( )
2 2
E E

t zω β ϕ
η η

= + − +P z z  

ΧΙ.9 Μέση χρονική τιµή της µεταφερόµενης 
ισχύος 

2
0

02
E
η

=P z  
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ΠΟΛΩΣΗ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΚΥΜΑΤΟΣ 
 

ΧΙ.10 Στιγµιαίες τιµές των συνιστωσών της ηλεκτρικής 
έντασης επίπεδου κύµατος που διαδίδεται κατά z+  

0

0

( ) cos

( ) cos( )
x x

y y

E t E t

E t E t

ω

ω ϕ

=

= +
 

ΧΙ.11 

Γραµµικά πολωµένο κύµα ( θ : γωνία του 
διανύσµατος E�  µε τον άξονα x )  

(α) 0

0

0

( )
( ) arctan arctan .

( )
y y

x x

E t E
t const

E t E

ϕ

θ

= ⇒

     = = =     

 

(β) 

0

0

( )
( ) arctan arctan .

( )
y y

x x

E t E
t const

E t E

ϕ π

θ

= ± ⇒

     = = − =     

 

 
 

 

ΧΙ.12 

Κυκλικά πολωµένο κύµα 

0 0 0

2

x yE E E
πϕ

= = = ± 
⇒

0

0

cos

cos
2

x

y

E E t

E E t

ω

πω

 =   = ±    

 

                 ⇒
2 2 2 2

0

( )
( ) arctan

( )
y

x

x y

E t
t t

E t

E E E E

θ ω
    = =     = + =

∓
 

 

 

ΧΙ.13 

Ελλειπτικά πολωµένο κύµα 
0

0

( ) cos

( ) cos( )
x x

y y

E t E t

E t E t

ω

ω ϕ

 = = +
   

     ⇒      

22
2

2 2
0 0 0 0

0

0

2
cos sin

tan ( ) tan( )

x y yx

x x y y

y

x

E E EE
E E E E

E
t t

E

φ φ

θ ω

 − + = =
∓

 

 

ΧΙ.14 Ισχύς ανά µονάδα επιφανείας ελλειπτικά 
πολωµένου κύµατος 

2 2
0 0 0

1
Re( ) ( )

2c x yE E
η

= = +P S z  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

z 

0( ) cosx xE t E tω=

( )tθ  

( )tE  

0xE  

0yE  

x 

y 

0 

a 

( )xE t  

( )yE t A 

B 

z 
x 

y 

( )tθ  

2
πϕ =  

z 
x 

y 

2
πϕ = −  

( )tθ  

x 

y y 

0 0 
z  

0 cosy yE E tω=  

0 cosx xE E tω=  

0 cosx xE E tω=  

0 cosy yE E tω= −  

0ϕ =  

ϕ π= ±  

x 

( )tE  

0( ) cos( )y yE t E tω ϕ= +  
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ΧΙ.15 Σταθερά διάδοσης γ  (γενική σχέση) 2 2( )j j jγ ωµ σ ωε ω µε ωµσ= + = − + ⇒ ( )jγ α β= ± +  

ΧΙ.16 Σταθερά απόσβεσης κύµατος  

1/ 2
2

1 1
2
µε σα ω

ωε

   = + −    
⇒

1/ 2

2

11 1
2 Q
µεα ω

 
 = + −   

 

( )/Q ωε σ=  

ΧΙ.17 Φασική σταθερά διάδοσης κύµατος 
1/ 2

2

1 1
2
µε σβ ω

ωε

   = + +    
⇒

1/ 2

2

11 1
2 Q
µεβ ω

 
 = + +   

 

ΧΙ.18 Χαρακτηριστική σύνθετη αντίσταση  
µέσου 

j j
j

ωµ ωµη
γ σ ωε

= =
+

⇒   0
4

je θ πη η θ = < <     

1/ 2 1/2

1/ 4 1/ 42

2

( / ) ( / )

111

1 1 1arctan arctan
2 2

Q

Q

µ ε µ εη
σ
ωε

σθ
ωε

= =
        ++         

    = =       

 

ΧΙ.19 
Ηλεκτρική και µαγνητική πεδιακή 
ένταση επιπέδου κύµατος (µιγαδική 
παράσταση)  

( )
0 0

az j z
xE e e ϕ β− −=E x�  

( )0
0

az j zxE
e e ϕ θ β

η
− − −=H y�  

ΧΙ.20 
Στιγµιαίες τιµές ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης 
επιπέδου κύµατος  

0 0( , ) Re( ) cos( )j t az
xz t e E e t zω ω β ϕ−= = − +E E x�  

0
0( , ) Re( ) cos( )j t azxE

z t e e t zω ω β ϕ θ
η

−= = − + −H H y�  

ΧΙ.21 Φασική ταχύτητα 
1/ 2 1/2

2

2

2 1 2

11 11 1

p

Q

ωυ
β µε σ µε

ωε

= = =
       + + + +         

 

ΧΙ.22 Μήκος κύµατος 
1/2 1/2

2

2

2 2 2 2 2 2

11 11 1

p

Q

π π π πλ υ
β ω ω ωσ µεµε

ωε

= = = =
       + + + +         

 

 
∆ιάδοση σε καλό διηλεκτρικό (Q >> 1) 

ΧΙ.23 Σταθερά απόσβεσης του κύµατος 
2 2

a
Q

ω µε σ µ
ε

≅ =  

ΧΙ.24 Φασική σταθερά διάδοσης του 
κύµατος 2

11
8Q

β ω µε ω µε
  ≅ + ≅   

 

ΧΙ.25 Χαρακτηριστική σύνθετη αντίσταση 
του µέσου 

1arctan
2

2

11
4

j
Qe

Q

µ
µεη
ε

     ≅ ≅  +   

 

ΧΙ.26 Φασική ταχύτητα 2

1 1 11
8p Q

υ
µε µε

  ≅ − ≅   
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ΧΙ.27 Μήκος κύµατος 2

2 1 21
8Q

π πλ
ω µε ω µε

  ≅ − ≅   
 

 
∆ιάδοση σε καλό αγωγό (Q << 1) 

ΧΙ.28 Σταθερά απόσβεσης του κύµατος 
11

2 2 2
Qµσω µσωα  ≅ − ≅    

ΧΙ.29 Φασική σταθερά διάδοσης του 
κύµατος 

11
2 2 2

Qµσω µσωβ  ≅ + ≅    

ΧΙ.30 Χαρακτηριστική σύνθετη αντίσταση  
µέσου 

1arctan
2 4

j
jQQ je e
πµ µω µωη

ε σ σ

     ≅ ≅ =  

ΧΙ.31 Φασική ταχύτητα 
2 1 21

2p Qω ω ωυ
β µσ µσ

 = ≅ − ≅    

ΧΙ.32 Μήκος κύµατος 
2 2 1 22 1 2

2
Qπλ π π

β µσω µσω
 = ≅ − ≅    

ΧΙ.33 Βάθος διείσδυσης 
1 1 2

2
λδ

α β µσω π
≅ ≅ ≅ ≅  

 
 

ΤΟ ΠΕ∆ΙΟ ΜΕΣΑ ΣΕ ΑΓΩΓΙΜΑ ΜΕΣΑ  –  ΕΞΙΣΩΣΗ  ∆ΙΑΧΥΣΗΣ 
 

ΧΙ.34 Εξίσωση διάχυσης 
2 0

t
µσ ∂∇ − =

∂
GG  

, , ,=G E H J B  

ΧΙ.35 Εξίσωση διάχυσης (µιγαδική µορφή) 
2 2 2 0jωµσ γ∇ − = ∇ − =G G G G� � � �  

, , ,=G E H J B  

ΧΙ.36 Σταθερά διάδοσης 
2

22 2 1/2 1/2( ) ( ) (1 )
2

j j j jωµσγ α β ωµσ ωµσ
    = + = = = +     

 

ΧΙ.37 Σταθερά απόσβεσης και φασική 
σταθερά διάδοσης 

1
2
µωσα β

δ
= = =  

ΧΙ.38 Εξίσωση της ροής σε “πορώδες” 
µέσο 

ρ
σ σ

= =JE υ  
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Το πεδίο σε ηµιάπειρο αγώγιµο µέσο ( 0xE− =� ) 

ΧΙ.39 

Ηλεκτρική πεδιακή ένταση (ο δείκτης s  
αναφέρεται στη διαχωριστική επιφάνεια) 

(1 )

0

zj

xE e δ
− ++=E x� � ⇒

(1 )

0

zj

sE e δ
− +

=E x� �  

s xE E+=� �  

ΧΙ.40 

Μαγνητική πεδιακή ένταση 
(1 )

0

zjxE
e δ

η

+ − +
=H y

�
� ⇒

(1 )

0

zj

sH e δ
− +

=H y� �  

4
js

s s
E

H E e
πσ

η µω
−

= =
�

� �  

 

ΧΙ.41 Πυκνότητα ρεύµατος 
(1 )

0

zj

sJ e δ
− +

=J x� � ⇒
(1 )

0

zj j
sJ e e ϕδ

− +
=J x�  

s xJ Eσ +=� � , j
s sJ J e ϕ=�  

ΧΙ.42 Μαγνητική επαγωγή 

(1 )

0

zj

sB e δ
− +

=B y� � ⇒
(1 )

4
0

z jj

sJ e e
πϕ

δµ
σω

  − − +   =B y� �  

4 4
j j

s s s s sB H E E e J e
π πµ µσ µµ

η ω σω
− −

= = = =� � � � �  

ΧΙ.43 Στιγµιαίες τιµές των διανυσµάτων J  και 
B  

0Re( ) cos
z

j t
s

z
e J e tω δ ω ϕ

δ
−  = = − +   J J x�  

0Re( ) cos
4

z
j t

s
z

e J e tω δµ πω ϕ
σω δ

−  = = − + −   B B y�  

ΧΙ.44 
Συνολικό ρεύµα που ρέει σε επίπεδο 
“στρώµα” του ηµιάπειρου αγώγιµου 
µέσου µοναδιαίου πάχους 

4

0 2

j
sJ

I Jdz e
πϕδ  ∞ −   = =∫� �  

ΧΙ.45 Στιγµιαία τιµή του ρεύµατος ( ) Re( ) cos
42

j t sJ
I t Ie tω δ πω ϕ = = − +   

�  

ΧΙ.46 
Μέση χρονική ισχύς ωµικών απωλειών 
ανά µονάδα µήκους κατά τη διεύθυνση 
του ρεύµατος στο αγώγιµο στρώµα 

2 22

0 0

1
2 2 4

z
s sJ J

P J J dz e dzδ δ
σ σ σ

∞∞ ∗ −
= = =⌠

⌡∫ � ⇒

2
2rms
rms

I
P RI

σδ
= =  

ΧΙ.47 Ενδεικνύµενη τιµή του ρεύµατος max

22
s

rms
I J

I
δ= =  

ΧΙ.48 Ισοδύναµη ωµική αντίσταση 2

1

rms

P
R

I σδ
= =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

z 

x 

y 

→ ∞  

δ  

γ  H  

E  

0 

α  

β  
( )c  

∆ιηλεκτρικό  
µέσο 

Αγώγιµο µέσο (Q<<1)  
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Ανάπτυξη ρευµάτων σε αγώγιµη πλάκα 

(η πλάκα εκτείνεται στο άπειρο κατά τους άξονες x και y, έχει πάχος 2b κατά τον άξονα z, ενώ η πυκνότητα 
ρεύµατος θεωρείται παράλληλη στον άξονα x και έχει την τιµή 0J�  στο µέσο επίπεδο z=0 της πλάκας) 

ΧΙ.49 

Εξίσωση διάχυσης για την πυκνότητα 
ρεύµατος 

2

2 0d j
dz

ωµσ− =J J
� �  

ΧΙ.50 
Γενική λύση της εξίσωσης διάχυσης 

(1 ) (1 )

0

z zj j

x xJ e J eδ δ
− + ++ − 

 = + J x� � �  

 

 

ΧΙ.51 Συνθήκη συµµετρίας και αρχική 
συνθήκη 

0

( ) ( )

(0) x x

J z J z

J J J J+ −

= −

= + =

� �

� � � �
⇒ 0

2x x
J

J J+ −= =
�

� �  

ΧΙ.52 Πυκνότητα ρεύµατος εντός της 
πλάκας 

(1 ) (1 )0
0 0 0cosh (1 )

2

z zj jJ ze e J jδ δ

δ
− + +    = + = +     

J x x
�

� �  

ΧΙ.53 
Πυκνότητα ρεύµατος στις επιφάνειες 
της πλάκας ( )z b= ±  0 0cosh (1 )s

bJ j
δ

 
= + 

  
J x� �  

ΧΙ.54 
Συνολικό ρεύµα ανά µονάδα µήκους 
του άξονα y  

02 2
sinh (1 ) tanh (1 )

(1 ) (1 )
sJ Jb bI j j

j j
δ δ

δ δ
   

= + = +   
   + +   

� �
�  

ΧΙ.55 Συνολικό ρεύµα ανά µονάδα µήκους 
όταν b δ�  

2
    

(1 )
sJ

I
j
δ≅
+

�
�  

ΧΙ.56 
Πυκνότητα ρεύµατος ως συνάρτηση 
του συνολικού ρεύµατος που 
διαρρέει την πλάκα 

0

cosh (1 )(1 )
2 sinh (1 )

zjj
I

bj

δ
δ

δ

 + +   =  + 
  

J x� �  

ΧΙ.57 
Ηλεκτρική πεδιακή ένταση ως 
συνάρτηση του συνολικού ρεύµατος 
που διαρρέει την πλάκα 

0

cosh (1 )(1 )
2 sinh (1 )

zjj
I

bj

δ
σ σδ

δ

 + +   = =  + 
  

JE x
�� �  

ΧΙ.58 
Μαγνητική επαγωγή ως συνάρτηση 
του συνολικού ρεύµατος που 
διαρρέει την πλάκα 

0 02

sinh (1 ) sinh (1 )

2sinh (1 ) sinh (1 )

z zj jI I
b bj j j

µδ δ
ω ωσδ

δ δ

   + +   ∇×       =− =− =−   + +   
      

EB y y
� � ��

ΧΙ.59 
Μαγνητική πεδιακή ένταση ως 
συνάρτηση του συνολικού ρεύµατος 
που διαρρέει την πλάκα 

0

sinh (1 )

2 sinh (1 )

zjI
bj

δ
µ

δ

 +   = = −  + 
  

BH y
� ��  

b b 
0σ =  0σ =  

sJ�  

sH�  
cS  

cS  

sH�  

sJ�  

σ  

J  J  

0J  

z 

x 
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ΧΙ.60 Μαγνητική πεδιακή ένταση στις 
επιφάνειες της πλάκας 0 02 sz b z b

I H
=− =
= − = =H H y y

�� � �  

ΧΙ.61 Ηλεκτρική πεδιακή ένταση στις 
επιφάνειες της πλάκας 0

(1 )
coth (1 )

2
s

s z b z b

j bI j
σ σδ δ= =−

 += = = = + 
  

JE E E x
�

� � � �  

ΧΙ.62 Μέση χρονική ισχύς ωµικών 
απωλειών στην πλάκα 

2 2 2sinh sin

2 24 cosh cos

b b
I

P
b b
δ δ

σδ
δ δ

     +       =      −       

�
 

ΧΙ.63 
Ωµική αντίσταση τµήµατος της 
πλάκας µε µοναδιαίο µήκος κατά 
τους άξονες x  και y   

21
2

P I R= � ⇒

2 2sinh sin
1

2 22 cosh cos

b b

R
b b
δ δ

σδ
δ δ

     +       =      −       

 

ΧΙ.64 
Τάση στην επιφάνεια της πλάκας σε 
µοναδιαίο µήκος κατά τη διεύθυνση 
του άξονα x  

sJ
V

σ
=
�

�  

ΧΙ.65 
Σύνθετη αντίσταση τµήµατος της 
πλάκας µε µοναδιαίο µήκος κατά 
τους άξονες x  και y  

(1 )1
2 tanh (1 )

2 2 2 2sinh sin sinh sin
1 1

2 2 2 22 2cosh cos cosh cos

jVZ
bI j

b b b b

j
b b b b

σδ
δ

δ δ δ δ
σδ σδ

δ δ δ δ

+= =  + 
  

             + −                   = +             − −                   

�
�

 

ΧΙ.66 Αντίσταση στο συνεχές ρεύµα 0
1

2
R

bσ
=  

ΧΙ.67 
Λόγος της αντίστασης στο 
εναλλασσόµενο ρεύµα προς την 
αντίσταση στο συνεχές ρεύµα 0

2 2sinh sin

2 2cosh cos

b b
R bf

b bR
δ δ

δ
δ δ

     +       = =      −       

 

ΧΙ.68 
Λόγος αντιστάσεων για µικρές τιµές 
του λόγου /b δ  

4

0

41
45

R bf
R δ

 = ≅ +   
 

 

Ηλεκτρικό επιδερµικό φαινόµενο σε αγώγιµη πλάκα 

ΧΙ.69 

Λόγος της πυκνότητας ρεύµατος στο 
εσωτερικό της πλάκας προς την 
πυκνότητα ρεύµατος στις επιφάνειές 
της 

cosh 2 cos 2

cosh 2 cos 2
J

s

z z

f
b b
δ δ

δ δ

     +       = =      +       

J

J

�

�  

ΧΙ.70 

Λόγος της ηλεκτρικής πεδιακής 
έντασης  στο εσωτερικό της πλάκας 
προς την ηλεκτρική ένταση στις 
επιφάνειές της 

cosh 2 cos 2

cosh 2 cos 2
E

s

z z

f
b b
δ δ

δ δ

     +       = =      +       

E

E

�

�  
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ΧΙ.71 

Λόγος της µαγνητικής πεδιακής 
έντασης (επαγωγής) στο εσωτερικό της 
πλάκας προς την µαγνητική ένταση 
(επαγωγή) στις επιφάνειές της 

sinh (1 )

sinh (1 )

cosh 2 cos 2
         

cosh 2 cos 2

B H

s s

zj
f f

bj

z z

b b

δ

δ

δ δ

δ δ

 +   = = = = =
 + 
  

     −       =      −       

B H

B H

� �

� �

 

 
Μαγνητικό επιδερµικό φαινόµενο σε αγώγιµη πλάκα 

(η πλάκα είναι τοποθετηµένη σε εναλλασσόµενο µαγνητικό πεδίο παράλληλο προς τις επιφάνειες της  
και ισχύει ( ) ( )z z= −H H� � ) 

ΧΙ.72 Εξίσωση διάχυσης 
2

2 0d j
dz

ωµσ− =H H
� �  

ΧΙ.73 Μαγνητική πεδιακή ένταση στο 
εσωτερικό της πλάκας 

(1 ) (1 )

0 0

cosh (1 )

2 cosh (1 ) cosh (1 )

z zj j

s
s

zjH e e
H

b bj j

δ δ δ

δ δ

− + +
   +  +     = =   + +   

      

H y y
�

� �  

ΧΙ.74 Ηλεκτρική πεδιακή ένταση στο 
εσωτερικό της πλάκας 0 0

sinh (1 )1 1

cosh (1 )
s

zjH jH
bz j

δ
σ σ σδ

δ

 + ∇× ∂ +   = = − = −  ∂ + 
  

HE x x
� �� �  

ΧΙ.75 Μαγνητική επαγωγή στο εσωτερικό 
της πλάκας 0

cosh (1 )

cosh (1 )
s

zj
H

bj

δµ

δ

 +   =  + 
  

B y� �  

ΧΙ.76 Πυκνότητα ρεύµατος στο εσωτερικό 
της πλάκας 0

sinh (1 )1

cosh (1 )
s

zjjH
bj

δ
δ

δ

 + +   = −  + 
  

J x� �  

ΧΙ.77 

Λόγος της µαγνητικής πεδιακής 
έντασης (επαγωγής) στο εσωτερικό της 
πλάκας προς την µαγνητική ένταση 
(επαγωγή) στις επιφάνειές της 

2 2cosh (1 ) cosh cos

2 2cosh coscosh (1 )
H B

s s

z z zjH B
f f

b bbH B j

δ δ δ

δ δδ

       + +            = = = = =        ++           

� �

� �  

ΧΙ.78 

Λόγος της ηλεκτρικής πεδιακής 
έντασης (πυκνότητας ρεύµατος) στο 
εσωτερικό της πλάκας προς την 
ηλεκτρική ένταση (πυκνότητα 
ρεύµατος) στις επιφάνειές της 

 

2 2sinh (1 ) cosh cos

2 2cosh cossinh (1 )
J E

s s

z z zjJ E
f f

b bbJ E j

δ δ δ

δ δδ

       + −            = = = = =        −+           

� �

� �  

ΧΙ.79 Μέση τιµή της µαγνητικής επαγωγής ( )1 tanh 1
2 1

b
S

av
b

H bB Bdz j
b j b

µ δ
δ−

 
= = + 

 +  ∫
�

� �  

ΧΙ.80 Μιγαδική µαγνητική διαπερατότητα 

tanh (1 )
(1 )

2 2sinh sin
1      

2 21 cosh cos

av
c

s

j
c

B b
j

j bH
b bj

e
b bb j

ψ

µ δµ
δ

µδ δ δ µ

δ δ

 
= = + = 

 +  
     +       = =   +   +       

�
�
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ΧΙ.81 Μέτρο και γωνιακή απόκλιση της 
µιγαδικής µαγνητικής διαπερατότητας 

1/2
2 2cosh cos

2 22 cosh cos
c

b b

b bb
µ δ δ δµ

δ δ

       −        =        +          

 

2 2sinh sin
arctan

2 2sinh sin

b b

b b
δ δψ

δ δ

     −       =      +       

 

ΧΙ.82 Μέτρο της µιγαδικής µαγνητικής 
διαπερατότητας όταν b δ�  2c b

µ δµ ≅  

ΧΙ.83 
Μέση χρονική ισχύς απωλειών που 
οφείλονται στα αναπτυσσόµενα 
δινορρεύµατα στο υλικό της πλάκας  

2 2 2sinh sin

2 2cosh cos

s

b b
H

P
b b
δ δ

σδ
δ δ

     −       =      +       

�
 

 
Επιδερµικό φαινόµενο σε κυλινδρικό αγωγό ακτίνας α πολύ µεγάλου µήκους  

που διαρρέεται από ηµιτονοειδές ρεύµα I  

ΧΙ.84 Εξίσωση διάχυσης 

2 0jωµσ∇ − =J J� � ⇔
2

2

1
0

d J dJ
j J

dr r dr
µσω+ − =

� � � ⇔  

⇔  
2

2
2

1
0

d J dJ
J

dr r dr
κ+ + =

� � � ,  όπου 2
2

2jjκ µσω
δ

= − = −  

ΧΙ.85 Πυκνότητα ρεύµατος στο εσωτερικό 
του κυλίνδρου 

0 0
1

( )
2 ( )

I
J r

aJ a
κ κ

π κ
=J z

��  

0 1, :J J συναρτήσεις Bessel 1ου είδους (µηδενικής και πρώτης 

τάξης αντίστοιχα)  

ΧΙ.86 Μαγνητική πεδιακή ένταση στο 
εσωτερικό του κυλίνδρου 1 0

1

( )
2 ( )

I J r
aJ a

κ
π κ

=H ϕ
��  

ΧΙ.87 Ηλεκτρική πεδιακή ένταση στο 
εσωτερικό του κυλίνδρου 0 0

1

( )
2 ( )

I
J r

aJ a
κ κ

σ πσ κ
= =JE z
� ��  

ΧΙ.88 Μαγνητική επαγωγή στο εσωτερικό 
του κυλίνδρου 1 0

1

( )
2 ( )

I J r
aJ a
µµ κ

π κ
= =B H ϕ

�� �  

ΧΙ.89 
Πυκνότητα ρεύµατος πάνω στον άξονα 
του αγωγού ( 0)r =  

12 ( )a
I

J
aJ a
κ

π κ
=

��  

ΧΙ.90 
Πυκνότητα ρεύµατος πάνω στην 
εξωτερική επιφάνεια του αγωγού 
( )r a=  

0( )s aJ J J aκ=� �  

ΧΙ.91 Πυκνότητα ρεύµατος στο εσωτερικό 
του αγωγού 0( )aJ J J rκ=� �  

ΧΙ.92 Γενική σχέση για το όρισµα rκ  42 2 (1 )
jr r rr r j j e j
π

κ µσω
δ δ δ

−
= − = − = = −  
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x y 

2b 

2b 
z (1)

(2)

02s
I=H x
��  

ΧΙ.93 
Ωµικές απώλειες και άεργη ισχύς, 
όπου S  η εξωτερική επιφάνεια του 
αγωγού 

* 2 2 21 1 1 1( )
2 2 2 2S

d P j Q I R j I X I Z− × ⋅ = + = + =∫∫ E H S� � � �w  

ΧΙ.94 Ανά µονάδα µήκους σύνθετη 
αντίσταση του αγωγού 

0 1

*

0 ( 45 )
2

1

1 ( ) ( )12
( )2

S j
d J

Z R jX e
JI

ψ ψκα
καπσαδ

− −
− ×

= + = =
∫∫ E H S

D

�

�

w

0
0 1

1

( )1 cos( 45 )
( )2

J
R

J
κα

ψ ψ
καπσαδ

= − − D  

0
0 1

1

( )1 sin( 45 )
( )2

J
X

J
κα

ψ ψ
καπσαδ

= − − D  

ΧΙ.95 Ανά µονάδα µήκους αντίσταση του 
αγωγού στο συνεχές ρεύµα 0 2

1R
aπσ

=  

ΧΙ.96 
Λόγος της αντίστασης στο 
εναλλασσόµενο ρεύµα προς την 
αντίσταση στο συνεχές  

0
0 1

0 1

( )1 cos( 45 )
( )2

JR af
R J

κα
ψ ψ

δ κα
= = − − D  

ΧΙ.97 
Λόγος αντιστάσεων για σχετικά παχείς 
αγωγούς, π.χ. όταν / 2a δ >  

0

1 1
2 2

R a
R δ

 ≈ +     

 
Απώλειες γειτνίασης 

(σε σύστηµα δύο παραλλήλων αγωγίµων πλακών (1) και (2) πάχους 2b µε πολύ µεγάλο µήκος κατά τoν άξονα x, 
στο οποίο το εναλλασσόµενο ρεύµα  I , που είναι παράλληλο προς τον άξονα y προσάγεται από τον έναν αγωγό 

και επιστρέφει από τον άλλον) 

ΧΙ.98 

Ένταση του µαγνητικού πεδίου που 
οφείλεται στον αγωγό (2) στις δύο 
επιφάνειες του αγωγού (1) ( I� το ανά 
µονάδα µήκους κατά x  ρεύµα του 
αγωγού) 

 
 

ΧΙ.99 
Μέσες χρονικές απώλειες στον αγωγό 
(1) (ανά µονάδα µήκους κατάx και y ) 

2

1 1,1 2,1 4
2 2 2 2sinh sin sinh sin

2 2 2 2cosh cos cosh cos

I
P P P

b b b b

b b b b

σδ

δ δ δ δ

δ δ δ δ

= + = ⋅

               + −                    ⋅ +               − +                      

�

 

ΧΙ.100 
Μέσες χρονικές απώλειες του 
συστήµατος (ανά µονάδα µήκους 
κατά x και y ) 

2

2

1
1

2
2 2

2 2 2 2sinh sin sinh sin

2 2 2 2cosh cos cosh cos

I
P P I R

b b b b

b b b b

σδ

δ δ δ δ

δ δ δ δ

= = = ⋅

               + −                    ⋅ +               − +                      

�
�

 

ΧΙ.101 

Ανά µονάδα µήκους και επιφανείας 
αντίσταση της γραµµής των δύο 
αγωγών (ανά µονάδα µήκους 
κατά x και y ) 

2 2 2 2sinh sin sinh sin
1

2 2 2 2cosh cos cosh cos

b b b b

R
b b b b
δ δ δ δ

σδ
δ δ δ δ

               + −                    = +               − +                      

 

ΧΙ.102 
Αντίσταση της γραµµής στο συνεχές 
ρεύµα (ανά µονάδα µήκους κατά x και 
y ) 

0
1R
bσ

=  
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ΧΙ.103 
Λόγος της αντίστασης στο 
εναλλασσόµενο ρεύµα προς την 
αντίσταση στο συνεχές 

0

2 2 2 2sinh sin sinh sin

2 2 2 2cosh cos cosh cos

4 4sinh sin
2   

b b b b
R b

b b b bR

b b
b

δ δ δ δ
δ

δ δ δ δ

δ δ
δ

               + −                    = +               − +                      
     +       =
4 4cosh cosb b
δ δ

     −       

 

 
 

∆ΙΑ∆ΟΣΗ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΚΥΜΑΤΟΣ ΚΑΤΑ ΤΥΧΟΥΣΑ ∆ΙΕΥΘΥΝΣΗ 
 

ΧΙ.104 

0n : µοναδιαίο διάνυσµα 
παράλληλο προς τη διεύθυνση 
διάδοσης 
ζ : απόσταση, από την αρχή 
O , τυχόντος επιπέδου καθέτου 
προς τη διεύθυνση διάδοσης 
r : διανυσµατική απόσταση από 
την αρχή O  των σηµείων του 
επιπέδου 

0ζ = ⋅n r  

ΧΙ.105 Ηλεκτρική πεδιακή ένταση  0 0 0 0i r i re e e eγζ γζ γ γ− − ⋅ ⋅= + = +n r n rE E E E E� � � � �  

ΧΙ.106 Μαγνητική πεδιακή ένταση ( )0 0 0 0 0 0
1

i r i re e e eγζ γζ γ γ

η
− − ⋅ ⋅= + = × − ×n r n rH H H n E n E� � � � �  

ΧΙ.107 
Μέση χρονική τιµή της ανά 
µονάδα επιφανείας 
διαδιδόµενης ισχύος 

{ }
2 2

2 2 0 0

0 0 0 0 0 0
1 Re
2 2 2

i r

i r i rη η η
= − = − = −

E E
P E n E n n n P P

� �
� �

ΧΙ.108 Μέση χρονική ισχύς 
προσπίπτοντος κύµατος 

2

0

02
i

i η
=

E
P n

�
 

ΧΙ.109 Μέση χρονική ισχύς 
ανακλώµενου κύµατος 

2

0

02
r

r η
=

E
P n

�
 

ΧΙ.110 Ταχύτητα οµάδας 
0

g
dz d
dt d β β

ωυ
β =

  = =    
 

 
 

ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ ΑΜΟΙΒΑΙΟΤΗΤΑΣ 
 

ΧΙ.111 ∆ιαφορική διατύπωση του θεωρήµατος 
της αµοιβαιότητας 1 2 2 1 2 1 1 2( )∇⋅ × − × = ⋅ − ⋅E H E H E J E J� � � � � � � �  

ΧΙ.112 Ολοκληρωτική διατύπωση του 
θεωρήµατος της αµοιβαιότητας 1 2 2 1 2 1 1 2( ) ( )

S V
d dV× − × ⋅ = ⋅ − ⋅∫∫ ∫∫∫E H E H S E J E J� � � � � � � �w  
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ΧΙ.113 
Μαθηµατική διατύπωση του 
θεωρήµατος της αµοιβαιότητας 

1 2( 0)= =J J� �  

1 2 2 1( ) 0∇⋅ × − × =E H E H� � � �  

1 2 2 1( ) 0
S

d× − × ⋅ =∫∫ E H E H S� � � �w  

ΧΙ.114 

Το θεώρηµα της αµοιβαιότητας, όταν η 
επιφάνειας S  που περικλείει τον όγκο 
V  είναι πολύ αποµακρυσµένη από τις 
πηγές 

2 1 1 2( ) ( )
V V

dV dV⋅ = ⋅∫∫∫ ∫∫∫E J E J� � � �  
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ΝΟΜΟΙ ΑΝΑΚΛΑΣΗΣ – ∆ΙΑΘΛΑΣΗΣ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΚΥΜΑΤΟΣ 
 

ΧΙΙ.1 Κυµατικός αριθµός (n : διεύθυνση 
διάδοσης του κύµατος) p

k
ωβ ω µε
υ

= = = ,      k ω µε= =k n n  

ΧΙΙ.2 
Επίπεδο Η/Μ κύµα για διάδοση 
παράλληλη προς τη θετική διεύθυνση 
του µοναδιαίου διανύσµατος n  

0
je− ⋅= k rE E  

0
je

η µω
− ⋅ × ×= = =k r n E k EH H  

ΧΙΙ.3 

Ένταση ηλεκτρικού και µαγνητικού 
πεδίου προσπίπτοντος κύµατος στην 
επίπεδη διαχωριστική επιφάνεια δύο 
µέσων 1  και 2  (πρόσπτωση από το 
µέσο 1  στο µέσο 2 ) 

i 0
ij

ie
− ⋅= k rE E  

0
1 1

ij i i i i
i ie η µ ω

− ⋅ × ×= = =k r n E k EH H  

ΧΙΙ.4 Ένταση ηλεκτρικού και µαγνητικού 
πεδίου ανακλώµενου κύµατος 

0
rj

r re
− ⋅= k rE E  

0
1 1

rj r r r r
r re η µ ω

− ⋅ × ×= = =k r n E k EH H  

ΧΙΙ.5 Ένταση ηλεκτρικού και µαγνητικού 
πεδίου διαθλώµενου κύµατος 

0
tj

t te
− ⋅= k rE E  

0
2 2

tj t t t
t te η µ ω

− ⋅ × ×= = =k r n E k EH H  

ΧΙΙ.6 Γενικές σχέσεις µεταξύ γωνιών 
πρόσπτωσης, ανάκλασης και διάθλασης 

i rθ θ=  

1

2

sin
sin

i

t

θ υ
θ υ
=  

ΧΙΙ.7 
∆είκτης διάθλασης µέσου µε 
διηλεκτρική σταθερά ε  και µαγνητική 
διαπερατότητα µ  0 0

r r
c

n
µε µ ε

υ µ ε
= = =  

ΧΙΙ.8 
Νόµος του Snell ( 12n είναι ο σχετικός 
δείκτης διάθλασης του µέσου 2  ως προς 
το µέσο 1 ) 

2 2 2
12

1 1 1

sin
sin

i

t

n
n

n
θ µ ε
θ µ ε
= = =  

ΧΙΙ.9 
Μεταβολή της γωνίας tθ  σε σχέση µε 
τους δείκτες διάθλασης 

1 2 t in n θ θ< ⇒ <  
1 2 t in n θ θ> ⇒ >  

ΧΙΙ.10 
Κρίσιµη γωνία cθ : για την περίπτωση 
που 1 2n n> , όταν  i cθ θ>   δεν υπάρχει 
διάθλαση κύµατος (ολική ανάκλαση) 

2

1

sin c
n
n

θ = .   Αν 2
1 2

1

sin c
εµ µ θ
ε

= ⇒ =  

sin
sin

sin
i

t
c

θθ
θ

=  
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ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ FRESNEL 
 

ΧΙΙ.11 

Γενικές σχέσεις πάνω στη διαχωριστική 
επιφάνεια των δύο µέσων (n  είναι 
µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στη 
διαχωριστική επιφάνεια) 

( )i r tS S
× + = ×n E E n E  

( )i r tS S
× + = ×n H H n H  

1 2

1 1( ) ( )i i r r t t
S Sµ µ

   × × + × = × ×      n k E k E n k E  

1 2

1 1( ) ( )i i r r t t
S Sη η

   × × + × = × ×      n n E n E n n E  

XII.12 Συντελεστής ανάκλασης 0

0

r

i

E
R

E

  =     

XII.13 Συντελεστής διάθλασης (διάδοσης) 0

0

t

i

E
T

E

  =     

 
 

∆ΙΑΝΥΣΜΑ Ε ΚΑΘΕΤΟ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο ΤΗΣ ΠΡΟΣΠΤΩΣΗΣ 
 

Απλοποιηµένες σχέσεις του Fresnel  

0 0 0i r tE E E+ =  

0 0 0
1 2

cos cos
( )i t

i r tE E E
θ θ

η η
− =  

ΧΙΙ.14 Σχέσεις πλατών 
2

0 0
2 1

2 cos
cos cos

i
t i

i t

E E
η θ

η θ η θ
=

+

2 1
0 0

2 1

cos cos
cos cos

i t
r i

i t

E E
η θ η θ
η θ η θ

−=
+

 

 

ΧΙΙ.15 

Συντελεστής ανάκλασης 

0

0

r

i

E
R

E⊥

⊥

  =   
 

2 1

2 1

2 1

2 1

2 2 1/2
2 1 1 2

2 2 1/2
2 1 1 2

2 2 1/ 2
1 2 2 1 1 2

2 2 1/ 2
1 2 2 1 1 2

cos cos
cos cos
tan tan
tan tan

cos [1 ( ) sin ]

cos [1 ( ) sin ]

cos [( ) ( ) sin ]

cos [( ) ( ) sin ]

i t

i t

t i

t i

i i

i i

i i

i i

R

n n

n n

η θ η θ
η θ η θ
µ θ µ θ
µ θ µ θ
η θ η θ

η θ η θ

θ µ ε µ ε µ µ θ

θ µ ε µ ε µ µ θ

⊥
−=
+
−=
+
− −

=
+ −

− −
=

+ −

 

ΧΙΙ.16 

Συντελεστής διάθλασης 

0

0

t

i

E
T

E⊥

⊥

  =   
 

2

2 1

2

2 1

2
2 2 1/ 2

2 1 1 2

2 2 1/ 2
1 2 2 1 1 2

2 cos
cos cos

2 tan
tan tan

2 cos
cos [1 ( ) sin ]

2 cos
cos [( ) ( ) sin ]

i

i t

t

t i

i

i i

i

i i

T

n n

η θ
η θ η θ

µ θ
µ θ µ θ

η θ
η θ η θ

θ
θ µ ε µ ε µ µ θ

⊥ = +

=
+

=
+ −

=
+ −

 

1 1,µ ε

2 2,µ ε

Ei 

Hi 

Et Ht 

Hr 

Er 

tθ

iθ rθ

ik
rk  

tk  

(1) 

(2) 

n
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ΧΙΙ.17 Σχέση σύνδεσης των ,R T⊥ ⊥  1 R T⊥ ⊥+ =  

 
 

Ειδική περίπτωση κάθετης πρόσπτωσης ( 0iθ = ) 

ΧΙΙ.18 Συντελεστής ανάκλασης 
1/ 2

1 2 2 12 1 2 1 1 2
1/ 2

2 1 1 2 2 1 2 1 1 2

1 ( ) -
1 ( )

n n
R

n n

µ ε µ εη η µ µ
η η µ ε µ ε µ µ⊥

−−= = =
+ + +

 

ΧΙΙ.19 Συντελεστής διάθλασης 
2 2 1

1/ 2
1 2 1 2 2 1 2 1 1 2

2 22
1 ( )

n
T

n n
η µ

η η µ ε µ ε µ µ⊥ = = =
+ + +

 

 
 

Ειδική περίπτωση πρόσπτωσης σε µέσα µε 1 2µ µ=  

ΧΙΙ.20 Συντελεστής ανάκλασης 
tan tan sin( )
tan tan sin( )

t i t i

t i t i

R
θ θ θ θ
θ θ θ θ⊥

− −= =
+ +

 

ΧΙΙ.21 Συντελεστής διάθλασης 
1/2

1 2 1 2( )sin2 ( ) sin22 tan
tan tan sin( ) sin( )

i it

t i t i t i

n n
T

θ ε ε θθ
θ θ θ θ θ θ⊥ = = =
+ + +

 

 
 

Ειδική περίπτωση κάθετης πρόσπτωσης ( 0)iθ =  σε µέσα µε 1 2µ µ=  

ΧΙΙ.22 Συντελεστής ανάκλασης 
1 2

1 2

n n
R

n n⊥
−=
+

 

ΧΙΙ.23 Συντελεστής διάθλασης 1

1 2

2n
T

n n⊥ = +
 

 
 

∆ΙΑΝΥΣΜΑ Ε ΠΑΡΑΛΛΗΛΟ ΠΡΟΣ ΤΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο ΤΗΣ ΠΡΟΣΠΤΩΣΗΣ 
 

ΧΙΙ.24 

Απλοποιηµένες εξισώσεις Fresnel 
 

0 0 0( )cos cosi r i t tE E Eθ θ− =  
 

0 0 0

1 1 2

i r tE E E
η η η
+ =  

 

1 1,µ ε

2 2,µ ε

Ei 

Hi 

Et 
Ht 

Hr 

Er 

tθ

iθ rθ

ik
rk  

tk  

(1) 

(2) 
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ΧΙΙ.25 

Συντελεστής ανάκλασης 
 

0

0

r
||

i ||

E
R

E

  =   
 

1 2
||

1 2

1 2

1 2

1/ 2
2 2

1 2 1 2

1/2
2 2

1 2 1 2

1/ 2
2 2

2 1 1 2 1 2

2 1 1 2 1 2

cos cos
cos cos

sin2 sin2
sin2 sin2

cos 1 ( ) sin

cos 1 ( ) sin

cos ( ) ( ) sin

cos ( ) (

i t

i t

i t

i t

i i

i i

i i

i

R

n n

n n

η θ η θ
η θ η θ

µ θ µ θ
µ θ µ θ

η θ η θ

η θ η θ

θ µ ε µ ε ε ε θ

θ µ ε µ ε ε ε

−=
+

−=
+

 − −  =
 + −  

 − −  =
+ −

1/ 2
2 2) sin iθ 

  

 

ΧΙΙ.26 

Συντελεστής διάθλασης 
 

0

0

t
||

i ||

E
T

E

  =   
 

2

1 2

2

1 2

2
1/ 2

2 2
1 2 1 2

1/2
2 1 1 2

1/2
2 2

2 1 1 2 1 2

2 cos
cos cos
4 cos sin
sin2 sin2

2 cos

cos 1 ( ) sin

2 cos ( )

cos ( ) ( ) sin

i
||

i t

i t

i t

i

i i

i

i i

T

- n n

-

η θ
η θ η θ
µ θ θ

µ θ µ θ
η θ

η θ η θ

θ µ ε µ ε

θ µ ε µ ε ε ε θ

=
+

=
+

=
 +   

=
 +   

 

ΧΙΙ.27 Σχέση µεταξύ του συντελεστή 
ανάκλασης και του συντελεστή διάδοσης || ||

cos
1

cos
t

i

R T
θ
θ

− =  

 
 

Ειδική περίπτωση κάθετης πρόσπτωσης ( 0iθ = ) 

ΧΙΙ.28 Συντελεστής ανάκλασης 
1/ 2

2 1 1 21 2 1 2 2 1
|| 1/ 2

1 2 1 2 2 1 2 1 1 2

1 ( )

1 ( )
n n

R
n n

µ ε µ εη η µ µ
η η µ µ µ ε µ ε

−− −= = =
+ + +

 

ΧΙΙ.29 Συντελεστής διάθλασης 
1/2

2 1 1 22 2 1
|| 1/ 2

1 2 1 2 2 1 2 1 1 2

2( )2 2
1 ( )

n
T

n n

µ ε µ εη µ
η η µ µ µ ε µ ε

= = =
+ + +

 

 
 

Ειδική περίπτωση πρόσπτωσης για µέσα µε 1 2µ µ=  

ΧΙΙ.30 Συντελεστής ανάκλασης ||
tan( )
tan( )

i t

i t

R
θ θ
θ θ

−=
+

 

ΧΙΙ.31 Συντελεστής διάθλασης ||
2 cos sin

sin( )cos( )
i t

i t i t

T
θ θ

θ θ θ θ
=

+ −
 

ΧΙΙ.32 Ειδική περίπτωση κάθετης πρόσπτωσης 

2 1
||

1 2

1
||

1 2

0 2i

n n
R

n n
n

T
n n

θ

− = += ⇒  = +
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ΧΙΙ.33 Γωνία Brewster ή γωνία πόλωσης για 
την οποία δεν υπάρχει ανάκλαση. 

2 2

1 1

tan
n
n

εθ
εΒ = =  

 
 

ΟΛΙΚΗ ΑΝΑΚΛΑΣΗ ( 1 2n n> ΚΑΙ i cθ θ> ) 
 

ΧΙΙ.34 Συνιστώσες του κυµατάριθµου 

sinix tx i ik k k θ= =  
2

sin
1

sin
i

tz t s
c

k jk ja
θ
θ

  = ± − = ±   
 

2
sin

1
sin

i
s t

c

a k
θ
θ

  = −   
 

 

ΧΙΙ.35 ∆ιαθλώµενο ηλεκτρικό πεδίο 0
s sa z j x

t te e β− −=E E  

1 1 sins iβ ω µ ε θ=  

ΧΙΙ.36 Ταχύτητα διάδοσης του κύµατος 
παράλληλα προς την επιφάνεια 

1 2
2

1 1

sin1
sin sin sin sin

c
s

s i i t i

υ υ θωυ υ
β µ ε θ θ θ θ

  = = = = =    
 

ΧΙΙ.37 
Συντελεστής ανάκλασης όταν η γωνία 
πρόσπτωσης είναι µεγαλύτερη από την 
κρίσιµη γωνία ( )i cθ θ>  

1/ 2
2 2

2 1 1 20
1/ 2

2 20 2 1 1 2

cos ( ) sin 1

cos ( ) sin 1)

i ir

i i i

j n nE
R

E j n n

η θ η θ

η θ η θ
⊥

⊥

 − −     = =     + −  

 

1/2
2 2

1 2 1 20
|| 1/ 2

2 20 || 1 2 1 2

cos ( ) sin 1

cos ( ) sin 1)

i ir

i i i

j n nE
R

E j n n

η θ η θ

η θ η θ

 − −     = =     + −  

 

2
( ,||)

jR e φ−
⊥ =  

ΧΙΙ.38 
Φασική απόκλιση µεταξύ των εντάσεων 

rE , iE  για ένταση του ηλεκτρικού πεδίου 
κάθετη στο επίπεδο της πρόσπτωσης 

1/2
2 2

1 1 2

2

1/2
2 2

1 21 2

2 1

( ) sin 1
2 2arctan

cos

( ) sin 1
2arctan

cos

i

i

i

i

n n

n nn
n

η θ
ψ φ

η θ

θµ
µ θ

⊥ ⊥

    −    = =     
    −        =         

 

ΧΙΙ.39 
Φασική απόκλιση µεταξύ των εντάσεων 

rE , iE  για ένταση του ηλεκτρικού πεδίου 
παράλληλη στο επίπεδο της πρόσπτωσης 

 
1/ 2

2 2
2 1 2

|| ||
1

1/2
2 2

1 22 1

1 2

( ) sin 1
2 2arctan

cos

( ) sin 1
2arctan

cos

i

i

i

i

n n

n nn
n

η θ
ψ φ

η θ

θµ
µ θ

    −    = = =      
    −        =         

 

ΧΙΙ.40 
Σχέση µεταξύ των φασικών αποκλίσεων 
ψ⊥  και ||ψ  

2
||1 2

2 1

tan tan
2 2

n
n

ψψ µ
µ

⊥
         =          

 

ΧΙΙ.41 

Φασική απόκλιση µεταξύ των εντάσεων 

rE , iE  για ένταση του ηλεκτρικού πεδίου 
κάθετη στο επίπεδο της πρόσπτωσης όταν 

1 2µ µ=  

1/ 2
2 2

2 1sin ( )
2arctan

cos
i

i

n nθ
ψ

θ⊥

    −    =     
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ΧΙΙ.42 

Φασική απόκλιση µεταξύ των εντάσεων 

rE , iE  για ένταση του ηλεκτρικού πεδίου 
παράλληλη στο επίπεδο της πρόσπτωσης 
όταν 1 2µ µ=  

1/2
2 22

2 1
1

||
2

sin ( )
2arctan

cos
i

i

n nn
n

θ
ψ

θ

    −      =        
 

ΧΙΙ.43 Σχέση σύνδεσης 
2

||2

1

tan tan
2 2

n
n

ψψ⊥
         =          

 

 
 

ΕΝΕΡΓΕΙΑΚΟΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ ΑΝΑΚΛΑΣΗΣ ΚΑΙ ∆ΙΑΘΛΑΣΗΣ 
 

ΧΙΙ.44 
Ανά µονάδα επιφανείας µέση χρονική 
ισχύς που αντιστοιχεί στο προσπίπτον 
κύµα 

2
0

1

1 | |
2i i iE
η

=P n  

ΧΙΙ.45 
Ανά µονάδα επιφανείας µέση χρονική 
ισχύς που αντιστοιχεί στο ανακλώµενο 
κύµα 

2
0

1

1 | |
2r r rE
η

=P n  

ΧΙΙ.46 
Ανά µονάδα επιφανείας µέση χρονική 
ισχύς που αντιστοιχεί στο διαθλώµενο 
κύµα 

2
0

2

1 | |
2t t tE
η

=P n  

ΧΙΙ.47 
Ενεργειακός συντελεστής ανάκλασης 
(n : κάθετη συνιστώσα στη 
διαχωριστική επιφάνεια) 

2
20

0

rn r
R

in i

P E
e R

P E
= = =  

ΧΙΙ.48 Ενεργειακός συντελεστής διάθλασης 
2

21 0 1

2 20

cos cos
cos cos

tn t t t
T

in i ii

P E
e T

P E
η θ η θ
η θ η θ

= = =  

ΧΙΙ.49 Γενικές σχέσεις σύνδεσης 
1R Te e+ =  

in rn tnP P P+ =  

 
 

ΚΑΘΕΤΗ ΠΡΟΣΠΤΩΣΗ ΣΤΗΝ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ ΜΕΣΟΥ ΜΕ ΑΠΩΛΕΙΕΣ 
 

ΧΙΙ.50 Συντελεστής ανάκλασης 
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1 2 2 10 2 1
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j

µ µ γ γη η
η η µ µ γ γ

µ ε µ ε σ ωε

µ ε µ ε σ ωε

−−= = = =
+ +

− −
=

+ −

 

ΧΙΙ.51 Συντελεστής διάθλασης 
( )( )

( )
( ) ( )

0 2

1 20 1 2 2 1

1/2

2 1 1

1/2 1/ 2

2 1 1 2 2 0

2 2

1

2

t

i

r

r r

E
T

E

j

η
η η µ µ γ γ

µ ε µ

µ ε µ ε σ ωε

= = = =
+ +

=
+ −
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ΧΙΙ.52 
Συντελεστής ανάκλασης για την ειδική 
περίπτωση 1 2 0µ µ µ≅ ≅ , 1 1rε = , 

2r rε ε=  

1/2

2

0
1/ 2

2

0

1

1

r

r

j
R

j

σε
ωε

σε
ωε

  − −   =
  + −   

 

ΧΙΙ.53 
Συντελεστής διάθλασης για την ειδική 
περίπτωση 1 2 0µ µ µ≅ ≅ , 1 1rε = , 

2r rε ε=  

 

1/2

2

0

2

1 r

T

j σε
ωε

=
  + −   

 

ΧΙΙ.54 
Συντελεστές ανάκλασης και διάθλασης 
για την ειδική περίπτωση που το µέσο 2 
είναι πολύ καλός αγωγός 2 2( / 1)σ ωε  

1R ≅− ,    1T  

 
ΠΛΑΓΙΑ ΠΡΟΣΠΤΩΣΗ ΣΕ ΜΕΣΑ ΜΕ ΑΠΩΛΕΙΕΣ 

 

ΧΙΙ.55 
Γενική εξίσωση σύνδεσης των 
διανυσµάτων διάδοσης και των µιγαδικών 
σταθερών διάδοσης 

1 1 2i r tγ γ γ⋅ = ⋅ = ⋅n r n r n r  

ΧΙΙ.56 Νόµος του Snell για πρόσπτωση σε µέσα 
µε απώλειες i rθ θ= ,     

2

1

sin
sin

i

t

θ γ
θ γ
=  

 
 

∆ιάνυσµα E  κάθετο στο επίπεδο πρόσπτωσης 

ΧΙΙ.57 Συντελεστής ανάκλασης 

0 2 1 1 2

2 1 1 20

2 2 2
2 1 1 2 1

2 2 2
2 1 1 2 1

cos cos
cos cos

cos sin

cos sin

r i t

i ti

i i

i i

E
R

E
µ γ θ µ γ θ
µ γ θ µ γ θ

µ γ θ µ γ γ θ

µ γ θ µ γ γ θ

⊥

⊥

  − = = =  + 

− −
=

+ −

 

ΧΙΙ.58 Συντελεστής διάθλασης 

0 2 1

2 1 1 20

2 1
2 2 2

2 1 1 2 1

2 cos
cos cos

2 cos

cos sin

t i

i ti

i

i i

E
T

E
µ γ θ

µ γ θ µ γ θ
µ γ θ

µ γ θ µ γ γ θ

⊥

⊥

  = = =  + 

=
+ −

 

 
∆ιάνυσµα E  παράλληλο στο επίπεδο πρόσπτωσης 

ΧΙΙ.59 Συντελεστής ανάκλασης 

0 1 2 2 1
||

1 2 2 10 ||

2 2 2 2
1 2 2 1 2 1

2 2 2 2
1 2 2 1 2 1

cos cos
cos cos

cos sin

cos sin

r i t

i ti

i i

i i

E
R

E
µ γ θ µ γ θ
µ γ θ µ γ θ

µ γ θ µ γ γ γ θ

µ γ θ µ γ γ γ θ

  − = = =  + 

− −
=

+ −

 

ΧΙΙ.60 Συντελεστής διάθλασης 

0 1 2
||

1 2 2 10 ||

2 1 2
2 2 2 2

1 2 2 1 2 1

2 cos
cos cos

2 cos

cos sin

t i

i ti

i

i i

E
T

E
γ µ θ

µ γ θ µ γ θ

µ γ γ θ
µ γ θ µ γ γ γ θ

  = = =  + 

=
+ −
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ΧΙΙ.61 
Συντελεστής ανάκλασης για κάθετη 
πρόσπτωση ( 0)iθ =  

1 2 2 12 1 1 2

2 1 1 2 1 2 2 1

1 ( )( )

1 ( )( )
R

µ µ γ γµ γ µ γ
µ γ µ γ µ µ γ γ

−−= =
+ +

 

ΧΙΙ.62 
Συντελεστής διάθλασης για κάθετη 
πρόσπτωση ( 0)iθ =  

2 1

1 2 2 1 1 2 2 1

2 2
1 ( )( )

T
µ γ

µ γ µ γ µ µ γ γ
= =

+ +
 

ΧΙΙ.63 ∆ιαδιδόµενο κύµα για πρόσπτωση σε 
µέσο µε απώλειες 

[ ]1( sin )
0

ij qz xpx
t tE E e e β θ− +−=  

2 2( cos sin )p ρ α δ β δ= −  

2 2( sin cos )q ρ α δ β δ= − +  
cos j

t e δθ ρ=  
2 2 2jγ α β= +  

ΧΙΙ.64 Πραγµατική γωνία διάθλασης 1 sin
arctan i

q
β θψ

  = −   
 

ΧΙΙ.65 

Συντελεστής ανάκλασης για ηλεκτρικό 
πεδίο κάθετο στο επίπεδο πρόσπτωσης 
όταν 1 0µ µ= , 1 0ε ε= , 1 0σ = , 2 0µ µ≈ , 

2 0rε ε ε= , 2σ σ=  

2

00

0 2

0

2

2

cos sin

cos sin

cos ( 60 ) sin

cos ( 60 ) sin

i r i

r

i
i r i

i r i

i r i

j
E

R
E

j

j

j

σθ ε θ
ωε

σθ ε θ
ωε

θ ε λσ θ

θ ε λσ θ

⊥

⊥

  − − −      = =      + − −   

− − −
=

+ − −
 

ΧΙΙ.66 

Συντελεστής ανάκλασης για ηλεκτρικό 
πεδίο παράλληλο στο επίπεδο 
πρόσπτωσης όταν 1 0µ µ= , 1 0ε ε= , 

1 0σ = , 2 0µ µ≈ , 2 0rε ε ε= , 2σ σ=  

 

2

0 00
||

0 || 2

0 0

2

cos sin

cos sin

( 60 )cos ( 60 ) sin

( 60 )cos ( 60 )

r i r i

r

i
r i r i

r i r i

r i r

j j
E

R
E

j j

j j

j j

σ σε θ ε θ
ωε ωε

σ σε θ ε θ
ωε ωε

ε λσ θ ε λσ θ

ε λσ θ ε λσ

      − − − −            = =          − + − −         

− − − −
=

− + − − 2sin iθ

 

 
Ειδική περίπτωση: µέσο 2 πολύ καλός αγωγός 

ΧΙΙ.67 
Η πραγµατική γωνία διάθλασης και ο 
συντελεστής ανάκλασης όταν το µέσο 2 
είναι τέλειος αγωγός 

0tθ → ,        0ψ →  
1R ≅−  

 
ΣΤΑΣΙΜΑ ΚΥΜΑΤΑ 

 

ΧΙΙ.68 Συνολικό ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο 
0 1 0( , ) 2 sin siniz t E z tβ ω=E x  

0
1 0

1

( , ) 2 cos cosiE
z t z tβ ω

η
=H y  

ΧΙΙ.69 Μέση ισχύς συνιστάµενου στάσιµου 
κύµατος 

=P 0  

 
 
 



ΧΙΙ – ΑΝΑΚΛΑΣΗ ΚΑΙ ∆ΙΑΘΛΑΣΗ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΚΥΜΑΤΟΣ  
 

 59

ΠΡΟΣΠΤΩΣΗ ΣΕ ∆ΙΗΛΕΚΤΡΙΚΗ ΠΛΑΚΑ (ΜΕΣΟ 2) ΠΑΧΟΥΣ d  
ΠΟΥ ΠΕΡΙΒΑΛΛΕΤΑΙ ΑΠΟ ΑΕΡΑ (ΜΕΣΑ 1 ΚΑΙ 3) 

 

ΧΙΙ.70 
Λόγος συνολικά ανακλώµενου (µέσο 1) 
προς προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο (µέσο 1), 
όπου ij i j i j j iZ η η µ β µ β= =  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
12 23 12 230 1

2
12 23 12 230 1

1  1  1  1  
1  1  1  1  

j d
r

j d
i

Z Z Z Z eE
Z Z Z Z eE

β

β

−

−

  − + + + −  =  + + + − − 
 

ΧΙΙ.71 
Λόγος συνολικά διαθλώµενου (µέσο 3) προς 
προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο (µέσο 1), όπου 

ij i j i j j iZ η η µ β µ β= =  ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 3

12 23 12 230 1

4
1  1  1  1  

j d
t

j d j d
i

E e
Z Z e Z Z eE

β

β β−

   =  − − + + + 
 

ΧΙΙ.72 

Λόγος συνολικά ανακλώµενου (µέσο 1) 
προς προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο (µέσο 1) 
για µέσα µε απώλειες, όπου 

ij i j i j j iZ η η µ γ µ γ= =  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2
12 23 12 230 1

2
12 23 12 230 1

1  1 1  1  
1  1 1  1  

d
r

d
i

Z Z Z Z eE
Z Z Z Z eE

γ

γ

−

−

  − + + + −  =  + + + − − 
 

ΧΙΙ.73 

Λόγος συνολικά διαθλώµενου (µέσο 3) προς 
προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο (µέσο 1) για 
µέσα µε απώλειες, όπου 

ij i j i j j iZ η η µ γ µ γ= =  
( ) ( ) ( ) ( )

3

2 2

0 3

12 23 12 230 1

4
1  1  1  1  

d
t

d d
i

E e
Z Z e Z Z eE

γ

γ γ−

   =  − − + + + 
 

 
ΠΙΕΣΗ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑΣ 

 

ΧΙΙ.74 Πυκνότητα της ορµής του 
ηλεκτροµαγνητικού πεδίου 2( )µε µε

υ
= × = × = = Pg D B E H P  

ΧΙΙ.75 

Πίεση που ασκείται κάθετα στη 
διαχωριστική επιφάνεια 

 

[ ]cos
| | | |i

in rnp P P
θ

υ
= < > − < >  

ΧΙΙ.76 Ειδική περίπτωση όπου το µέσο 1 είναι το 
κενό (ή αέρας) 

[ ]cos
| | | |i

in rnp P P
c
θ= < > + < >  

ή 
2

2 2 2 2
0 0

cos1 | | cos (1 | | ) (1 | | ) | |
2

i
i i ip E R R P

c
θε θ= + = + < >

 

ΧΙΙ.77 

Πίεση που ασκείται κάθετα στη 
διαχωριστική επιφάνεια συναρτήσει της 
πυκνότητας ενέργειας του πεδίου του 
προσπίπτοντος κύµατος iw< >  

2
2 2 2 cos

(1 | | )cos (1 | | ) | |i
i i ip R w R P

c
θθ= + < >= + < >  

ΧΙΙ.78 
Μέγιστη τιµή της πίεσης ακτινοβολίας για 
κάθετη πρόσπτωση στην επιφάνεια τέλειου 
αγωγού ( 1, 0iR θ= = ) 

2
max 0 0

| |
2 2 | |i

i i
P

p w E
c

ε< >= = < >=  

z 

(1) (2) 

S∆

S∆

r iθ θ=

iθ

0 0=n z  
n

tυ∆

tυ∆

in

rn



ΧΙΙ – ΑΝΑΚΛΑΣΗ ΚΑΙ ∆ΙΑΘΛΑΣΗ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΚΥΜΑΤΟΣ  
 

 60

ΧΙΙ.79 
Μέγιστη τιµή της πίεσης ακτινοβολίας για 
κάθετη πρόσπτωση σε τέλεια απορροφητική 
επιφάνεια (R=0, 0iθ = ) 

2 max
0

| | 1 | |
2 2

i
a i oi

P p
p w E

c
ε< >= < >= =  

 
 

ΣΚΕ∆ΑΣΗ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΟΥ ΚΥΜΑΤΟΣ 
 

ΧΙΙ.80 ∆ιατοµή σκέδασης (s : σκεδαζόµενο 
πεδίο) 

24 s

i

P
r

P
σ π=  
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ΕΓΚΑΡΣΙΑ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΑ ΚΥΜΑΤΑ (ΤΕΜ) 
 

ΧΙΙΙ.1 

Οι εξισώσεις στροφής του Maxwell  
όταν τα διανύσµατα βρίσκονται στο 
εγκάρσιο στη διεύθυνση διάδοσης 
επίπεδο 

t tjωµ∇× = −E H� �  

t tjωε∇× =H E� �  

ΧΙΙΙ.2 
Εξισώσεις του Maxwell για διανύ-
σµατα εγκάρσια στη διεύθυνση διά-
δοσης  

0
t

tj
z

ωµ∂× = −
∂
Ez H
�

�  

0
t

tj
z

ωε∂× =
∂
Hz E
�

�  

t t∇ × =E 0�  

t t∇ × =H 0�
 

0 0t x y

 ∂ ∂  ∇ ≡ +   ∂ ∂ 
x y

 

ΧΙΙΙ.3 

Γενικές λύσεις των εξισώσεων στρο-
φής XIII.2 όπου φ , ψ  βαθµωτά 
δυναµικά που ικανοποιούν την εξί-
σωση Laplace 

1( ) ( , )tf z x yφ= ∇tE�  

2( ) ( , )tf z x yψ= ∇tH�

 2 2
2

2 2 0t x y
φ φφ ∂ ∂∇ = + =

∂ ∂  
2 2

2
2 2 0t x y
ψ ψψ ∂ ∂∇ = + =

∂ ∂  

ΧΙΙΙ.4 Εξίσωση κύµατος για tE  και tH  

2
2

2 0t
tz

β∂ + =
∂
E E
�

�  

2
2

2 0t
tz

β∂ + =
∂
H H
�

�
 

όπου 2 2β ω µε=
 

ΧΙΙΙ.5 Ταχύτητα διάδοσης του κύµατος 
1

p fωυ λ
β µε

= = =
 

ΧΙΙΙ.6 Οι λύσεις για το ηλεκτρικό πεδίο 0( ) ( , ) j z
t tE x y e βφ±= ∇tE

∓� �

 

ΧΙΙΙ.7 Οι λύσεις για το µαγνητικού πεδίο 0 0 0( , )( ) j z
t t t

t
x y E e βφ
η η

±×∇ ×= ± = ±z z EH
∓� �

�
 

XIII.8 Χαρακτηριστική αντίσταση του µέ-
σου 

η µ ε=  

XIII.9 Απλοποιηµένες µορφές των XIII.6 
και XIII.7 

0 0( ) j z
t tE e β±=E x∓� �  

0
0

( ) j z
t

t
E e β

η

±

= ±H y
∓�

�
 

ΧΙΙΙ ΓΡΑΜΜΕΣ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ 
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Ι∆ΑΝΙΚΗ ΓΡΑΜΜΗ ∆ΥΟ ΑΓΩΓΩΝ 
 

XIII.10 Τάση γραµµής (για διάδοση κατά τη 
θετική διεύθυνση του άξονα z ) 0

j zV V e β−=�
 

XIII.11 

Ένταση ρεύµατος γραµµής (για διά-
δοση κατά τη θετική διεύθυνση του 
άξονα z ) – (Q είναι το ανά µονάδα 
µήκους της γραµµής φορτίο του αγω-
γού) 

όπου0 0,       j z QI I e Iβ

εη
−= =�

 

XIII.12 Ανά µονάδα µήκους χωρητικότητα 
της γραµµής 0

QC
V
=  

XIII.13 Χαρακτηριστική σύνθετη αντίσταση 
της γραµµής µεταφοράς 

0
0

0

1

p

V LZ
I C C C C

µεε η
υ

= = = = =  

XIII.14 
Ταχύτητα διάδοσης συναρτήσει χω-
ρητικότητας C και αυτεπαγωγής L  
γραµµής µεταφοράς 

1 1 1
,p

p

LC
LC

υ µε
µε υ

= = = =
 

XIII.15 Μέση χρονική ισχύς που µεταφέρει 
µια ιδανική γραµµή µεταφοράς 

2
20

0 0 0 0
0

1 1 1
2 2 2
V

P Z I V I
Z

= = =
 

XIII.16 
Χαρακτηριστική αντίσταση οµοαξο-
νικής γραµµής (b εξωτερική, a εσω-
τερική ακτίνα)  

0

ln( )

2

b aL
Z

C
µ

π ε
= =

 

 
 

ΚΥΚΛΩΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΓΡΑΜΜΗΣ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ 
 

XIII.17 Τηλεγραφική εξίσωση ή εξίσωση της 
γραµµής µεταφοράς 

2 2

2 2 ( )V V VLC RC LG RGV
z t t

∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂

 
2 2

2 2 ( )I I ILC RC LG RGI
z t t

∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂  

XIII.18 
Τηλεγραφική εξίσωση ή εξίσωση της 
γραµµής µεταφοράς για γραµµή χω-
ρίς απώλειες 

2 2

2 2 0V VLC
z t

∂ ∂− =
∂ ∂

 
2 2

2 2 0I ILC
z t

∂ ∂− =
∂ ∂  

XIII.19 Ταχύτητα διάδοσης του κύµατος κα-
τά µήκος γραµµής χωρίς απώλειες 

1
LC

υ =
 

XIII.20 Σύνθετη χαρακτηριστική αντίσταση 
σε γραµµή χωρίς απώλειες 0

( , ) ( , )
( , ) ( , )

V z t V z t LZ
I z t I z t C

+ −

+ −= =− =
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ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΗΣ ΓΡΑΜΜΗΣ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ ΣΤΗΝ ΗΜΙΤΟΝΟΕΙ∆Η ΜΟΝΙΜΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ 
 

XIII.21 Εφαρµογή των νόµων του 
Kirchhoff στη γραµµή µεταφοράς ( )dV R j L I

dz
ω− = +

� � , ( )dI G j C V
dz

ω− = +
� �

 

XIII.22 
Τηλεγραφική εξίσωση ή εξίσωση 
της γραµµής µεταφοράς για την 
τάση 

2

2 ( )( )d V R j L G j C V
dz

ω ω= + +
� �

 
2

2
2 0d V V

dz
γ− =

� �

 

XIII.23 
Τηλεγραφική εξίσωση ή εξίσωση 
της γραµµής µεταφοράς για την 
ένταση του ρεύµατος 

2

2 ( )( )d I R j L G j C I
dz

ω ω= + +
� �

 
 

2
2

2 0d I I
dz

γ− =
� �

 

XIII.24 Σταθερά διάδοσης της γραµµής ( )( )R j L G j C jγ ω ω α β= + + = +
 

XIII.25 Γενική λύση για την τάση στη 
γραµµή µεταφοράς ( ) z zV z V e V eγ γ+ − −= +� � �

 

XIII.26 Γενική λύση για την ένταση του 
ρεύµατος στη γραµµή µεταφοράς 0

1( ) ( )z zI z V e V e
Z

γ γ+ − −= −� � �
 

XIII.27 Σχέσεις µεταξύ των πλατών 
0

VI
Z

+
+ =

�� , 
0

VI
Z

−
− =−

��
 

XIII.28 Χαρακτηριστική σύνθετη αντίστα-
ση της γραµµής 0

R j LZ
G j C

ω
ω

+=
+  

XIII.29 Στιγµιαία τιµή της τάσης σε κάθε 
θέση της γραµµής 

( , ) Re( ( ) )

cos( ) cos( )

j t

az az
i r

V z t V z e

V e t z V e t z

ω

ω β φ ω β φ+ − −

= =

= − + + + +

�

 

XIII.30 Στιγµιαία τιµή της έντασης σε κάθε 
θέση της γραµµής 

0

( , ) Re( ( ) )

1
cos( ) cos( )

| |

j t

az az
i z r z

I z t I z e

V e t z V e t z
Z

ω

ω β φ φ ω β φ φ+ − −

= =

 = − + − − + + − 

�

 

XIII.31 Μήκος κύµατος του διαδιδόµενου 
κύµατος 

2p
pT f

υ πλ υ
β

= = =
 

XIII.32 Σύνθετη αντίσταση της γραµµής 0( )
z z

z z

V e V eZ z Z
V e V e

γ γ

γ γ

+ − −

+ − −

+=
−

� �
� �
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ΑΝΑΚΛΑΣΗ ΣΕ ΓΡΑΜΜΗ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ 
 

XIII.33 Συνολική τάση και ένταση στη θέση 
του φορτίου 

( 0)
    
z

LV V V
= + −⇒ = +XIII.25 � � �

 ( 0)

0

1    ( )
z

LI V V
Z

= + −⇒ = −XIII.26 � � �

 

XIII.34 

Γενικές σχέσεις τάσης, ρεύµατος και 
αντίστασης σε γραµµή µεταφοράς µε 
µεταβλητή s z= −  την απόσταση 
από το φορτίο 

( ) s sV s V e V eγ γ+ − −= +� � �  

0

1( ) ( )s sI s V e V e
Z

γ γ+ − −= −� � �  

0( )
s s

s s

V e V eZ s Z
V e V e

γ γ

γ γ

+ − −

+ − −

+=
−

� �
� �

 

XIII.35 Συντελεστής ανάκλασης στο πέρας 
της γραµµής 

0 0
0 0

0

| | j L

L

Z ZV
e

Z ZV
ϕ

−

+

−Γ = = Γ =
+

�
�  

XIII.36 Αντίσταση εισόδου 
2

0 0 0
0 0 02

0 0 0

1 tanh
( )

1 tanh

s s s
L

s s s
L

e e e Z Z s
Z s Z Z Z

e e e Z Z s

γ γ γ

γ γ γ

γ
γ

− −

− −

+ Γ + Γ += = =
−Γ −Γ +  

XIII.37 

Γενικές εξισώσεις τάσης και ρεύµα-
τος σε γραµµή µεταφοράς ως συνάρ-
τηση της απόστασης s  από το φορ-
τίο 

0( ) cosh sinhL LV s V s Z I sγ γ= +� � �  

0

( ) sinh coshL
L

V
I s s I s

Z
γ γ= +

�
� �

 
   

Περίπτωση ανοιχτής γραµµής ( LZ =∞ )
 

XIII.38 Πλάτη τάσης και ρεύµατος 
2
LVV V+ −= =
�

� �  

02
LVI I
Z

+ −= − =
�

� �

 
0LI =�

 
XIII.39 Σύνθετη αντίσταση εισόδου και συ-

ντελεστής ανάκλασης 

0
0
1 tanh tan( )

tanh tanh tana
Z j as sZ s Z
s as j s

β
γ β

+= =
+

 

0 1Γ =
    

Περίπτωση βραχυκυκλωµένης γραµµής ( 0LZ = )
 

XIII.40 Πλάτη τάσης και ρεύµατος 

V V− += −� �  
0LV =�  

2
LII I+ −= =
�

� �
 

XIII.41 Σύνθετη αντίσταση εισόδου και συ-
ντελεστής ανάκλασης 

0( ) tanhZ s Z sβ γ=  

0 1Γ = −
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Περίπτωση προσαρµοσµένης γραµµής ( 0LZ Z= )
 

XIII.42 Πλάτη τάσης και ρεύµατος 

0V − =�  

LV V+ =� �  

0I − =�  

LI I+ =� �
 

XIII.43 Σύνθετη αντίσταση εισόδου και συ-
ντελεστής ανάκλασης 

0( )Z s Zπ =  

0 0Γ =
 

 
 

ΓΡΑΜΜΗ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ ΧΩΡΙΣ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗ 
 

XIII.44 Συνθήκη Heaviside για γραµµή χωρίς 
παραµόρφωση 

L C
R G
=

 

XIII.45 Σύνθετη αντίσταση γραµµής 0
L RZ
C G

= =
 

XIII.46 Σταθερά διάδοσης RG j LC jγ ω α β= + = +
 

XIII.47 Φασική ταχύτητα 
1

p LC
ωυ
β

= =  

XIII.48 Συνθήκες για γραµµή µε χαµηλές απώ-
λειες L Rω � ,     C Gω �

 

XIII.49 Σύνθετη αντίσταση σε γραµµή µε χα-
µηλές απώλειες 0

R j L LZ
G j C C

ω
ω

+= ≅
+  

XIII.50 Συντελεστής απόσβεσης σε γραµµή µε 
χαµηλές απώλειες 2 2

R C G L
L C

α ≅ +
 

XIII.51 Φασική σταθερά διάδοσης σε γραµµή 
µε χαµηλές απώλειες LCβ ω=

 

XIII.52 Φασική ταχύτητα σε γραµµή µε χαµη-
λές απώλειες 

1
p LC

υ ≅
 

 
 
 
 
 
 



ΧΙΙ – ΓΡΑΜΜΕΣ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ  
 
 

 66

ΚΥΚΛΩΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ Ι∆ΑΝΙΚΗΣ ΓΡΑΜΜΗΣ 
 

XIII.53 
Εξισώσεις Kirchhoff στην ηµιτονοειδή 
µόνιµη κατάσταση για γραµµή χωρίς 
απώλειες 

dV j LI
dz

ω− =
� �

 
dI j CV
dz

ω− =
� �  

XIII.54 Εξισώσεις για γραµµή χωρίς απώλειες 

2
2

2 0
d V LCV
dz

ω+ =
� �  

2
2

2 0d I LCI
dz

ω+ =
� �  

XIII.55 
Σταθερά διάδοσης και χαρακτηριστική 
σύνθετη αντίσταση σε γραµµή χωρίς 
απώλειες 

j j LCγ β ω= =         0a =  

0Z L C=
 

XIII.56 Γενικές λύσεις για την τάση και το ρεύ-
µα στη γραµµή (µιγαδικές µορφές) 

( ) j z j zV z V e V eβ β+ − −= +� � �
 

0

1( ) ( )j z j zI z V e V e
Z

β β+ − −= −� � �
 

XIII.57 Γενικές λύσεις για την τάση και το ρεύ-
µα στη γραµµή (στιγµιαίες τιµές) 

( , ) cos( ) cos( )i rV z t V t z V t zω β ϕ ω β ϕ+ −= − + + + +
 

0

1
( , ) ( cos( ) cos( ))i rI z t V t z V t z

Z
ω β φ ω β φ+ −= − + − + +  

XIII.58 Φασική ταχύτητα, µήκος κύµατος σε 
γραµµή χωρίς απώλειες 

1
p LC

υ = ,     1
f LC

λ =  

XIII.59 Τάση και ρεύµα στο φορτίο γραµµής 
χωρίς απώλειες LV V V+ −= +� � � ,     

0

1 ( )LI V V
Z

+ −= −� �
 

XIII.60 
Γενικές σχέσεις τάσης σε γραµµή µετα-
φοράς µε µεταβλητή s z= −  την 
απόσταση από το φορτίο (ιδανική 
γραµµή) 

0( ) cos sinL LV s V s jZ I sβ β= +� � �

 02 ( 2 )
0 0( ) (1 ) (1 | | )j s j s j s j sV s V e e V e eβ β β ϕ β+ − + −= + Γ = + Γ� � �

 

XIII.61 

Γενικές σχέσεις ρεύµατος σε γραµµή 
µεταφοράς µε µεταβλητή s z= −  την 
απόσταση από το φορτίο (ιδανική γραµ-
µή) 

0

( ) sin cosL
L

V
I s j s I s

Z
β β= +

�
� �

 
02 ( 2 )

0 0
0 0

( ) (1 ) 1 | |j s j s j s j sV V
I s e e e e

Z Z
β β β ϕ β

+ +
− − = −Γ = − Γ  

� ��
 

XIII.62 Σύνθετη αντίσταση εισόδου ιδανικής 
γραµµής 

0
0 0

0

tan
( )

tan

j s j s
L

j s j s
L

Z jZ sV e V e
Z s Z Z

Z jZ sV e V e

β β

β β

β
β

+ − −

+ − −

++= =
+−

� �
� �  

XIII.63 Συντελεστής ανάκλασης ιδανικής γραµ-
µής 

00
0 0

0

| | jL

L

Z Z
e

Z Z
ϕ−Γ = = Γ

+
 

XIII.64 

Σύνθετη αντίσταση φορτίου συναρτήσει 
της χαρακτηριστικής σύνθετης αντίστα-
σης της γραµµής και του συντελεστή 
ανάκλασης στο φορτίο 

0
0

0

1
1LZ Z
+ Γ=
−Γ

 

XIII.65 

Σύνθετη αντίσταση σε τυχαία θέση 
γραµµής συναρτήσει της χαρακτηριστι-
κής σύνθετης αντίστασης της γραµµής 
και του συντελεστή ανάκλασης στο φορ-
τίο 

2
0

0 2
0

1
( )

1

j s

j s

e
Z s Z

e

β

β

−

−

+ Γ=
−Γ
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XIII.66 
Σύνθετη αντίσταση σε τυχαία θέση 
γραµµής για την περίπτωση ανοιχτής 
γραµµής 

0( )
tana
Z

Z s j
sβ

= −
 

XIII.67 
Σύνθετη αντίσταση σε τυχαία θέση 
γραµµής για την περίπτωση βραχυκυ-
κλωµένης γραµµής 

0( ) tanZ s jZ sβ β=
 

XIII.68 
Σύνθετη αντίσταση σε τυχαία θέση 
γραµµής για την περίπτωση προσαρµο-
σµένης γραµµής 

0( ) LZ s Z
Cπ = =

 

XIII.69 Μέγιστη τιµή τάσης κατά µήκος της 
γραµµής µεταφοράς max 0| ( ) | | | (1 | |)V s V += + Γ� �

 

XIII.70 Ελάχιστη τιµή τάσης κατά µήκος της 
γραµµής µεταφοράς min 0| ( ) | | | (1 | |)V s V += − Γ� �

 

XIII.71 Μέγιστη τιµή ρεύµατος κατά µήκος της 
γραµµής µεταφοράς max 0

0

| |
| ( ) | (1 | |)

V
I s

Z

+

= + Γ
�

�
 

XIII.72 Ελάχιστη τιµή ρεύµατος κατά µήκος της 
γραµµής µεταφοράς min 0

0

| |
| ( ) | (1 | |)

V
I s

Z

+

= − Γ
�

�
 

XIII.73 Λόγος τάσεων στάσιµου κύµατος σε 
γραµµή µεταφοράς 

max max 0

0min min

| ( ) | | ( ) | 1 | |
1 | || ( ) | | ( ) |

V s I s
S

V s I s
+ Γ= = =
− Γ

� �
� �  

XIII.74 Μέγιστη τιµή αντίστασης εισόδου σε 
γραµµή µεταφοράς 

max 0
max 0 0

0min

| ( ) | 1 | |
1 | || ( ) |

V s
Z Z SZ

I s
+ Γ= = =
− Γ

�
�  

XIII.75 Ελάχιστη τιµή αντίστασης εισόδου σε 
γραµµή µεταφοράς 

min 0 0
min 0

0max

| ( ) | 1 | |
1 | || ( ) |

V s Z
Z Z

SI s
− Γ= = =
+ Γ

�
�

 

XIII.76 

Σύνθετη αντίσταση φορτίου συναρτήσει 
του λόγου στασίµου κύµατος (d : από-
σταση πλησιέστερου ελαχίστου min| |V�  
από το φορτίο) 

0
1 tan

tanL
jS d

Z Z
S j d

β
β

−=
−

 

XIII.77 
Σύνθετη αντίσταση εισόδου βραχυκυ-
κλωµένης γραµµής µήκους 8λ  08

Z jZβ
λ  =  

 

XIII.78 
Σύνθετη αντίσταση εισόδου βραχυκυ-
κλωµένης γραµµής µήκους 4λ  4

Z jβ
λ  = ∞    

XIII.79 
Σύνθετη αντίσταση εισόδου βραχυκυ-
κλωµένης γραµµής µήκους 3 8λ  0

3
8

Z jZβ
λ  = −    

XIII.80 
Σύνθετη αντίσταση εισόδου βραχυκυ-
κλωµένης γραµµής µήκους 2λ  0

2
Zβ

λ  =  
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XIII.81 
Σύνθετη αντίσταση εισόδου όταν 

2s κλ= , 1,2,...κ =  (άρτιο πολλα-

πλάσιο του τετάρτου µήκους κύµατος) 
Lin ZsZ =)(

 

XIII.82 

Σύνθετη αντίσταση εισόδου όταν 
(2 1) 4s κ λ= − , 1,2,...κ =  (περιττό 

πολλαπλάσιο του τετάρτου µήκους κύ-
µατος) 

2
0( )in
L

Z
Z s

Z
=

 

XIII.83 Μεταφερόµενη ισχύς σε ιδανική γραµµή 
µεταφοράς 

2 2 2
2

0
0 0 0

| | | | | |1 1 1
(1 | | )

2 2 2
V V V

P
Z Z Z

+ + −

= − Γ = −
� � �

 

2 2 2
0

0 0

| | | | | |1 1
2 2L i r
V V

P P P P
Z Z

+ + Γ= = − = −
� �

 

XIII.84 
Μέγιστη ισχύς που µπορεί να προσδοθεί 
στο φορτίο από ιδανική γραµµή µεταφο-
ράς 

2

max
0

| |1
2
V

P
Z

+

=
�

 

 
 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ SMITH 
 

XIII.85 Γενικευµένος συντελεστής ανάκλασης 02 ( 2 )
0 0 0| | | |j s j s je e e p jqβ ϕ β ψ− −Γ = Γ = Γ = Γ = +

 

XIII.86 Αντίσταση εισόδου σε κάθε θέση της 
γραµµής 0

1
1

Z Z
+ Γ=
−Γ  

XIII.87 Ανηγµένη σύνθετη αντίσταση 0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

Z s R s jX s
z s r s jx s

Z Z
+= = = +  

1
( )

1
z s

+ Γ=
−Γ  

XIII.88 Σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου της 
γραµµής 

1( )
( )

Y s G jB
Z s

= = +
 

XIII.89 Ανηγµένη σύνθετη αγωγιµότητα 
1( )
( )

y s g jb
z s

= = +
 

XIII.90 Χαρακτηριστική σύνθετη αγωγιµότητα 0
0

1Y
Z

=
 

XIII.91 Ανηγµένη χαρακτηριστική σύνθετη 
αγωγιµότητα 0

1
1

y
−Γ=
+ Γ  

XIII.92 
Ανηγµένη αντίσταση στις θέσεις όπου 

max| ( ) | | ( ) |V s V s=� �  maxz z r S= = =
 

XIII.93 Στις θέσεις όπου min| ( ) | | ( ) |V s V s=� �  min
1z z r
S

= = =  
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XIII.94 Γραµµή µε απώλειες 
2

0
2

0 0

( ) 1 1( )
1 1

s

s

Z s e
z s

Z e

γ

γ

−

−

+ Γ + Γ= = =
−Γ −Γ  

XIII.95 Γενικευµένος συντελεστής ανάκλασης 2 2 2 ( 2 )
0 0 0| |s j s s j se e e eγ β α ψ β− − − −Γ = Γ = Γ = Γ  
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∆ΙΑ∆ΟΣΗ ΣΕ ΕΝΑ ΣΥΣΤΗΜΑ ∆ΥΟ ΠΑΡΑΛΛΗΛΩΝ ΑΓΩΓΙΜΩΝ ΕΠΙΠΕ∆ΩΝ 
(τα επίπεδα βρίσκονται στις θέσεις y=0 και y=b και εκτείνονται κατά τον άξονα x στο άπειρο και κατά τον z από 0 µέχρι l) 

 

XIV.1 Κυµατικές εξισώσεις 

2 2
2 2 2

2 2

2 2
2 2 2

2 2

0 0

0 0

y z

y z

ω µε ω µε

ω µε ω µε

∂ ∂∇ + = ⇒ + + =
∂ ∂
∂ ∂∇ + = ⇒ + + =
∂ ∂

E EE E E

H HH H H

� �� � �

� �� � �
 

XIV.2 Σταθερά διάδοσης γ  2 2 2 2 2 2 0q q kγ ω µε γ− + = − + =  

XIV.3 
Γενική µορφή z -συνιστωσών 
ηλεκτρικής και µαγνητικής πεδιακής 
έντασης 

1 2 1 2( cos sin )( )z z
zH A qy A qy B e B eγ γ−= + +�  

1 2 1 2( cos sin )( )z z
zE C qy C qy D e D eγ γ−= + +�  

XIV.4 
Γενική µορφή xE  συνιστώσας της 
ηλεκτρικής πεδιακής έντασης 

2 2
z

x
Hj

E
y

ωµ
γ ω µε

∂−=
+ ∂

�
� ⇒  

⇒ 1 2 1 2( sin cos )( )z z
x
jE A qy A qy B e B e
q

γ γωµ −= − +�  

XIV.5 
Γενική µορφή yE  συνιστώσας της 
ηλεκτρικής πεδιακής έντασης 

2

2 2

1 z
y

E
E

z yγ ω µε
∂=

+ ∂ ∂

�
� ⇒  

⇒ 1 2 1 2( sin cos )( )z z
yE C qy C qy D e D e
q

γ γγ −= − −�  

XIV.6 
Γενική µορφή xH  συνιστώσας της 
µαγνητικής πεδιακής έντασης 

2 2
z

x
EjH
y

ωε
γ ω µε

∂=
+ ∂

�
� ⇒  

⇒ 1 2 1 2( sin cos )( )z z
x

jH C qy C qy D e D e
q

γ γωε −= − − +�  

XIV.7 
Γενική µορφή yH  συνιστώσας της 
µαγνητικής πεδιακής έντασης 

2

2 2

1 z
y

H
H

z yγ ω µε
∂=

+ ∂ ∂

�
� ⇒  

⇒ 1 2 1 2( sin cos )( )z z
yH A qy A qy B e B e
q

γ γγ −= − −�  

XIV.8 

Συνιστώσες της ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης στην 
περίπτωση διάδοσης εγκάρσιου 
ηλεκτροµαγνητικού κύµατος (ΤΕΜ) 

0zH =�  

0zE =�  

1 2
z z

xH Fe F eγ γ−= +�  

1 2 1 2( ) ( )z z z z
yE Fe F e Fe F e

j
γ γ γ γγ η

ωε
− −= − − = − −�  

1 2 0z z
yH G e G eγ γ−= + =�  

1 2( ) 0z z
xE G e G e
j

γ γγ
ωε

−= − =�  

XIV.9 Οριακές συνθήκες στις αγώγιµες 
πλάκες 

0

0

0

0

x xy y b

z zy y b

E E

E E

= =

= =

= =

= =

� �

� �
 ⇒  

2 1 0

( 1,2, 3,...)n

A C
nq q n
b
π

 = = = = =

 

XIV ΚΥΜΑΤΟ∆ΗΓΟΙ 
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XIV.10 Εγκάρσιοι ηλεκτρικοί ρυθµοί (ΤΕ) 

1 1 2
1

sin ( )z z
x n n n n

n n

jE A q y B e B e
q

γ γωµ∞
−

=

= +∑�  

1 1 2
1

cos ( )z z
z n n n n

n

H A q y B e B eγ γ
∞

−

=

= +∑�  

1 1 2
1

sin ( )z zn
y n n n n

n n

H A q y B e B e
q

γ γγ∞
−

=

= −∑�  

XIV.11 Εγκάρσιοι µαγνητικοί ρυθµοί (ΤΜ) 

2 1 2
1

cos ( )z zn
y n n n n

n n

E C q y D e D e
q

γ γγ∞
−

=

= − −∑�  

2 1 2
1

sin ( )z z
z n n n n

n

E C q y D e D eγ γ
∞

−

=

= +∑�  

2 1 2
1

cos ( )z z
x n n n n

n n

j
H C q y D e D e

q
γ γωε∞

−

=

= −∑�  

 
 
 

Εγκάρσιο ηλεκτρικό πεδίο –  Ρυθµοί ΤΕ ( 0zE =� ) 

XIV.12 

Συνιστώσες της ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης, όπου 

, ( 1,2, 3, )n
nq n
b
π= = …  

0zn yn xnE E H= = =� � �  

sin nj z
xn o n

n

j
E H q ye

q
βωµ −=�  

sin nj zn
yn o n

n

j
H H q ye

q
ββ −=�  

cos nj z
zn o nH H q ye β−=� �  

XIV.13 Φασική σταθερά διάδοσης 2 2 2( / ) 1 ( / )n cn b f fβ ω µε π ω µε= − = −  

 
 

Εγκάρσιο µαγνητικό πεδίο. Ρυθµοί ΤΜ ( 0zH =� ) 

XIV.14 

Συνιστώσες της ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης , όπου  

, ( 1,2, 3, )n
nq n
b
π= = …  

0zn xn ynH E H= = =� � �  

sin nj z
zn o nE E q ye β−=�  

cos nj zn
yn o n

n

j
E E q ye

q
ββ −= −�  

cos nj z
xn o n

n

jH E q ye
q

βωε −=�  

XIV.15 Φασική σταθερά διάδοσης 2 2 2( / ) 1 ( / )n cn b f fβ ω µε π ω µε= − = −  

 
Χαρακτηριστικά διάδοσης 

XIV.16 Σταθερά διάδοσης του n-στού 
ρυθµού 

2 2( / )n n bγ π ω µε= −  

XIV.17 Συνθήκη για διάδοση του κύµατος  
2

2 n
b
πω µε  >       ⇒  2 2( / )n nj j n bγ β ω µε π= = −  
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XIV.18 Συχνότητα αποκοπής του n-στού 
ρυθµού 2c

n
f

b µε
=  

XIV.19 
Ταχύτητα διάδοσης  επίπεδου 
κύµατος στο µεταξύ των πλακών 
διηλεκτρικό µέσο 

1
oυ µε
=  

XIV.20 
Μήκος κύµατος που αντιστοιχεί στην 
ταχύτητα 

0
υ  

2o

f
υ πλ

ω µε
= =  

XIV.21 
Μήκος επίπεδου κύµατος που 
αντιστοιχεί στη συχνότητα αποκοπής 
cf  

1 2o
c

c c c c

f
f f f
υ πλ λ

µε ω µε
= = = =  

XIV.22 
Σταθερά διάδοσης συναρτήσει της 
συχνότητας αποκοπής και του 
µήκους κύµατος αποκοπής 

2

2 2

1 ( / )

2 21 ( / ) 1 ( / )

n n c

c c

j j f f

j f f j

γ β ω µε
π π λ λ
λ λ

= = − =

= − = −
 

XIV.23 Μήκος κύµατος κυµατοδηγού 
2 2

2 2

2 2

( / )

  
1 ( / ) 1 ( / )

g
n

c c

n b

f f

π πλ
β ω µε π

λ λ
λ λ

= = =
−

= =
− −

 

XIV.24 Φασική ταχύτητα 
2 2

2 2

2
( / )

  
1 ( / ) 1 ( / )

p g
n n

o o

c c

ff
n b

f f

π ω ωυ λ
β β ω µε π

υ υ
λ λ

= = = =
−

= =
− −

 

XIV.25 Σχέση µηκών κύµατος cλ , gλ  και λ  2 2 2

1 1 1

g cλ λ λ
+ =  

 
 
 

Εγκάρσιο ηλεκτροµαγνητικό κύµα. Ρυθµός ΤΕΜ ( 0z zE H= =� � ) 

XIV.26 Συνιστώσες της ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης 

0z z x yE H E H= = = =� � � �  

1
j z

xH Fe β−=�  

1
j z

y xE H Fe βη η −= − = −� �  

XIV.27 Σταθερά διάδοσης j jγ β ω µε= =  

XIV.28 Μήκος κύµατος κυµατοδηγού 
2 2 o

g f
υπ πλ λ

β ω µε
= = = =  

XIV.29 Φασική ταχύτητα 
1

p oυ υ
µε

= =  

XIV.30 Συχνότητα αποκοπής 0cf =  
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ΣΩΛΗΝΩΤΟΙ ΚΥΜΑΤΟ∆ΗΓΟΙ ΣΤΑΘΕΡΗΣ ∆ΙΑΤΟΜΗΣ (ΓΕΝΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ) 
 

XIV.31 Σταθερά διάδοσης γ  2 2 2j j p qγ β ω µε= = − −  

XIV.32 

Γενική µορφή z -συνιστωσών της 
ηλεκτρικής και µαγνητικής πεδιακής 
έντασης όπου 

1 2

1 2

1 2

( ) cos sin

( ) cos sin

( ) z z

X x A px A px

Y y B qy B qy

Z z C e C eγ γ−

= +

= +

= +

 
( ) ( ) ( )zE X x Y y Z z=�  

XIV.33 
Γενική µορφή xE -συνιστώσας της 
ηλεκτρικής πεδιακής έντασης 2 2

1 z z
x

E H
E j

x y
γ µω

γ ω µε

 ∂ ∂  = − +  +  ∂ ∂ 

� �
�  

XIV.34 
Γενική µορφή yE -συνιστώσας της 
ηλεκτρικής πεδιακής έντασης 2 2

1 z z
y

E H
E j

y x
γ µω

γ ω µε

 ∂ ∂  = − +  +  ∂ ∂ 

� �
�  

XIV.35 
Γενική µορφή xH -συνιστώσας της 
µαγνητικής πεδιακής έντασης  2 2

1 z z
x

E H
H j

y x
ωε γ

γ ω µε

 ∂ ∂  = −  +  ∂ ∂ 

� �
�  

XIV.36 
Γενική µορφή yH -συνιστώσας της 
µαγνητικής πεδιακής έντασης 2 2

1 z z
y

E H
H j

x y
ωε γ

γ ω µε

 ∂ ∂  = − +  +  ∂ ∂ 

� �
�  

XIV.37 Συνθήκη για διάδοση του κύµατος 2 2 2 0p qω µε− − ≥  

XIV.38 Συχνότητα αποκοπής του 
κυµατοδηγού 

0γ = ⇒
2 21

2 2
c

c
p q

f
ω
π π µε

+= =  

XIV.39 Μήκος κύµατος αποκοπής 2 2

2o
c

cf p q

υ πλ = =
+

 

XIV.40 Φασική σταθερά διάδοσης 
22 2

2 21 1 1c c

c

f f
f f

π π λβ ω µε
λ λ λ

          = − = − = −             
 

XIV.41 Φασική ταχύτητα 
2 2 2 2 2

1 1

o o
p

c

c

p q f
f

υ υω ωυ
β ω µε λ

λ

= = = =
− −       − −       

 

XIV.42 Ταχύτητα οµάδας 

2 2 2 2

22

1

   1 1

o
g

p

c
o o

c

p q
d
d

f
f

ω µε υυ
β ωµε υ
ω

λυ υ
λ

− −
= = =    

     = − = −       

 

XIV.43 Σχέση ταχυτήτων ου , pυ  και gυ  2
0 p gυ υ υ=  
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XIV.44 Μήκος κύµατος του κυµατοδηγού 

2 2 2

2 2

2 2

  

1 1

p
g

c

c

f p q

f
f

υπ πλ
β ω µε

λ λ

λ
λ

= = =
− −

= =
      − −       

 

XIV.45 Σχέση µηκών κύµατος cλ , gλ  και λ   2 2 2

1 1 1

c gλ λ λ
+ =  

 
 

ΚΥΜΑΤΟ∆ΗΓΟΙ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗΣ ∆ΙΑΤΟΜΗΣ ΜΕ ∆ΙΑΣΤΑΣΕΙΣ a ΚΑΙ b 
 

XIV.46 
Τιµές των p  και q  όπως αυτές 
καθορίζονται από τις οριακές 
συνθήκες 

mp
a
π=    και   nq

b
π=       ( , 0,1,2,...)m n =  

XIV.47 Φασική σταθερά διάδοσης 
2 2

2 m n
a b
π πβ ω µε      = − −         

XIV.48 Συχνότητα αποκοπής 

2 2

1
2c

m n
a bf

π π

π µε

     +       =  

XIV.49 Μήκος κύµατος αποκοπής 2 2

2
c

m n
a b

πλ
π π

=
     +       

 

XIV.50 Φασική ταχύτητα 2 2
2

p
m n
a b

ωυ
π πω µε

=
     − −       

 

XIV.51 Ταχύτητα οµάδας 

2 2
2

g

m n
a b
π πω µε

υ
ωµε

     − −       
=  

XIV.52 Μήκος κύµατος του κυµατοδηγού 2 2
2

2
g

m n
a b

πλ
π πω µε

=
     − −       

 

 
 

Εγκάρσιο µαγνητικό κύµα – Ρυθµοί ΤΜmn ( 0zH =� ) 

XIV.53 

Συνιστώσες της ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης, όπου  

, ( 1,2, 3, )mp m
a
π= = …  

, ( 1,2, 3, )nq n
b
π= = …  

2 2 cos sin j zo
x

j pE
E px qye

p q
ββ −= −

+
�  

2 2 sin cos j zo
y

j qE
E px qye

p q
ββ −= −

+
�  

sin sin j z
z oE E px qye β−=�  

2 2 sin cos j zo
x
j qE

H px qye
p q

βωε −=
+

�  

2 2 cos sin j zo
y

j pE
H px qye

p q
βωε −=−

+
�  

0zH =�  
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Χαµηλότερος ρυθµός : ΤΜ11 

Εγκάρσιο ηλεκτρικό κύµα – Ρυθµοί ΤΕmn ( 0zE =� ) 

XIV.54 

Συνιστώσες της ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης, όπου  

mp
a
π= ,    nq

b
π=  

 

2 2 cos sin j zo
x
jq H

E px qye
p q

βµω −=
+

�  

2 2 sin cos j zo
y

jp H
E px qye

p q
βµω −= −

+
�  

0zE =�  

2 2 sin cos j zo
x

j pH
H px qye

p q
ββ −=

+
�  

2 2 cos sin j zo
y

j qH
H px qye

p q
ββ −=

+
�  

cos cos j z
z oH H px qye β−=�  

Πρώτοι ρυθµοί : ΤΕ10, ΤΕ01 

 
 

Υπολογισµός της ισχύος σε κυµατοδηγούς ορθογωνικής διατοµής 

XIV.55 Μέση χρονική τιµή ισχύος ανά 
µονάδα επιφανείας 

1 ( )
2z o x x y yP Z H H H H

∗∗
= +� �  

XIV.56 Κυµατική σύνθετη αντίσταση yx
o

y x

EE
Z

H H
= = −

��
� �  

XIV.57 
Κυµατική σύνθετη αντίσταση για 
εγκάρσια ηλεκτρικά κύµατα  (ρυθµοί 
ΤΕ) 

TE
oZ

ωµ
β

=  

XIV.58 
Κυµατική σύνθετη αντίσταση για 
εγκάρσια µαγνητικά κύµατα (ρυθµοί 
ΤΜ) 

TM
oZ

β
ωε

=  

XIV.59 
Σχέση των σύνθετων αντιστάσεων 

0
TEZ  και 0

TMZ  
2

0 0
TE TMZ Z µη

ε
= =  

XIV.60 Συνολική µέση ισχύς στην περίπτωση 
ρυθµών ΤΜ 

2 22
0 1

8
c

T
c

abE ff
P

f fη
      = −       

 

XIV.61 
Συνολική µέση ισχύς στην περίπτωση 
ρυθµών mnTE  εκτός των ρυθµών 

10TE  και 01TE  

2 22
0 1

8
c

T
c

ab H ff
P

f f
η       = −       

 

XIV.62 
Συνολική µέση ισχύς στην περίπτωση 
των ρυθµών 10TE  και 01TE  

2 22
0 1

4
c

T
c

ab H ff
P

f f
η       = −       
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Απώλειες στα τοιχώµατα ορθογωνικών κυµατοδηγών 

XIV.63 

Μεταδιδόµενη ισχύς σε απόσταση z  
σε κυµατοδηγό µε µη υπεραγώγιµα 
τοιχώµατα, όπου 0P  η ισχύς εισόδου 
και α  η σταθερά απόσβεσης 

2
0( ) z

TP z Pe α−=  

XIV.64 Ισχύς απωλειών ανά µονάδα µήκους 2T
L T

P
P P

z
α∂= − =

∂
 

XIV.65 Σταθερά απόσβεσης 2
L

T

P
P

α =  

XIV.66 Επιφανειακή αντίσταση τοιχωµάτων 1
2S

fR µω πµ
σδ σ σ

= = =  

XIV.67 
Ισχύς απωλειών ανά µονάδα µήκους 
σε τοίχωµα παράλληλο στο επίπεδο 
xOz  

2

1

21
2

x

L S t
x

P R H dx= ∫ �  

XIV.68 Συνολική ισχύς απωλειών ανά 
µονάδα µήκους 

2 3 2
1 2 3 4 0 2

1
2L L L L L SP P P P P R H b a ω µε
π

 = + + + = +     

XIV.69 
Σταθερά απόσβεσης για τους 
ρυθµούς mnTM  

3
2 2

22
2 2

2

1
mn

S
TM

c

bn m
R a

bf n mb af

α

η

 +   =
   + −     

 

XIV.70 
Σταθερά απόσβεσης για το ρυθµό 

10TE  

10

2

2

2

2

2
1

1

1 2        1

1

S c
TE

c

c

c

R fb
a ffb

f

ff b
b a ff

f

α

η

πε

σ

    = + =        −   
    = +            −     

 

XIV.71 
Σταθερά απόσβεσης για τους 
ρυθµούς 0mTE  

0

2

2

2
1

1
m

S c
TE

c

R fb
a ffb

f

α

η

    = +         −   

 

XIV.72 
Σταθερά απόσβεσης για τους 
ρυθµούς mnTE , 0n >  

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

1

1 1

mn

S
TE

c

c c

R

fb
f

f fb b abm a n
a f a f b m a n

α

η

=
  −   

          +          ⋅ + + −                 +          
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ΚΥΛΙΝ∆ΡΙΚΟΙ ΚΥΜΑΤΟ∆ΗΓΟΙ ΑΚΤΙΝΑΣ α 
 

XIV.73 

Γενική µορφή των συνιστωσών της 
ηλεκτρικής και µαγνητικής πεδιακής 
έντασης, όπου  

2 2 2h γ ω µε= +  
και nJ  η συνάρτηση Bessel πρώτου 
είδους και n  τάξης 

( )( cos sin ) z
z n n nE J hr A n B n e γϕ ϕ −= +�  

( )( cos sin ) z
z n n nH J hr C n D n e γϕ ϕ −= +�  

2

1 z z
r

E Hj
H

h r r
ωε γ

ϕ

 ∂ ∂  = −   ∂ ∂ 

� �
�  

2

1 z zE H
H j

h r rϕ
γωε

ϕ

 ∂ ∂  = − −   ∂ ∂ 

� �
�  

2

1 z z
r

E Hj
E

h r r
ωµγ

ϕ

 ∂ ∂  = − −   ∂ ∂ 

� �
�  

2

1 z zE H
E j

h r rϕ
γ ωµ

ϕ

 ∂ ∂  = − +   ∂ ∂ 

� �
�  

 
 

Εγκάρσιο µαγνητικό κύµα – Ρυθµοί ΤΜmn ( 0zH =� ) 

XIV.74 Συνιστώσες της ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης 

rE Hϕ
β
ωε

=� �  

rE Hϕ
β
ωε

=� �  

( )cos j z
z n nE A J hr n e βϕ −=�  

2 ( )sin j z
r n n

j nH A J hr n e
h r

βωε ϕ −= −�  

( )cos j z
n n

jH A J hr n e
h

β
ϕ

ωε ϕ −′= −�  

0zH =�  

XIV.75 Οριακή συνθήκη 0 ( ) 0z nr a
E J ha

=
= ⇒ =�  

XIV.76 
m -οστή ρίζα της συνάρτησης Bessel 

( ) 0nJ ha = , όπου n  η τάξη της ( )nmha  

XIV.77 
Συχνότητα αποκοπής για τον ρυθµό 

mnTM  
1
2

nm
c

h
f

π µε
= , όπου ( )nm

nm
ha

h
a

=  

XIV.78 Φασική σταθερά διάδοσης 
2

2 2 1 c
nm

f
h

f
β ω µε ω µε

  = − = −   
 

XIV.79 Φασική ταχύτητα 

0
2 2 2

1
p

nm c
h f

f

υω ωυ
β ω µε

= = =
−   −   

 

XIV.80 Μήκος κύµατος του κυµατοδηγού 2 2 2

2

1

p
g

nm c
f h f

f

υ π λλ
ω µε

= = =
−   −   

 

XIV.81 
Συχνότητα αποκοπής για τον ρυθµό 

01TM  01

01 01( )1 1 1 2,405 0, 383
2 2 2TMc
h ha

f
a a aπ µε π µε π µε µε

= = = =  
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Εγκάρσιο ηλεκτρικό κύµα – Ρυθµοί ΤΕmn ( 0zE =� ) 

XIV.82 Συνιστώσες της ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης 

rE Hϕ
ωµ
β

=� �  

rE Hϕ
ωµ
β

= −� �  

0zE =�  

( )cos j z
r n n

jH C J hr n e
h

ββ ϕ −′= −�  

2 ( )sin j z
n n

j nH C J hr n e
h r

β
ϕ

β ϕ −=�  

( )cos j z
z n nH C J hr n e βϕ −=�  

XIV.83 Οριακή συνθήκη 0
r a

Eϕ =
=�  ⇒ ( ) 0nJ ha′ =  

XIV.84 m -οστή ρίζα της ( ) 0nJ ha′ = , όπου 
n η τάξη της συνάρτησης Bessel 

( )nmha ′  

XIV.85 
Συχνότητα αποκοπής για τον ρυθµό 

mnTE  
1
2

nm
c

h
f

π µε
= , όπου ( )nm

nm
ha

h
a
′

=  

XIV.86 Φασική σταθερά διάδοσης 
2

1 cf
f

β ω µε
  = −   

 

XIV.87 Φασική ταχύτητα 

0
2 2 2

1
p

nm c
h f

f

υω ωυ
β ω µε

= = =
−   −   

 

XIV.88 Μήκος κύµατος του κυµατοδηγού 2 2 2

2

1

p
g

nm c
f h f

f

υ π λλ
ω µε

= = =
−   −   

 

XIV.89 Συχνότητα αποκοπής για τον ρυθµό 
TE11 11

11 11( )1 1 1 1, 841 0,293
2 2 2TEc
h ha

f
a a aπ µε π µε π µε µε

′
= = = =  

 
 

Σταθερά απόσβεσης για τοιχώµατα µε απώλειες 

XIV.90 
Σταθερά απόσβεσης για τους 
ρυθµούς mnTM  

2

1

1
nm

S
TM

c

R
a f

f

α
η

=
  −   

 

XIV.91 
Σταθερά απόσβεσης για τους 
ρυθµούς mnTE  

2 2

2 2 2

1
( )

1
nm

S c
TE

nmc

R f n
a f ha nf

f

α
η

  = +   ′ −    −   
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ΚΟΙΛΟΤΗΤΕΣ – ΣΥΝΤΟΝΙΣΤΕΣ 
 

Ορθογωνικές κοιλότητες διαστάσεων a b c× ×  

XIV.92 

Γενική έκφραση για οποιαδήποτε 
συνιστώσα των διανυσµάτων  E�  και 
H�  όπου 
      , ( 0,1,2, )mp m

a
π= = …  

      , ( 0,1,2, )nq n
b
π= = …  

        , ( 0,1,2, )lr l
c
π= = …  

1 2 1 2

1 2

( , , ) ( cos sin ) ( cos sin )

           ( cos sin )

x y z A px A px B qy B qy

C rz C rz

ψ = + ⋅ +

⋅ +
 

XIV.93 
Γενική σχέση που ικανοποιούν οι 
σταθερές , ,m n l  

22 2
2m n l

a b c
π π π ω µε        + + =           

 

XIV.94 Συνιστώσες της ηλεκτρικής πεδιακής 
έντασης 

0 cos sin sinx x
m x n y l zE E
a b c
π π π=� �  

0 sin cos siny y
m x n y l zE E
a b c
π π π=� �  

0 sin sin cosz z
m x n y l zE E
a b c
π π π=� �  

 

XIV.95 
Σχέση ρυθµών και πλατών των 
συνιστωσών και του ηλεκτρικού 
πεδίου (νόµος του Gauss) 

0∇⋅ =E� ⇒ 0 0⋅ =k E�  

0 0 0
m n l
a b c
π π π= + +k x y z  

0 0 0 0 0 0 0x y zE E E= + +E x y z� � � �  

XIV.96 Συνιστώσες της µαγνητικής πεδιακής 
έντασης 

0 sin cos cosx x
m x n y l zH jH
a b c
π π π=� �  

0 cos sin cosy y
m x n y l zH jH
a b c
π π π=� �  

0 cos cos sinz z
m x n y l zH jH
a b c
π π π=� �  

XIV.97 
Σχέση ρυθµών και πλατών των 
συνιστωσών και του µαγνητικού 
πεδίου 

0 0 0 0 0 0 0
1

o x y zH H H
µω

= + + = ×H x y z k E� � � � �  

XIV.98 Συχνότητες ταλάντωσης στο 
εσωτερικό της κοιλότητας 

1/ 222 21
2

m n lf
a b cµε

          = + +               
 

XIV.99 Μήκος κύµατος που αντιστοιχεί στη 
συχνότητα ταλάντωσης 

1/222 2

1o

f m n l
a b c

υλ = =
          + +              

 

XIV.100 
Συχνότητες ταλάντωσης στην 
περίπτωση που η κοιλότητα έχει τη 
µορφή κύβου ( )a b c= =  

2 2 2 1/21
( )

2
f m n l

a µε
= + +  
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Παράδειγµα :  Ρυθµός TE101 

XIV.101 Συνιστώσες της ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης 

0x zE E= =� �  

0 sin siny y
x zE E
a c
π π=� �  

0 sin cosy y
x

E Ej x zH j
z c a c

π π π
µω µω

∂
= − = −

∂

� �
�  

0yH =�  

0 cos siny y
z

E j Ej x zH
x a a c

π π π
µω µω

∂
= =

∂

� �
�  

XIV.102 Συχνότητα συντονισµού 
1/ 2

2 2

1 1 1
2

f
a cµε
 = +     

XIV.103 Συνολική ισχύς απωλειών στα 
τοιχώµατα 

2
0

2 22 4 4 2
y

L S

Eab c a bcP R
c a c a

π
µω

    = + + +       
 

XIV.104 Συνολική αποθηκευµένη ενέργεια 2
02

8e y
abcW W Eε= =  

XIV.105 Σταθερά απόσβεσης 
2

3 2 2 3 2 2

2 1 1 2
SR c a b bc a

πα
µ ω ε

 = + + +     

XIV.106 Συντελεστής ποιότητας 

3 2

2
3 2 2 3

2 1 1 22 2 S

Q
R

c a b bc a

ω ω µ ε
α π

= =   + + +   

 

XIV.107 Συντελεστής ποιότητας στην 
περίπτωση κυβικής κοιλότητας 

/2 2 0,74
6 6S S S

Q
R R R
µ επ π η η= = =  

 
 

Κυλινδρικές κοιλότητες – Εγκάρσια ηλεκτρικά κύµατα (ΤΕmnl ρυθµοί) 

XIV.108 

Συνιστώσες της ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης, όπου 

, ( 0,1,2, )l l
L
πβ = = …  

2 ( )sin sinr o n
j nE H J hr n z
h r
ωµ ϕ β=�  

2 ( )cos sino n
jE H J hr n z
h rϕ
ωµ ϕ β′=�  

0zE =�  

( )cos sinr o n
jH H J hr n z
h
β ϕ β′= −�  

2 ( )sin coso nH H J hr n z
h rϕ
β ϕ β= −�  

( )cos sinz o nH H J hr n zϕ β=�  

XIV.109 
Συχνότητες συντονισµού για τους 
ρυθµούς ( , , )n m l  

221
2 2

nm
nml

hl
f

Lµε π
 ′   = +       

 

XIV.110 
Μήκη κύµατος που αντιστοιχούν στις 
συχνότητες nmlλ  

22

1

2 2

nml

nmhl
L

λ

π

=
 ′   +       
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XIV.111 Μήκος κύµατος για τον ρυθµό ΤΕ011 
011 2

2

3, 8321
TE

L

L
a

λ

π

=
 +   

 

XIV.112 Μήκος κύµατος για τον ρυθµό ΤΕ111 
111 2

2

1, 8411
TE

L

L
a

λ

π

=
 +   

 

 
 

Κυλινδρικές κοιλότητες – Εγκάρσια µαγνητικά κύµατα (ΤMmnl ρυθµοί) 

XIV.113 

Συνιστώσες της ηλεκτρικής και 
µαγνητικής πεδιακής έντασης 

, ( 0,1,2, )l l
L
πβ = = …  

( )cos sinr o nE E J hr n z
h
β ϕ β′= −�  

2 ( )sin sino n
nE E J hr n z
h rϕ
β ϕ β=�  

( )cos cosz o nE E J hr n zϕ β=�  

2 ( )sin cosr o n
j nH E J hr n z
h r
ωε ϕ β= −�  

( )cos coso n
j nH E J hr n z
hϕ
ωε ϕ β′= −�  

0zH =�  

XIV.114 
Συχνότητες συντονισµού για τους 
ρυθµούς ( , , )n m l  

221
2 2

nm
nml

hl
f

Lµε π
    = +        

 

XIV.115 
Μήκη κύµατος που αντιστοιχούν στις 
συχνότητες nmlλ  

22

1

2 2

nml

nmhl
L

λ

π

=
     +        

 

XIV.116 Μήκος κύµατος για τον ρυθµό ΤΜ011 
011 2

2

2, 4051
TM

L

L
a

λ

π

=
 +   
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ΠΕ∆ΙΟ ΚΑΙ ∆ΥΝΑΜΙΚΑ ΚΑΘΥΣΤΕΡΗΣΗΣ 
 

XV.1 

Καθυστερηµένα δυναµικά (για 
ηµιτονοειδείς διεγέρσεις), όπου R  είναι 
η απόσταση του σηµείου παρατήρησης 

( , , )P x y z  από τη θέση ( , , )x y z′ ′ ′  του 
στοιχειώδους όγκου dV ′  

0

( , , )1
4

j R

V

x y z
e dV

R
βρφ

πε
−

′

′ ′ ′ ′= ⌠⌠⌠
⌡⌡⌡  

0 ( , , )
4

j R

V

x y z
e dV

R
βµ

π
−

′

′ ′ ′ ′= ⌠⌠⌠
⌡⌡⌡

JA  

XV.2 Το Η/Μ πεδίο συναρτήσει του 
διανυσµατικού δυναµικού 

2

1 ( )jω
β

 
 = − + ∇ ∇⋅  

E A A  

0

1
µ

= ∇×H A  

 
 

ΤΟ ΒΡΑΧΥ (Η΄ ΣΤΟΙΧΕΙΩ∆ΕΣ) ∆ΙΠΟΛΟ 
 

XV.3 Ρεύµα που διαρρέει το δίπολο (διέγερση) 0 cosI I tω=  

XV.4 Φορτίο διπόλου 0 sinI t
Q

ω
ω

= ,    0IQ j
ω

= −  

XV.5 
Καθυστερηµένο µαγνητικό 
διανυσµατικό δυναµικό για την 
περίπτωση διπόλου µήκους l  

/2 /2
0 0 0 0

/2 /24 4

l lj R j R

l l

Ie edz dz
R R

β βµ µ
π π

− −

− −

′ ′= =⌠ ⌠
⌡ ⌡

zA I  

XV.6 

Καθυστερηµένο µαγνητικό 
διανυσµατικό δυναµικό (σε απόσταση r  
πολύ µεγαλύτερη από το µήκος του 
διπόλου) 

0 0
0 04

j r

z
I l eA

r

βµ
π

−

= =A z z  

XV.7 
Καθυστερηµένο βαθµωτό δυναµικό (σε 
απόσταση r  πολύ µεγαλύτερη από το 
µήκος του διπόλου) 

0
2

0

cos
4

j rI l j e
r r

βθ βφ
πωε

− = −   
 

XV.8 
Συνιστώσες του µαγνητικού 
διανυσµατικού δυναµικού σε σφαιρικές 
συντεταγµένες 

0 0 cos
4

j r
r

I l
A e

r
βµ θ

π
−=  

0 0 sin
4

j rI l
A e

r
β

θ
µ θ
π

−= −  

0Aϕ =  

XV.9 Συνιστώσες του µαγνητικού πεδίου σε 
σφαιρικές συντεταγµένες 

0rH =  
0H θ =  

0
2

sin 1
4

j rI l jH e
r r

β
ϕ

θ β
π

− = +   
 

XV ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΗ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑ 



XV – ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΗ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑ 
 

 83

XV.10 Συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου σε 
σφαιρικές συντεταγµένες 

0
2 3

0

cos 1
2

j r
r

I l jE j e
r r

βθ β
πωε

− = − +   
 

2
0

2 3
0

sin 1
4

j rI l jE j e
r r r

β
θ

θ β β
πωε

−  = − − + +   
 

0Eϕ =  

XV.11 Το πεδίο σε πολύ µεγάλες αποστάσεις 
(Πεδίο ακτινοβολίας) 

2
0 0 0

0 0 0
0

sin sin
4 4

j r j rI l I l
E j e j e

r r
β β

θ
β θ ωµ θ
πωε π

− −≅ ≅ =E θ θ θ  

0 0 00
0 0 0

sinsin
4 4

j r j rI lI l
H j e j e

r r
β β

ϕ

ω µ ε θβ θ
π π

− −= ≅ =H ϕ ϕ ϕ  

0r rE E H Hϕ θ≅ = = =  

XV.12 Χαρακτηριστική αντίσταση του κενού 0
0

0

120
E
H

θ

ϕ

µη π
ε

= = ≅  (Ω) 

XV.13 Το πεδίο στην κοντινή ζώνη ( )r λ  

0
3

0

cos
2r
Q l

E
r
θ

πε
≅  

0
3

0

sin
4
Q l

E
rθ
θ

πε
≅  

0
2

sin
4
I l

H
rφ
θ

π
≅  

XV.14 Ακτινική συνιστώσα του διανύσµατος 
του Poynting 

2 2 3 2 2 22 2
0 0 0

2 2 2 2
0

22 22 2
0 0 0 0

2 2 2

sin sin
32 32

( ) sin sin
32 8

r
I l I l

P
r c r

I l I l
r r

β ω µθ θ
π ωε π

η β ηθ θ
π λ

= =

 = =   

 

XV.15 Συνολική ακτινοβολούµενη µέση ισχύς 

2 3 2 2 2
0 0 0 0 0

0
2 22

2 20
0 0

( )
12 12 12

40
3

I l I l I l
P

I l l
I

α
β βωµ η β

πωε π π
π η π

λ λ

= = =

     = =       

 

XV.16 Ορισµός αντιστάσεως ακτινοβολίας aR  2
0

1
2a aP R I=  

XV.17 Αντίσταση ακτινοβολίας 
2 22 22 3

20
0

0

2 80
6 6 3a

ll l lR
β ηβ π η π

πωε π λ λ
     = = = =       

 

 
 

ΕΝΤΑΣΗ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑΣ – ΚΑΤΕΥΘΥΝΤΙΚΟΤΗΤΑ – ΚΕΡ∆ΟΣ ΚΕΡΑΙΑΣ 
 

XV.18 
Ορισµός έντασης ακτινοβολίας 
(ακτινοβολούµενη µέση ισχύς ανά 
µονάδα στερεάς γωνίας) 

2 2
0

1( , ) Re( )
2

a
r

dP
p r P r

d
θ φ  = × ⋅ = = 

  Ω 
E H r  

XV.19 
Κατευθυντικότητα κεραίας (λόγος 
µέγιστης έντασης ακτινοβολίας προς 
µέση ένταση ακτινοβολίας) 

max max max
2

00

4 4

( , )sinav a

p p p
D

p P p d d
π π

π π

θ ϕ θ θ ϕ
= =

⌠⌡ ∫
 

XV.20 Μέση ακτινοβολούµενη ισχύς της 
κεραίας 

2

0 0
( , ) ( , )sin 4a avP p d p d d p

π π
θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ π= Ω = =∫∫∫ ∫ ∫  
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XV.21 Ένταση ακτινοβολίας ισοτροπικής 
κεραίας 0 4 4

in a
av

P P
p p

π π
= = =  

XV.22 
Κέρδος κεραίας (λόγος µέγιστης έντασης 
ακτινοβολίας κεραίας προς µέγιστη 
ένταση ακτινοβολίας κεραίας αναφοράς) 

max

max( )r

p
G

p
=  

XV.23 Κέρδος (κεραία αναφοράς η ισοτροπική) max max max
0

0

4

av in

p p p
G

p p P
π= = =  

XV.24 Συνάρτηση κατευθυντικότητας 2

0 0

( , ) 4 ( , ) 4 ( , )
( , )

( , )sinav a

p p p
D

p P p d d
π π

θ ϕ π θ ϕ π θ ϕθ ϕ
θ ϕ θ θ ϕ

= = =
∫ ∫

 

XV.25 Συνάρτηση κέρδους 
0

( , ) 4 ( , ) 4 ( , )
( , )

in a

p p p
G

p P P Pαπ

θ ϕ π θ ϕ π θ ϕθ ϕ = = =
+

 

XV.26 
Συνολική ισχύς εισόδου της κεραίας 
(Pαπ : ισχύς απωλειών) in aP P Pαπ= +  

XV.27 Βαθµός απόδοσης µιας κεραίας a a

in a

P P Gn
P P P Dαπ

= = =
+

 

XV.28 Ενεργό µήκος γραµµικής κεραίας 
/2

/ 2
0

1
( )

h

e
h

h I z dz
I −

= ∫  

XV.29 Ένταση ακτινοβολίας 
2

20
02

( )
( , ) ( ) sin

32
I l

p p
βθ ϕ θ η θ

π
= =  

XV.30 Μέγιστη τιµή της έντασης ακτινοβολίας 
2

0
max 02

( )
32
I l

p
β η

π
=  

XV.31 Κατευθυντικότητα στοιχειώδους 
διπόλου 

1,5D = ,   1,761 (db)D =  

XV.32 Συνάρτηση κατευθυντικότητας 
στοιχειώδους διπόλου 

2( , ) ( ) 1,5 sinD Dθ ϕ θ θ= =  

XV.33 Κατευθυντικότητα και κέρδος σε 
decibels ( ) 10 logdbD D= , ( ) 10 logdbG G=  

XV.34 Γωνία µισής ισχύος στοιχειώδους 
διπόλου 45οθ ′ =  
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ΓΡΑΜΜΙΚΗ ∆ΙΠΟΛΙΚΗ ΚΕΡΑΙΑ ΜΗΚΟΥΣ l = 2h  
(τοποθετηµένη στον άξονα z µε κέντρο στο z = 0) 

 

XV.35 Ρευµατική κατανοµή της κεραίας 
0

0

sin ( ) 0
( )

sin ( ) 0

I h z h z
I z

I h z z h

β

β

 ′ ′ − ≥ ≥′ =  ′ ′+ ≥ ≥−
 

XV.36 Το µαγνητικό διανυσµατικό δυναµικό 0 0
0 02

cos( cos ) cos
2 sin

j r

z
I e h h

A
r

βµ β θ β
πβ θ

− −= =A z z  

XV.37 Το ηλεκτρικό πεδίο σε 
αποµακρυσµένα σηµεία 

0 0
0 0

cos( cos ) cos
2 sin

j rj I e h h
E

r

β

θ
η β θ β

π θ

− −= =E θ θ  

XV.38 Το µαγνητικό πεδίο σε 
αποµακρυσµένα σηµεία 

0
0 0 0

0

cos( cos ) cos
2 sin

j rE jI e h h
H

r

β
θ

ϕ
β θ β

η π θ

− −= = =H ϕ ϕ ϕ  

XV.39 Μέση χρονική τιµή του διανύσµατος 
του Poynting 

2*
2

0
0

22
0 0
2 2

| |1 1 1( , ) Re( ) | |
2 2 2

cos( cos ) cos
8 sin

r
E

P r H

I h h
r

θ
φθ η

η

η β θ β
π θ

= × = = =

 − =   

E H
 

XV.40 Μέση ακτινοβολούµενη ισχύς 

[ ]

{
[ ]}

22
0 0

0
2

0 0

cos( cos ) cos
4 sin

1ln(2 ) (2 ) sin(2 )[ (4 )
4 2

1
2 (2 )] cos(2 ) ln( ) (4 ) 2 (2 )

2

a

i i

i i i

h hI
P d

I
C h C h h S h

S h h C h C h C h

π β θ βη θ
π θ

η β β β β
π

β β β β β

−
=

= + − +

− + + + −

⌠
⌡

 

XV.41 Αντίσταση ακτινοβολίας 

 
[ ]

{
[ ]}

2

0
2
0 0

0

cos( cos ) cos2
2 sin

1ln(2 ) (2 ) sin(2 )[ (4 )
2 2

1
2 (2 )] cos(2 ) ln( ) (4 ) 2 (2 )

2

a
a

i i

i i i

h hP
R d

I

C h C h h S h

S h h C h C h C h

π β θ βη θ
π θ

η β β β β
π

β β β β β

−
= =

= + − +

− + + + −

⌠
⌡

 

XV.42 

Χρήσιµοι µαθηµατικοί τύποι για το 
ολοκληρωτικό ηµίτονο ( )iS x , 
συνηµίτονο ( )iC x  και τη σταθερά του 
Euler C  

2 1

0 0

( 1)sin( )
(2 1)(2 1)!

n nx

i
n

xuS x du
u n n

+∞

=

−= =
+ +

⌠
⌡ ∑  

1 2

1

cos 1 cos
( ) ln

( 1)
ln

(2 )(2 )!

x

i
x

n n

n

u u
C x du C x du

u u
x

C x
n n

∞

+∞

=

−= − = + −

−= + −

⌠⌠
⌡ ⌡

∑
 

0,577216C =  

 
 

Ειδική περίπτωση: µήκος 2h  της κεραίας περιττό πολλαπλάσιο του µισού µήκους κύµατος 

XV.43 Το µαγνητικό διανυσµατικό δυναµικό 0 0
0 02

(2 1) coscos
2

2 sin

j r

z

n
I e

A
r

β
π θ

µ
πβ θ

−

 + 
  = =A z z  
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XV.44 Το ηλεκτρικό πεδίο σε µεγάλες 
αποστάσεις 0 0

0 0

(2 1) coscos
2

2 sin

j r
n

j I e
E

r

β

θ

π θ
η

π θ

−

 + 
  = =E θ θ  

XV.45 Το µαγνητικό πεδίο σε µεγάλες 
αποστάσεις 0

0 0 0
0

(2 1) coscos
2

2 sin

j r
n

E jI e
H

r

β
θ

ϕ

π θ

η π θ

−

 + 
  = = =H ϕ ϕ ϕ  

XV.46 Η µέση χρονική τιµή του διανύσµατος 
του Poynting 

2
2

0 0
2 2 2

(2 1) coscos
2

8 sinr

n
I

P
r

π θ
η
π θ

 + 
  =  

 
 

∆ιπολική κεραία /2λ  

XV.47 Το µαγνητικό διανυσµατικό δυναµικό 0 0
2

cos cos
2

2 sin

j r

z
I e

A
r

β
π θµ

πβ θ

−
    =  

XV.48 Το ηλεκτρικό πεδίο σε µεγάλες 
αποστάσεις 0 0

cos cos
2

2 sin

j rj I e
E

r

β

θ

π θη
π θ

−
    =  

XV.49 Το µαγνητικό πεδίο σε µεγάλες 
αποστάσεις 0

cos cos
2

2 sin

j rjI e
H

r

β

ϕ

π θ

π θ

−
    =  

XV.50 Η µέση χρονική τιµή του διανύσµατος 
του Poynting 

2
2

0 0
2 2 2

cos cos
2

8 sinr
I

P
r

π θη
π θ

    =  

XV.51 Μέση ακτινοβολούµενη ισχύς 
2

2 2
20 0 0 0
0

0

cos cos
2 0, 3047 36,56

4 sina
I I

P d I

π π θη ηθ
π θ π

    = = =
⌠

⌡

 

XV.52 Αντίσταση ακτινοβολίας 
2

0
0

0

cos cos 0,60942 73,1
2 sinaR d

π π θη θ η
π θ π

    = = =
⌠

⌡

 (Ω) 

XV.53 Χρήσιµος µαθηµατικός τύπος 
2

0

cos cos
2 1,2188

sin
d

π π θ
θ

θ

     =
⌠

⌡

 

XV.54 Προσεγγιστική τιµή της σύνθετης 
αντίστασης εισόδου 

73,1 42,5inZ j= +  (Ω) 

XV.55 Συνάρτηση κατευθυντικότητας 
2cos cos

2( ) 1,641
sin

D

π θ
θ

θ

    =  

XV.56 Κατευθυντικότητα 1,641 2,152 (db)D = =  
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ΠΕ∆ΙΟ ΣΤΗΝ ΚΟΝΤΙΝΗ ΖΩΝΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΚΕΡΑΙΑΣ 
 

XV.57 
Πεδίο στην κοντινή ζώνη γραµµικής 
κεραίας µήκους 2h  ( 1 2,R R : 
αποστάσεις από τα άκρα της κεραίας) 

1 2
0

0 1 2

( ) ( ) 2 cos( )
4

j R j R j r

y
j I z h e z h e z h e

E
y R R r

β β ββ β
πωε

− − − − + = + −  
 

1 2
0

0 1 2

2 cos( )
4

j rj R j R

z
j I h ee e

E
R R r

ββ ββ β
πωε

−− − 
 = − + −  

 

1 20 2 cos( )
8

j R j R j r
x

I
H H e e h e

jy
β β β

φ β
π

− − − = − = − + −   

 
 

ΜΙΚΡΟΣ ΚΥΚΛΙΚΟΣ ΒΡΟΧΟΣ (ΒΡΟΧΟΚΕΡΑΙΑ) 
 

XV.58 
Το µαγνητικό διανυσµατικό δυναµικό 
(a : ακτίνα κυκλικού βρόχου, r : 
απόσταση από το κέντρο του βρόχου) 

2
0 0

0 0sin
4

j rj I a eA
r

β

ϕ
µ β θ

−

= =A ϕ ϕ  

XV.59 Το ηλεκτρικό πεδίο σε µεγάλες 
αποστάσεις 

2
0 0

0 0 0 0 0sin
4

j rI a eE H j A
r

β

ϕ θ ϕ
ωµ βη ω θ

−

= = − = − =E ϕ ϕ ϕ ϕ  

XV.60 Το µαγνητικό πεδίο σε µεγάλες 
αποστάσεις 

2
0

2
0

(sin )1 cos
sin 2

j r

r

A jI a eH
r r

β
φθ β θ

µ θ θ

− ∂ = = ∂  
 

2 2
0

0

( )1 sin
4

j rrA I a eH
r r r

β
φ

θ
β θ

µ

−∂
= − = −

∂
 

0Hϕ =  

XV.61 Μέση χρονική τιµή του διανύσµατος 
του Poynting 

2 2 2 2 2 4 2
2 0 0

0 0 0 02
0 0

| |1 1 sin| |
2 2 32av

E I a
P H

r
φ

θ
ω µ β θη

η η
= = =r r r  

XV.62 Συνολική ακτινοβολούµενη ισχύς 
42 2 2 2 4 4 4 2

6 20 0 0 0
0

0

160
12 12a
I a a I a

P I
πω µ β πη β π

η λ
 = = =     

XV.63 Αντίσταση ακτινοβολίας 
24

6 4
2
0

2
320 320a

a
P a SR
I

π π
λ λ

    = = =        
 

XV.64 Συνάρτηση κατευθυντικότητας 2( ) 1,5 sinD θ θ=  

XV.65 Κατευθυντικότητα βροχοκεραίας max( ) 1,5D D θ= =  
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ΣΤΟΙΧΕΙΟΚΕΡΑΙΕΣ 
 

Στοιχειοκεραία δύο στοιχειωδών διπόλων παράλληλων προς τον άξονα z  τοποθετηµένων στον 
άξονα x  σε συµµετρικές ως προς την αρχή θέσεις  

XV.66 

Αποµακρυσµένες θέσεις του πεδίου 
( l : µήκος κάθε διπόλου – 1 2,r r : 
αποστάσεις από τα κέντρα των δύο 
διπόλων) 

1 2
0 0

1 2

sin
4

j r j rjI l e e
E

r r

β β

θ
ωµ θ
π

− −  = +   
 

XV.67 

Αποµακρυσµένες θέσεις του πεδίου ( τ  
είναι η γωνία µεταξύ της ακτινικής 
διεύθυνσης και του άξονα x , g  η 
απόσταση των διπόλων και 0E  η 
ένταση του κάθε διπόλου) 

0 0
cos2 cos 2 cos

2
gE E Eψ π τ
λ

     = =       
 

0 0
0

sin
4

j rjI l e
E

r

βωµ θ
π

−

=  

 
 

Οµοιόµορφη γραµµική στοιχειοκεραία n  στοιχείων 

XV.68 

Ηλεκτρική πεδιακή ένταση σε ένα 
αποµακρυσµένο σηµείο ( , , )P r θ ϕ  του 

πεδίου ( 0E  η ένταση κάθε 
µεµονωµένου στοιχείου, δ  η σταθερή 
διαφορά φάσης µεταξύ διαδοχικών 
στοιχείων και g  η απόσταση µεταξύ 
διαδοχικών στοιχείων) 

2 ( 1)
0 1 ...j j j nE E e e eψ ψ ψ− = + + + +    

2
cos cosg g

πψ β ϕ δ ϕ δ
λ

= + = +  

XV.69 Απόλυτη τιµή του παράγοντα της 
στοιχειοκεραίας 

0

sin( /2)1
1 sin( /2)

jn

j

nE e
f

eE

ψ

ψ

ψ
ψ

−= = =
−

 

XV.70 
Μέγιστη δυνατή τιµή του παράγοντα 
στοιχειοκεραίας f  0,max    ( 0)f n ψ= =  

XV.71 Μέγιστα των πλευρικών λοβών για 
αρκετά µεγάλο αριθµό στοιχείων 

,max
1

    ( 1,2, 3,...)
(2 1)sin

2

kf

n

κ
κ π

= =
+

 

XV.72 Μέγιστη τιµή του πρώτου πλευρικού 
λοβού 

1,max
1
3sin
2

f

n
π=  

1,max
2 0,212    (
3
nf n n
π

≅ =   αρκετά µεγάλο) 

XV.73 Χαρακτηριστικά µετωπικής ή 
ευρύπλευρης στοιχειοκεραίας 

0δ =  

max cos 0
2

f f g πψ β ϕ ϕ= ⇒ = = ⇒ =  

XV.74 Χαρακτηριστικά ακροπυροδοτικής 
στοιχειοκεραίας 

gδ β= −  

max (cos 1) 0 0f f gψ β ϕ ϕ= ⇒ = − = ⇒ =  
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ΧΡΗΣΙΜΕΣ ΣΤΑΘΕΡΕΣ 
 

 Μέγεθος ή σταθερά Σύµβολο Τιµή 

Β.1 ∆ιηλεκτρική σταθερά του κενού 0ε  128, 854 10 (F/m)−×  

Β.2 Μαγνητική διαπερατότητα του κενού 0µ  74 10 (H/m)π −×  

Β.3 Φορτίο ηλεκτρονίου e  
191,602 10 (C)−− ×  

Β.4 Μάζα ηρεµίας ηλεκτρονίου em  319,108 10 (kg)−×  

Β.5 Μάζα ηρεµίας πρωτονίου pm  271,673 10 (kg)−×  

Β.6 Ταχύτητα του φωτός στο κενό 0 01/c µ ε=  82,998 10 (m/s)×  

Β.7 Χαρακτηριστική (κυµατική) αντίσταση του 
κενού 

0 0 0 0/Z η µ ε= =
 

376,7( 120 ) ( )π≈ Ω  

Β.8 Σταθερά του Boltzmann k  
23 11, 38 10 (JK )− −×  

Β.9 Σταθερά του Planck h  346,63 10 (JS)−×  

 
ΠΡΟΘΕΜΑΤΑ ΜΟΝΑ∆ΩΝ 

 
 

ΠΡΟΘΕΜΑ ΣΥΜΒΟΛΟ ΜΕΓΕΘΟΣ 

tera T 1210  

giga G 910  
mega M 610  
kilo k 310  

hecto h 210  
deka da 10  

deci d 110−  
centi c 210−  
milli m 310−  
micro µ 610−  
nano n 910−  
pico p 1210−  

femto f 1510−  
atto a 1810−  

B ΜΟΝΑ∆ΕΣ, ΣΤΑΘΕΡΕΣ 
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ΠΡΟΘΕΜΑΤΑ ΜΟΝΑ∆ΩΝ 
 
 

ΣΥΜΒΟΛΟ ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΟΝΟΜΑ ΜΕΓΕΘΟΥΣ (ΜΟΝΑ∆Α) ΣΥΜΒΟΛΟ ΜΟΝΑ∆ΑΣ ∆ΙΑΣΤΑΣΕΙΣ 
M  (ή L ) Αλληλεπαγωγή (henry) H 2 2MLQ−  

L  Αυτεπαγωγή (henry) H 2 2MLQ−  

R  Αντίσταση (ohm) Ω 2 1 2MLT Q− −  

φ  (ή V ) Βαθµωτό ηλεκτρικό δυναµικό (volt) V 2 2 1MLT Q−  

mφ  (ή mV ) Βαθµωτό µαγνητικό δυναµικό (ampere) A 1T Q−  

P  ∆ιάνυσµα πόλωσης (coulomb/meter2) C/m2 2L Q−  

S , P  ∆ιάνυσµα Poynting (Watt/ meter2) W/m2 3MT −  

ε  ∆ιηλεκτρική σταθερά (farad/meter) F/m2 1 3 2 2M L T Q− −  

D  ∆ιηλεκτρική µετατόπιση (coulomb/meter2) C/m2 2L Q−  

F  ∆ύναµη (newton) N ( 510=  dynes) 2MLT −  

σ  Ειδική αγωγιµότητα (mho/meter) Ω-1/m ή S/m 1 3 2M L TQ− − −  

ρ  Ειδική αντίσταση (ohm/meter) Ω·m 3 1 2MLT Q−  

W  Ενέργεια (joule) J ( 710=  ergs)  2 2MLT −  

I  Ένταση ρεύµατος (ampère) A 1T Q−  

ΗΕ∆ (EMF) Ηλεκτρεγερτική δύναµη (volt) V 2 2 1MLT Q−  

N  Ηλεκτρική ροή (coulomb) C Q  

E  Ηλεκτρική πεδιακή ένταση (volt/meter) V/m 2 1MLT Q− −  

Q  (ή q ) Ηλεκτρικό φορτίο (coulomb) C ( 9103 −×=  ΗΣΜ) Q  

P  Ισχύς (watt) W ( 710=  ergs/sec) 2 3MLT −  

ω  Κυκλική (ή γωνιακή) συχνότητα (radian/second) rad/s 1T −  

ΜΕ∆ (MMF)  Μαγνητεγερτική δύναµη (ampère·turn) A ( 1104 −×= π  gilberts) 1T Q−  

P  Μαγνητική αγωγιµότητα (henry) H 2 2MLQ−  

R  Μαγνητική αντίσταση (1/henry) H-1 1 2 2M L Q− −  

A  Μαγνητικό διανυσµατικό δυναµικό (weber/meter) Wb/m 1 1MLT Q− −  

µ  Μαγνητική διαπερατότητα (henry/meter) H/m 2MLQ−  

B  Μαγνητική επαγωγή (weber/meter2 ή tesla) Wb/m2 ή T ( 410=  gauss) 1 1MT Q− −  

H  Μαγνητική πεδιακή ένταση (ampère/meter) A/m ( 3104 −×= π  oersteds) 1 1L T Q− −  

Φ  Μαγνητική ροή (weber) Wb ( 810=  maxwells) 2 1 1MLT Q− −  

mQ  (ή mq ) Μαγνητικό φορτίο (ampère·meter) A·m 1LT Q−  

M  Μαγνήτιση (ampere/meter) A/m 1 1L T Q− −  

λ  Μήκος κύµατος (meter) m L  

Ψ  (ή )mλ  Πεπλεγµένη µαγνητική ροή (weber·turn) Wb 2 1 1MLT Q− −  

a  Σταθερά απόσβεσης (neper/meter) Np/m 1L−  

Z  Σύνθετη αντίσταση (ohm) Ω 2 1 2MLT Q− −  

f  Συχνότητα (hertz) Hz 1T −  

β  Φασική σταθερά (radian/meter) rad/m 1L−  

C  Χωρητικότητα (farad) F 1 2 2 2M L T Q− −  
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TΑ TΡΙΑ ΣΥΝΗΘΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ 
 

 
 (α) (β) (γ) 

 

(α) Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων x , y , z . (σχήµα (α)) 

(β) Σύστηµα κυλινδρικών συντεταγµένων ρ , ϕ , z . (σχήµα (β)) 

(γ) Σύστηµα σφαιρικών συντεταγµένων r , θ , ϕ . (σχήµα (γ)). 

 

 

OΙ ΠΡΟΒΟΛΕΣ ΤΩΝ ΜΟΝΑ∆ΙΑΙΩΝ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ ΣΤΑ ΤΡΙΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
 

ΚΑΡΤΕΣΙΑΝΟ ΚΥΛΙΝ∆ΡΙΚΟ ΣΦΑΙΡΙΚΟ 
 

0x  0y  0z  0ρ  0ϕ  0z  0r  
0θ  0ϕ  

0x  1  0  0  cosϕ  sinϕ−  0  sin cosθ ϕ  cos cosθ ϕ  sinϕ−  

0y  0  1  0  sinϕ  cosϕ  0  sin sinθ ϕ  cos sinθ ϕ  cosϕ  

Κ
Α
ΡΤ

ΕΣ
. 

0z  0  0  1  0  0  1  cos θ  sin θ−  0  
0ρ  cosϕ  sinϕ  0  1  0  0  sin θ  cos θ  0  
0ϕ  sinϕ−  cosϕ  0  0  1  0  0  0  1  

Κ
Υ
Λ
ΙΝ
∆Ρ

. 

0z  0  0  1  0  0  1  cos θ  sin θ−  0  

0r  sin cosθ ϕ  sin sinθ ϕ  cos θ  sin θ  0  cos θ  1  0  0  

0θ  cos cosθ ϕ  cos sinθ ϕ  sin θ−  cos θ  0  sin θ−  0  1  0  

ΣΦ
Α
ΙΡ
ΙΚ
Ο

 

0ϕ  sinϕ−  cosϕ  0  0  1  0  0  0  1  

 

Ι ΤΕΛΕΣΤΕΣ, ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ,  
ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ, ΣΕΙΡΕΣ, ∆ΙΑΦΟΡΟΙ ΤΥΠΟΙ 

z z 

x 

y 
O 

x 

y 
O 

x 

y 

z 

O 

P(x, y, z) 
P(ρ, φ, z) P(r, θ, φ) 

x 

y 

φ φ 

θ 

ρ 

z 

r 

x0 
y0 

z0 

z0 φ0 

ρ0 

r0 

θ0 

φ0 

z 
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ΜΕΤΑΤΡΟΠΗ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ ΣΤΑ ΤΡΙΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
 

  ΚΥΛΙΝ∆ΡΙΚΟ ΣΦΑΙΡΙΚΟ ΚΑΡΤΕΣΙΑΝΟ 

x  cosρ ϕ  sin cosr θ ϕ  x  

y  sinρ ϕ  sin sinr θ ϕ  y  

Κ
Α
ΡΤ

ΕΣ
ΙΑ
Ν
Ο

 

z  z  cosr θ  z  

ρ  ρ  sinr θ  2 2x y+  

ϕ  ϕ  ϕ  arctan( / )y x  

Κ
Υ
Λ
ΙΝ
∆Ρ

ΙΚ
Ο

 

z  z  cosr θ  z  

r  ( / sin )ρ θ  r  2 2 2x y z+ +  

θ  arctan( / )zρ  θ  ( )2 2arctan /x y z+  

ΣΦ
Α
ΙΡ
ΙΚ
Ο

 

ϕ  ϕ  ϕ  arctan( / )y x  

 

ΜΕΤΡΙΚΟΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ ΚΑΙ ΑΠΕΙΡΟΣΤΕΣ ΠΟΣΟΤΗΤΕΣ 
 

Γενικό Καρτεσιανό Κυλινδρικό Σφαιρικό 

1u  x  ρ  r  

2u  y  ϕ  θ  

3u  z  z  ϕ  
2

11 1( )g h  1 1 1 
2

22 2( )g h  1 2ρ  2r  
2

33 3( )g h  1 1 2 2sinr θ  
1/2g  1 ρ  2 sinr θ  

dl  0 0 0dx dy dz+ +x y z  0 0 0d d dzρ ρ ϕ+ + zρ ϕ  0 0 0sindr rd r dθ θ ϕ+ +r θ ϕ  
2( )dl  2 2 2( ) ( ) ( )dx dy dz+ +  2 2 2 2( ) ( ) ( )d d dzρ ρ ϕ+ +  2 2 2 2 2 2( ) ( ) sin ( )dr r d r dθ θ ϕ+ +  

1dS  dydz  d dzρ ϕ  2 sinr d dθ θ ϕ  

2dS  dxdz  dzdρ  sinr d drθ ϕ  

3dS  dxdy  d dρ ρ ϕ  rdrdθ  

dV  dxdydz  d d dzρ ρ ϕ  2 sinr drd dθ θ ϕ  
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ΠΡΟΒΟΛΕΣ ΕΝΟΣ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ ΣΤΑ ΤΡΙΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
 

  ΚΥΛΙΝ∆ΡΙΚΟ ΣΦΑΙΡΙΚΟ ΚΑΡΤΕΣΙΑΝΟ 

xA  cos sinA Aρ ϕϕ ϕ−  sin cos cos cos sinrA A Aθ ϕθ ϕ θ ϕ ϕ+ −  xA  

yA  sin cosrA Aϕϕ ϕ+  sin sin cos sin cosrA A Aθ ϕθ ϕ θ ϕ ϕ+ +  yA  

Κ
Α
ΡΤ

ΕΣ
ΙΑ
Ν
Ο

 

zA  zA  cos sinrA Aθθ θ−  zA  

Aρ  Aρ  sin cosrA Aθθ θ+  cos sinx yA Aϕ ϕ+  

Aϕ  Aϕ  Aϕ  sin cosx yA Aϕ ϕ− +  

Κ
Υ
Λ
ΙΝ
∆Ρ

ΙΚ
Ο

 

zA  zA  cos sinrA Aθθ θ−  zA  

rA  sin coszA Aρ θ θ+  rA  sin cos sin sin cosx y zA A Aθ ϕ θ ϕ θ+ +  

Aθ  cos sinzA Aρ θ θ−  Aθ  cos cos cos sin sinx y zA A Aθ ϕ θ ϕ θ+ −  

ΣΦ
Α
ΙΡ
ΙΚ
Ο

 

Aϕ  Aϕ  Aϕ  sin cosx yA Aϕ ϕ− +  
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ΟΙ ΤΕΛΕΣΤΕΣ ∇ , ⋅∇ , ×∇  ΚΑΙ 2∇  ΣΕ ΓΕΝΙΚΕΣ ΚΑΜΠΥΛΟΓΡΑΜΜΕΣ  

ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ (u, υ, w) 
 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ ΜΟΝΑ∆ΙΑΙΑ 
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ 
ΚΛΙΜΑΚΑΣ ΣΥΣΤΗΜΑ 

ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ 
u  υ  w  0u  0υ  0w  1h  2h  3h  

ΚΑΡΤΕΣΙΑΝΟ x  y  z  0x  0y  0z  1    1    1  

ΚΥΛΙΝ∆ΡΙΚΟ ρ  ϕ  z  0ρ  0ϕ  0z  1    r    1  

ΣΦΑΙΡΙΚΟ r  θ  ϕ  0r  0θ  0ϕ         1    r  sinr θ  

∆ΙΑΝΥΣΜΑ 0 0 0u wA A Aυ= + +A u wυ  

∆ΙΑΦΟΡΙΚΟ ∆ΙΑΝΥΣΜΑ 1 0 2 0 3 0d h du h d h dwυ= + +l u wυ  

∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΟΓΚΟΣ 1 2 3dV h h h dud dwυ=  

ΚΛΙΣΗ  

0 0 0
1 2 3

1 1 1V V VV gradV
h u h h wυ

∂ ∂ ∂∇ ≡ = + +
∂ ∂ ∂

u wυ  

ΑΠΟΚΛΙΣΗ  

2 3 1 3 1 2
1 2 3

1 ( ) ( ) ( )u wdiv h h A h h A h h A
h h h u wυυ

 ∂ ∂ ∂ ∇⋅ ≡ = + +   ∂ ∂ ∂
A A  

ΣΤΡΟΦΗ  

3 2 1 3
0 0

2 3 1 3

2 1
0

1 2

( ) ( ) ( ) ( )1 1

( ) ( )1

w u w

u

h A h A h A h A
curl rot

h h w h h w u
h A h A

h h u

υ

υ

υ

υ

   ∂ ∂ ∂ ∂  ∇× ≡ ≡ = − + −        ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ + −   ∂ ∂

A A A u

w

υ
 

ΛΑΠΛΑΣΙΑΝΗ  

2 2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 2 3

1 h h h h h hV V VV
h h h u h u h w h wυ υ

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       ∇ = + +             ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
 

2 ( )∇ = ∇ ∇⋅ −∇×∇×A A A    (σε κάθε σύστηµα συντεταγµένων) 

2 2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( )x y zA A A∇ = ∇ + ∇ + ∇A x y z    (καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων) 
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ΧΡΗΣΙΜΕΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 
  

V S
dV d∇⋅ = ⋅∫∫∫ ∫∫A A Sw      (Θεώρηµα Gauss) 

V S
fdV fd∇ =∫∫∫ ∫∫ Sw  

V S
dV d∇× = − ×∫∫∫ ∫∫A A Sw  

2

2 2

( )

( ) ( )
V S

V S

f g f g dV f g d

f g g f dV f g g f d

∇ ⋅∇ + ∇ = ∇ ⋅ ∇ − ∇ = ∇ − ∇ ⋅ 

∫∫∫ ∫∫
∫∫∫ ∫∫

S

S

w
w

     (θεώρηµα Green) 

S C
f d fd∇ × =∫∫ ∫S lw v  

S C
d d∇× ⋅ = ⋅∫∫ ∫A S A lv      (θεώρηµα Stokes) 

 

 
 

ΟΙ ΤΕΛΕΣΤΕΣ ∇ , ⋅∇ , ×∇  ΚΑΙ 2∇  ΣΤΑ ΤΡΙΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ 
 

Σύστηµα Ορθογώνιων Συντεταγµένων (x, y, z) 

Ι.1 0 0 0
V V VV
x y z

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

x y z  

Ι.2 yx zAA A
x y z

∂∂ ∂∇⋅ = + +
∂ ∂ ∂

A  

Ι.3 0 0 0
y yz x z xA AA A A A

y z z x x y

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ∇× = − + − + −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
A x y z  

Ι.4 
2 2 2

2
2 2 2

V V VV
x y z

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

 

Ι.5 2 2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( ) ( )x y zA A A∇ = ∇ ∇⋅ −∇×∇× = ∇ + ∇ + ∇A A A x y z  

 
Σύστηµα Κυλινδρικών Συντεταγµένων (ρ, φ, z) 

Ι.6 0 0 0
1V V V

V
r zρ ϕ

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

zρ ϕ  

Ι.7 
( )1 1r zAA A

z
ϕρ

ρ ρ ρ ϕ
∂∂ ∂∇⋅ = + +

∂ ∂ ∂
A  

Ι.8 0 0 0

( )1 1z z
A AA AA A

z z
ρ ρϕ ϕρ

ρ ϕ ρ ρ ρ φ
    ∂ ∂∂ ∂∂ ∂     ∇× = − + − + −        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

A zρ ϕ  
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Ι.9 
2 2

2
2 2 2

1 1V V V
V

z
ρ

ρ ρ ρ ρ ϕ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∇ = + +   ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

Ι.10 2 2 2 2
0 0 02 2 2 2

2 2
( ) ( )z

A AA A
A A Aρ ρϕ ϕ

ρ ϕρ ϕ ρ ρ ϕ ρ
   ∂∂    ∇ = ∇ ∇⋅ −∇×∇× = ∇ − − + ∇ + − + ∇      ∂ ∂   

A A A zρ ϕ  

 
Σύστηµα Σφαιρικών Συντεταγµένων (r, θ, φ) 

Ι.11 0 0 0
1 1

sin
V V VV
r r rθ θ ϕ

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

r θ ϕ  

Ι.12 
2

2

( ) (sin )1 1
sin

r Ar A A
r r r

ϕθθ
θ θ ϕ
 ∂∂ ∂ ∇ ⋅ = + + ∂ ∂ ∂ 

A  

Ι.13 0 0 0

(sin ) ( ) ( )1 1 1 1
sin sin

r rA rAA A rA A
r r r r r

ϕ ϕθ θθ
θ θ ϕ θ ϕ θ
   ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂     ∇× = − + − + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

A r θ ϕ  

Ι.14 
2

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1sin
sin sin

V V VV r
r r r r r

θ
θ θ θ θ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∇ = + +        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

Ι.15 

2 2
02 2 2 2

2
02 2 2 2

2
02 2 2 2

2 2 cot 2 2( )
sin

2 2 cot 1
sin sin

2 2 cot 1
sin sin sin

r
r

r

r

AA
A A

r r r r A

AA
A A

r r r

A A
A A

r r r

ϕθ
θ

ϕ
θ θ

θ
ϕ ϕ

θ
θ θ ϕ

θ
θ θ ϕ θ

θ
θ ϕ θ ϕ θ

 ∂∂  ∇ = ∇ ∇⋅ −∇×∇× = ∇ − − − −   ∂ ∂ 
 ∂∂  + ∇ + − −   ∂ ∂ 
 ∂ ∂  + ∇ + + −   ∂ ∂ 

A A A r

θ

ϕ

 

 
 

∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 
 

Ι.16 ⋅ = ⋅A B B A  

Ι.17 × = − ×A B B A  

Ι.18 ( ) ( ) ( )⋅ × = × ⋅ = × ⋅A B C A B C C A B  

Ι.19 ( ) ( ) ( )× × = ⋅ − ⋅A B C A C B A B C  

Ι.20 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )× ⋅ × = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ × ×A B C D A C B D A D B C A B C D  

Ι.21 ( ) 0U∇× ∇ =  

Ι.22 ( ) 0∇⋅ ∇× =A  

Ι.23 ( )∇⋅ + = ∇⋅ +∇⋅A B A B  

Ι.24 ( )U V U V∇ + = ∇ +∇  

Ι.25 ( )∇× + = ∇× +∇×A B A B  

Ι.26 2 2 2 2
0 0 0( ) x y zA A A∇⋅∇ = ∇ = ∇ +∇ +∇A A x y z  

Ι.27 2( ) ( )U U U∇⋅ ∇ = ∇⋅∇ = ∇  

Ι.28 ( ) ( ) ( )UV U V U V∇⋅ = ∇ + ∇  
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Ι.29 ( ) ( ) ( )U U U∇⋅ = ∇ ⋅ + ∇⋅A A A  

Ι.30 ( ) ( ) ( )U U U∇× = ∇ × + ∇×A A A  

Ι.31 ( ) ( ) ( )∇⋅ × = ∇× ⋅ − ⋅ ∇×A B A B A B  

Ι.32 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∇× × = ⋅ ∇ − ⋅∇ + ∇⋅ − ∇⋅A B B A A B A B B A  

Ι.33 2( ) ( )∇ ∇⋅ = ∇× ∇× +∇A A A  

Ι.34 2( ) ( )∇× ∇× = ∇ ∇⋅ −∇A A A  

Ι.35 0∇× =r , 2(1/ ) 0r∇ = , 3∇⋅ =r  0 0 0( )x y z= + +r x y z  

Ι.36 
V S

dV d∇⋅ = ⋅∫∫∫ ∫∫A A Sw  

Ι.37 
V S

fdV fd∇ =∫∫∫ ∫∫ Sw  

Ι.38 
V S

dV d∇× = − ×∫∫∫ ∫∫A A Sw  

Ι.39 2( )
V S

f g f g dV f g d∇ ⋅∇ + ∇ = ∇ ⋅∫∫∫ ∫∫ Sw  

Ι.40 2 2( ) ( )
V S

f g g f dV f g g f d∇ − ∇ = ∇ − ∇ ⋅∫∫∫ ∫∫ Sw  

Ι.41 
S C

f d f d∇ × = ⋅∫∫ ∫S lv  

Ι.42 
S C

d d∇× ⋅ = ⋅∫∫ ∫A S A lv  

 
 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 
 

Ι.43 
sintan
cos

AA
A

=  

Ι.44 
1cot

tan
A

A
=  

Ι.45 
1sec

cos
A

A
=  

Ι.46 
1csc

sin
A

A
=  

Ι.47 2 2sin cos 1A A+ =  

Ι.48 2 21 tan secA A+ =  

Ι.49 sin( ) sin cos cos sinA B A B A B± = ±  

Ι.50 cos( ) cos cos sin sinA B A B A B± = ∓  

Ι.51 2 sin sin cos( ) cos( )A B A B A B= − − +  

Ι.52 2 sin cos sin( ) sin( )A B A B A B= + + −  

Ι.53 2 cos cos cos( ) cos( )A B A B A B= + + −  

Ι.54 sin sin 2 sin cos
2 2

A B A BA B + −+ =  
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Ι.55 sin sin 2 cos sin
2 2

A B A BA B + −− =  

Ι.56 cos cos 2 cos cos
2 2

A B A BA B + −+ =  

Ι.57 cos cos 2 sin sin
2 2

A B A BA B + −− = −  

Ι.58 cos( 90 ) sinA A± =D ∓  

Ι.59 sin( 90 ) cosA A± = ±D  

Ι.60 tan( 90 ) cotA A± = −D  

Ι.61 sin 2 2 sin cosA A A=  

Ι.62 2 2 2 2cos2 cos sin 2 cos 1 1 2 sinA A A A A= − = − = −  

Ι.63 
tan tantan( )

1 tan tan
A BA B

A B
±± =

∓
 

Ι.64 2

2 tantan2
1 tan

AA
A

=
−

 

Ι.65 sin
2

jA jAe eA
j

−−=  

Ι.66 cos
2

jA jAe eA
−+=  

Ι.67 cos sinjAe A j A= +                (Ταυτότητα του Euler) 

Ι.68 3,14159265358979π =  

Ι.69 1 57,296rad = D  

 
 

ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 

Ι.70 sinh
2

x xe ex
−−=  

Ι.71 cosh
2

x xe ex
−+=  

Ι.72 
sinhtanh
cosh

xx
x

=  

Ι.73 
1coth

tanh
x

x
=  

Ι.74 
1csc h

sinh
x

x
=  

Ι.75 
1sec h

cosh
x

x
=  

Ι.76 sin sinhjx j x=  

Ι.77 cos coshjx x=  

Ι.78 sinh sinjx j x=  

Ι.79 cosh cosjx x=  
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Ι.80 sinh( ) sinh cosh cosh sinhx y x y x y± = ±  

Ι.81 cosh( ) cosh cosh sinh sinhx y x y x y± = ±  

Ι.82 sinh( ) sinh cos cosh sinx jy x y j x y± = ±  

Ι.83 cosh( ) cosh cos sinh sinx jy x y j x y± = ±  

Ι.84 
sinh2 sin2tanh( )

cosh2 cos2 cosh2 cos2
x yx jy j

x y x y
± = ±

+ +
 

Ι.85 2 2cosh sinh 1x x− =  

Ι.86 2 2sec h tanh 1x x+ =  

Ι.87 sin( ) sin cosh cos sinhx jy x y j x y± = ±  

Ι.88 cos( ) cos cosh sin sinhx jy x y j x y± = ∓  

 
 

ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΕΣ ΤΑΥΟΤΗΤΕΣ 
 

Ι.89 log log logxy x y= +  

Ι.90 log log logx x y
y
= −  

Ι.91 log lognx n x=  

Ι.92 10log logx x=  

Ι.93 log lne x x=          (φυσικός λογάριθµος) 

Ι.94 Αν  1x << ,   ln(1 )x x+ ≈  

 
 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ      
(Αν ( )U U x= , ( )V V y=  και a  σταθερά) 

 

Ι.95 ( )d dUaU a
dx dx

=  

Ι.96 ( )d dV dUUV U V
dx dx dx

= +  

Ι.97 
2

dU dVV Ud U dx dx
dx V V

− 
= 

  
 

Ι.98 1( )n nd aU naU
dx

−=  

Ι.99 
log

log a
a

ed dUU
dx U dx

=  

Ι.100 
1lnd dUU

dx U dx
=  

Ι.101 lnU Ud dUa a a
dx dx

=  
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Ι.102 U Ud dUe e
dx dx

=  

Ι.103 1 lnV V Vd dU dVU VU U U
dx dx dx

−= +  

Ι.104 sin cosd dUU U
dx dx

=  

Ι.105 cos sind dUU U
dx dx

= −  

Ι.106 2tan secd dUU U
dx dx

=  

Ι.107 sinh coshd dUU U
dx dx

=  

Ι.108 cosh sinhd dUU U
dx dx

=  

Ι.109 2tanh sec hd dUU U
dx dx

=  

 
 

ΣΕΙΡΕΣ 
( z : µιγαδικός, x : πραγµατικός) 

 

Ι.110 2 31 1 ... ..., 1
1

z z z z z
z

ν= + + + + + + <
−

 

Ι.111 2 ( 1)...( 1)
(1 ) 1 ... ..., 1,1 2 !

a
a a a a a a a

z z z z zν ν
ν ν ν

        − − +         + = + + + + + < =                      
 

Ι.112 2 3 41 1 1 3 1 3 51 1 ..., 1
2 2 4 2 4 6 2 4 6 8

x x x x x x⋅ ⋅ ⋅+ = + − + − + <
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

Ι.113 2 3
2

1
1 2 3 4 ... ( 1) ( 1) , 1

1
x x x x x

x
ν νν= − + − + + − + <

+
 

Ι.114 
Σειρά Taylor:   2 ( )

0 0 0 0 0 0
1 1( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ... ( )( ) ...
2 ! !

x x x x x x x x x x xν νσ σ σ σ σ
ν

′ ′′= + − + − + + − +    

όταν    lim 0Rνν→∞
=  

Ι.115 
3 5 2 1

sin ... ( 1) ...,
3 ! 5! (2 1)!
z z zz z z

ν
ν

ν

+

= − + − + − + <∞
+

 

Ι.116 
2 4 6 2

cos 1 ... ( 1) ...,
2 ! 4 ! 6! (2 )!
z z z zz z

ν
ν

ν
= − + − + + − + <∞  

Ι.117 
3 5 72 17tan ...,
3 15 315 2
z z zz z z π= + + + + <  

Ι.118 
3 5 2 1

1 1 3...(2 1)1 1 3sin ... , 1
2 3 2 4 5 2 4...(2 ) 2 1

z z zz z z
νν

ν ν

+
− ⋅ −⋅= + + + + <

⋅ ⋅ +
 

Ι.119 
3 5 7 2 1

1tan ... ( 1) , 1
3 5 7 2 1
z z z zz z z

ν
ν

ν

+
− = − + − + + − <

+
 

Ι.120 
2 3

1 ... ..., 1
2! 3! !

z z z ze z z
ν

ν
= + + + + + + <  

Ι.121 
2 3

ln(1 ) ... ( 1) ... , 1 1
2 3
x x xx x x

ν
ν

ν
+ = − + − + − + − < ≤  

Ι.122 
3 5 7 2 11ln 2 ... ... , 1

1 3 5 7 2 1
z z z z zz z
z

ν

ν

+  +  = + + + + + + <    − + 
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Ι.123 
3 5 2 1

sinh ... ...,
3 ! 5! (2 1)!
z z zz z z

ν

ν

+

= + + + + + <∞
+

 

Ι.124 
Σειρά Fourier:    0

1 2 1 2
2 2( ) cos cos ... sin sin ...

2
a x x x xf x a a b b

c c c c
π π π π= + + + + + +  

1 1( )cos , ( )sin ,
c c

m m
c c

m x m xa f x dx b f x dx c x c
c c c c

π π
− −

= = − < <⌠ ⌠
⌡ ⌡  

 
 

ΜΗΚΟΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ, ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΟΓΚΟΣ, ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑ 
 

Ι.125 

Μήκος τόξου καµπύλης: αν ( )x x t=  , ( )y y t= , ( )z z t=   τότε  
2

1

2 2 2
t

t
L x y z dt′ ′ ′= + +∫   

Εάν C  επίπεδη καµπύλη και η εξίσωσή της:  

( )ρ ρ θ=  ή ( )θ θ ρ= :  
2

1

2 2L d
θ

θ
ρ ρ θ′= +∫  ή 

2

1

2 21L d
ρ

ρ
ρ θ ρ′= +∫  

Γενικά: 2 2 2( ) ( ) ( )L ds dx dy dz= = + +∫ ∫  

Ι.126 

Εµβαδόν επίπεδου χωρίου:  
S

E dE= ∫∫ ,            Εµβαδόν τοµέα: 2

1

21
2

E d
θ

θ
ρ θ= ∫ , 

Εµβαδόν καµπύλης επιφάνειας:     2 21 x yS
E dxdyσ σ= + +∫∫  

( ( , ), :z x y Sσ= προβολή της E  επί του Oxy ) 

Ι.127 
Όγκος στερεού:  V dV

Ω
= ∫∫∫  

Όγκος στερεού εκ περιστροφής:  2V y dxπ= ∫  

Ι.128 
Καµπυλότητα επίπεδης καµπύλης: 

Αν    2 3/2( )
(1 )

yy x
y

σ κ
′′

= ⇒ =
′+

,     αν 2 2 3/2( ), ( ),
( )
x y x yx x t y y t
x y

κ
′ ′′ ′′ ′−= = =
′ ′+
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ΣΤΟΙΧΕΙΩ∆Η ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 
 

ΙΙ.1 
1

1

a
a x

x dx
a

+

=
+∫ ,     1a ≠ −  

ΙΙ.2  ln
dx

x
x
=⌠

⌡ ,    0x ≠  

ΙΙ.3 
( )

ln ( )
( )

u x
dx u x

u x
′

=⌠
⌡

 

ΙΙ.4 x xe dx e=∫  

ΙΙ.5 
ln

x
x aa dx

a
=∫ ,     0 1a< ≠  

ΙΙ.6 1
2 tan

1
dx

x
x

−=
+

⌠
⌡  

ΙΙ.7 2

1 1ln
1 2 1

dx x
x x

 + =   − −
⌠
⌡ ,    1x ≠ ±  

ΙΙ.8 1

2
sin

1
dx x

x
−=

−
⌠
⌡

,            1 1x− < <  

ΙΙ.9 ( )2

2
ln 1

1
dx x x

x
= + −

−
⌠
⌡

,         1x <−     ή    1x >  

ΙΙ.10 ( )2

2
ln 1

1
dx

x x
x

= + +
+

⌠
⌡

 

ΙΙ.11 cos sinxdx x=∫  

ΙΙ.12 sin cosxdx x= −∫  

ΙΙ.13 tan ln(cos )xdx x= −∫  

ΙΙ.14 ln(sin )
tan
dx

x
x
=⌠

⌡  

ΙΙ.15 2 tan
cos
dx

x
x
=⌠

⌡  

ΙΙ.16 2

1
sin tan
dx

x x
= −⌠

⌡  

ΙΙ ΑΟΡΙΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 
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ΙΙ.17 sinh coshxdx x=∫  

ΙΙ.18 cosh sinhxdx x=∫  

 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ ax b+  ( 0)a ≠  

 

ΙΙ.19 
1( )

( )
( 1)

c
c ax b

ax b dx
a c

+++ =
+∫ ,        1c ≠ −  

ΙΙ.20 
ln( )ax bdx

ax b a
+=

+
⌠
⌡  

ΙΙ.21 
2 1

2 2

( ) ( )
( )

( 2) ( 1)

c cc ax b b ax b
x ax b dx

a c a c

+ ++ ++ = −
+ +∫ ,          1, 2c ≠− −  

ΙΙ.22 2 ln( )
xdx x b

ax b
ax b a a

= − +
+

⌠
⌡  

ΙΙ.23 2 2 2

1 ln( )
( ) ( )

xdx b ax b
ax b a ax b a

= + +
+ +

⌠⌡
 

ΙΙ.24 
3 2 1

2 2
3

( ) ( ) ( )1
( ) 2

3 2 1

c c c
c ax b ax b ax b

x ax b dx b b
a c c c

+ + + + + + + = − + + + + 
∫ ,         1, 2, 3c ≠ − − −  

ΙΙ.25 
2

2 2
3

1 1 ( ) 2 ( ) ln( )
2

x dx ax b b ax b b ax b
ax b a

 = + − + + + 
 +  

⌠⌡
 

ΙΙ.26 
2 2

2 3

1 ( ) 2 ln( )
( )

x dx bax b b ax b
ax b a ax b

 
 = + − + − + + 

⌠
⌡

 

ΙΙ.27 
2 2

3 3 2

1 2
ln( )

( ) 2( )
x dx b b

ax b
ax b a ax b ax b

 
 = + + − + + + 

⌠
⌡

 

ΙΙ.28 

1 1

1 1

1 ( ) ( ) , 0, 1 0
( 1)

( )
1

( ) ( ) , 0, 1 0
1

m n m n

m n

m n m n

x ax b mb x ax b dx m m n
a m n

x ax b dx
x ax b nb x ax b dx m m n

m n

+ −

+ −

   + − + > + + ≠    + ++ =    + + + > + + ≠    + +

∫
∫

∫
 

ΙΙ.29 
1 ln

( )
dx x

x ax b b ax b
=

+ +
⌠⌡

1 ln
( )

dx x
x ax b b ax b

 =   + +
⌠
⌡

 

ΙΙ.30 2 2

1 ln
( )
dx a ax b

x ax b bx b x
 + = − +   +

⌠⌡
 

ΙΙ.31 
2

3 2 2 3

2 ln
( ) 2
dx ax b a x

x ax b b x b ax b
 − = +   + +

⌠⌡
 

ΙΙ.32 2 2

1 1 ln
( ) ( )

dx ax b
x ax b b ax b b x

 + = −   + +
⌠⌡

 

ΙΙ.33 
2

3 3

1 1 2 ln
( ) 2

dx ax b x
x ax b b ax b ax b

    +    = +         + + +  

⌠⌡
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ΙΙ.34 2 2 2 3

2 2 ln
( ) ( )

dx b ax a ax b
x ax b b x ax b b x

 + + = − +   + +
⌠⌡

 

ΙΙ.35 32 ( )
3

ax bdx ax b
a

+ = +∫  

ΙΙ.36 3
2

2(3 2 )
( )

15
ax b

x ax bdx ax b
a
−+ = +∫  

ΙΙ.37 
2 2 2 3

2
3

2(15 12 8 ) ( )
105

a x abx b ax b
x ax bdx

a
− + +

+ =∫  

ΙΙ.38 
3 3 2 2 2 3

3
4

2(35 30 24 16 )
315

a x a bx ab x b ax b
x ax bdx

a
− + − ++ =∫  

ΙΙ.39 2 2
1

2 ( )n n
nx ax bdx u u b du

a ++ = −∫ ∫ ,     όπου    u ax b= +  

ΙΙ.40 2ax b dxdx ax b b
x x ax b
+ = + +

+
⌠ ⌠ ⌡⌡

 

ΙΙ.41 
2dx ax b

aax b
+=

+
⌠⌡

 

ΙΙ.42 2

2( 2 )
3

ax bxdx ax b
aax b
−= +

+
⌠⌡

 

ΙΙ.43 
2 2 22

3

2(3 4 8 )
15

a x abx bx dx ax b
aax b

− += +
+

⌠
⌡

 

ΙΙ.44 
3 3 2 2 2 33

4

2(5 6 8 16 )
35

a x a bx ab x bx dx ax b
aax b

− + −= +
+

⌠
⌡

 

ΙΙ.45 2
1

2 ( )
n

n
n

x dx u b du
aax b += −

+
⌠⌡ ∫ ,      όπου   u ax b= +  

ΙΙ.46 
για

για1

1 ln ,      0

2
tan ,       0

-

ax b b b
dx b ax b b

x ax b ax b
b

bb
−

 + − > + += + + < −

⌠⌡
 

ΙΙ.47 2 2
dx ax b a dx

bx bx ax b x ax b
+= − −

+ +
⌠ ⌠ ⌡ ⌡

 

ΙΙ.48 
2

2 2 23

3 3
2 4 8

dx ax b a ax b a dx
bx b x bx ax b x ax b
+ += − + + −

+ +
⌠ ⌠ ⌡ ⌡

 

ΙΙ.49 
2

1

( )1
( )

m n

n m m n m

u adx du
x ax b b u

+ −

+ −

−= −
+

⌠ ⌠ ⌡⌡
,      όπου     ax bu

x
+=  

ΙΙ.50 / 2 /21
2

1
( ) ( )( )

nn n

dx dx a dx
x ax b b b ax bx ax b

−
= −

+ ++

⌠⌠ ⌠ ⌡ ⌡⌡
 

ΙΙ.51 
12 2

(2 1) (2 1)

m m mx dx x ax b mb x dx
m a m aax b ax b

−+= −
+ ++ +

⌠⌠ ⌡ ⌡
,     1

2
m ≠ −  

ΙΙ.52 1 1

(2 3)
( 1) (2 2)nn n

n adx ax b dx
n bx n bx ax b x ax b− −

−+=− −
− −+ +

⌠ ⌠ ⌡ ⌡
,     1n ≠  
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ΙΙ.53 

2
2/2 2

2( ) ( )
( )

n
nnax b ax b

dx a ax b dx b dx
x x

−
−+ += + +

⌠⌠ ⌡ ⌡∫  

ΙΙ.54 
1 ln

( )( )
dx cx d

ax b cx d bc ad ax b
 + =   + + − +

⌠⌡
,      για   0bc ad− ≠  

ΙΙ.55 2

1 1 ln
( ) ( )

dx c cx d
ax b cx d bc ad ax b bc ad ax b

  +  = +    + + − + − + 
⌠⌡

,     για  0bc ad− ≠  

ΙΙ.56 1 11( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( 1)

n m n m n max b cx d dx ax b cx d m bc ad ax b cx d dx
m n a

+ − + + = + + − − + +  + +∫ ∫  

ΙΙ.57 1 1 1

1 1
( 2)

( ) ( ) ( 1)( ) ( ) ( ) ( ) ( )n m n m n m

dx dx
a m n

ax b cx d m bc ad ax b cx d ax b cx d− − −

 
 = − + + − + + − − + + + + 

⌠ ⌠ ⌡ ⌡
για 1m > , 0n > , 0bc ad− ≠

ΙΙ.58 

1

1 1

1

1

( ) ( )1 ( 2)
( 1)( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )1 ( )
( 1) ( ) ( )

n n

m mn

m n n

m m

ax b ax b dx
m n a

m bc ad cx d cx dax b
dx

cx d ax b ax b dx
n bc ad

m n c cx d cx d

+

− −

−

−

   + +  − + − −  − − + ++  =   + + +  − + −   − − + +  

⌠
⌡⌠

⌡ ⌠
⌡

 

ΙΙ.59 
1 ln( ) ln( )

( )( )
xdx b dax b cx d

ax b cx d bc ad a c
 

= + − + 
 + + −  

⌠⌡
,     για    0bc ad− ≠  

ΙΙ.60 2

1
ln

( ) ( ) ( )
xdx b d cx d

ax b cx d bc ad a ax b bc ad ax b

  +  = − −    + + − + − + 
⌠⌡

,     για   0bc ad− ≠  

ΙΙ.61 2

2 (3 2 )
3

cx d dx ad bc acx ax b
aax b

+ = − + +
+

⌠⌡
 

ΙΙ.62 

1 ( )2 2 tan ,                0, 

( )2 1
ln ,     0, 

( )

c ax bax b ad bc c ad bc
c c c ad bcax b dx

cx d c ax b bc adax b bc ad
c bc ad

c c c c ax b bc ad

−
   ++ −   − > >   − +   =   + + − − + −   + > >   + + −   

⌠
⌡

 

ΙΙ.63 

1 ( )2 tan ,                        0, 

( ) ( )1
ln ,           0, 

( )

c ax b
c ad bc

ad bcc ad bcdx
cx d ax b c ax b bc ad

c bc ad
c bc ad c ax b bc ad

−
   +   > >   −−    =   + + + − −   > >   − + + −   

⌠
⌡

 

ΙΙ.64 

1 ( )2 tan ,                  0, 0
( )

2 ln ( ) ,                   0

c ax b
ac a

dx ac a cx d
ax b cx d

ac ax b a cx d ac
ac

−
   − +   < >   − +   = + +    + + + >   

⌠⌡
 

ΙΙ.65 
2(2 ) ( )

4 8
acx bc ad ax b cx d ad bc dxax b cx ddx

ac ac ax b cx d
+ + + + −+ + = −

+ +
⌠⌡∫  

ΙΙ.66 
2

cx d ax b cx d ad bc dxdx
ax b a a ax b cx d
+ + + −= +
+ + +

⌠ ⌠ ⌡⌡
 

ΙΙ.67 ( )( ) lnx b dx x d x b b d x d x b
x d
+ = + + + − + + +
+

⌠
⌡

 

ΙΙ.68 1 21 sin 1
1

x dx x x
x
+ = − −
−

⌠
⌡
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ΙΙ.69 1( )sin
p x x q

dx p x q x p q
q x p q

−
 − +  = − + + +   + + 

⌠
⌡

 

ΙΙ.70 1( )sin
p x q x

dx p x q x p q
q x p q

−
 + −  = − + − − +   − + 

⌠
⌡

 

ΙΙ.71 12 sin
dx x p

x p q x q p
−
 −  =   − − − 

⌠
⌡

 

 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ 2ax c+ , nax c+ , 2 2x p± , 2 2p x− : 0a ≠ , 0p >  

 

ΙΙ.72 1
2 2

1 tandx x
p x p p

−   =   +  
⌠⌡  

ΙΙ.73 2 2

1 ln
2

dx p x
p x p p x

 +  =   − − 
⌠⌡  

ΙΙ.74 1
2

1 tandx ax
ax c ac c

−  =   +
⌠
⌡ ,       για   , 0a c >  

ΙΙ.75 
για

για
2

1 ln ,  0, 0
2

1 ln ,   0, 0
2

x a c a c
ac x a cdx

ax c c x a a c
ac c x a

   − −   > <    − + −=   + + −  < <    − − −

⌠
⌡  

ΙΙ.76 
2

2 2 1( ) 2( ) ( )
2 1 2 1

m
m mx ax c mcax c dx ax c dx

m m
−++ = + +

+ +∫ ∫  

ΙΙ.77 2 2 1 2 1

1 2 3
( ) 2( 1) ( ) 2( 1) ( )n n n

dx x n dx
ax c n c ax c n c ax c− −

−= +
+ − + − +

⌠ ⌠ ⌡ ⌡
,      1n >  

ΙΙ.78 
2 1

2 ( )1( )
2 1

n
n ax c

x ax c dx
a n

+++ =
+∫ ,      1n ≠ −  

ΙΙ.79 2
2

1
ln( )

2
x

dx ax c
ax c a

= +
+

⌠
⌡  

ΙΙ.80 
2

2 2

1
ln

( ) 2
dx x

x ax c c ax c

  =   + + 
⌠⌡

 

ΙΙ.81 2 2 2

1
( )

dx a dx
x ax c cx c ax c

= − −
+ +

⌠ ⌠ ⌡⌡
 

ΙΙ.82 
2

2 2

x dx x c dx
ax c a a ax c

= −
+ +

⌠ ⌠ ⌡⌡
 

ΙΙ.83 
1 2

2 2( 1)

n n nx dx x c x dx
ax c a n a ax c

− −

= −
+ − +

⌠⌠ ⌡ ⌡
,      1n ≠ −  

ΙΙ.84 
2

2 2 1 2 1

1
( ) 2 ( 1)( ) 2( 1) ( )n n n

x dx x dx
ax c a n ax c n a ax c− −= − +
+ − + − +

⌠ ⌠ ⌡⌡
 

ΙΙ.85 2 2 2 2 1 2

1
( ) ( ) ( )n n n

dx dx a dx
x ax c c x ax c c ax c−= −

+ + +
⌠ ⌠ ⌠  ⌡ ⌡ ⌡
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ΙΙ.86 ( )2 2 2 2 2 2 21 ln
2

x p dx x x p p x x p ± = ± ± + ±  ∫  

ΙΙ.87 2 2 2 2 2 11
sin

2
x

p x dx x p x p
p

−
   − = − +       

∫  

ΙΙ.88 ( )2 2

2 2
lndx x x p

x p
= + ±

±
⌠
⌡

 

ΙΙ.89 1

2 2
sindx x

pp x
−   =    −

⌠
⌡

 

ΙΙ.90 
( )2 2

2

2 1

ln ,          0
2 2

sin ,    0 0
2 2

x c
ax c x a ax c a

a
ax cdx x c a

ax c x a , c
a c

−

 + + + + >+ =   −  + + < >   −

∫  

ΙΙ.91 
( )2

2
1

1 ln ,         0

1 sin ,     0 0

x a ax c a
adx

aax c x a ,  c
a c

−

 + + >=    −+   < >    −

⌠
⌡

 

ΙΙ.92 2 2 3 /21 ( )
3

x ax cdx ax c
a

+ = +∫  

ΙΙ.93 
( )

2
2 3 2 2

3
2 2

2
2 3 2 1

( ) ln ,       0
4 8 8

( ) sin ,    0 0
4 8 8

x cx cax c ax c x a ax c a
a a ax ax cdx
x cx c aax c ax c x a ,  c
a a a a c

−

 + − + − + + >+ =   −  + − + − < >  −

∫  

ΙΙ.94 2

2

1xdx ax c
aax c

= +
+

⌠
⌡

 

ΙΙ.95 
2

2 2

2

1x dx x ax c ax cdx
a aax c

= + − +
+

⌠
⌡ ∫  

ΙΙ.96 

2
2

2

2
2 1

ln ,    0

tan ,    0

ax c cax c c c
xax c

dx
x ax cax c c c

c
−

   + −    + + >    + =    +  + − − <    −   

⌠
⌡

 

ΙΙ.97 
2 2

2 2

ax c ax c dx
dx a

x x ax c
+ += − +

+
⌠ ⌠

 ⌡⌡
 

ΙΙ.98 
2 2

2 2

1
ln

p p xdx
p xx p x

 + ±  = −   ±  

⌠
⌡

 

ΙΙ.99 

1

2 2
1

1 cos

1 sin

p
p xdx

px x p
p x

−

−

        =   −  −    

⌠
⌡

,    0x p> >  

ΙΙ.100 ( )
2 2

2 2 2 2
2 2

ln
2 2

x dx x px p x x p
x p

= + − + +
+

⌠

⌡

 

ΙΙ.101 ( )
2 2 2 2

2 2
2 ln

x p x p
dx x x p

x x
+ += − + + +⌠

⌡
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ΙΙ.102 

2

2
1

1 ln , 0

1
sec , 0, 0

ax c c c
c xdx

x ax c a
x c a

c c
−

   + −     >    = +     − < >    −

⌠
⌡

 

ΙΙ.103 
2

2 2

dx ax c
cxx ax c
+=−

+
⌠
⌡

 

ΙΙ.104 
1 2 2

2 2

( 1)
,     0

n n nn cx dx x ax c x dx
n

na naax c ax c

− −−+= − >
+ +

⌠⌠
⌡ ⌡

 

ΙΙ.105 
1 2 3/ 2

2 2 2( ) ( 1)
( 2) ( 2)

n
n nx ax c n c

x ax cdx x ax cdx
n a n a

−
−+ −+ = − +

+ +∫ ∫  

ΙΙ.106 
2 3 /22 2

1 2

( ) ( 4)
( 1) ( 1)n n n

ax c n aax c ax c
dx dx

x c n x n c x− −

+ −+ += − −
− −

⌠ ⌠
 ⌡ ⌡

 

ΙΙ.107 
2

12 2 2

( 2)
( 1) ( 1)nn n

dx ax c n a dx
c n x n cx ax c x ax c− −

+ −= − −
− −+ +

⌠ ⌠
 ⌡ ⌡

 

ΙΙ.108 
( )

2
2 2 2

2 3 /2
2

2 2 1

3(2 5 ) ln ,    0
8 8( )

3
(2 5 ) sin ,     0

8 8

x cax c ax c x a ax c a
aax c dx

x c a
ax c ax c x a

a c
−

 + + + + + >+ =   − + + + <    −

∫  

ΙΙ.109 2 3/2 2( )
dx x

ax c c ax c
=

+ +
⌠⌡

 

ΙΙ.110 2 3/2 2 5/21( ) ( )
5

x ax c dx ax c
a

+ = +∫  

ΙΙ.111 
3

2 2 3/ 2 2 3 /2 2 2( ) ( )
6 2
x cx ax c dx ax c x ax cdx+ = + + +∫ ∫  

ΙΙ.112 
1 2 3/2

2 3/2 2( ) 3( )
4 4

n
n nx ax c cx ax c dx x ax cdx

n n

+ ++ = + +
+ +∫ ∫  

ΙΙ.113 2 3/2 2

1
( )

xdx
ax c a ax c

= −
+ +

⌠⌡
 

ΙΙ.114 
( )2

22

2 3 /2
1

2

1 ln ,    0

1( ) sin ,    0, 0

x x a ax c a
a aa ax cx dx

x aax c x a c
a a ca ax c

−

− + + + > +=   −+  − + < >    − +

⌠
⌡

 

ΙΙ.115 
3 2 2

2 3/2 22

2
( )

x dx x ax c
ax c aa ax c

+=− +
+ +

⌠
⌡

 

ΙΙ.116 
1 ln

( )

n

n n

dx x
x ax c cn ax c

 =   + +
⌠⌡

 

ΙΙ.117 1

1
( ) ( ) ( )

n

n m n m n m

dx dx a x dx
ax c c ax c c ax c−= −
+ + +

⌠⌠ ⌠  ⌡ ⌡ ⌡
 

II.118 
1

1
ln ,     0

2 sec ,     0

n

n

n n

ax c c
c

n c ax c cdx
x ax c ax c

n c c
−

   + −    >    + +  =   + −   <    −  

⌠⌡
 



ΙΙ – ΑΟΡΙΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 
 
 

 109

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ 2ax bx c+ + , 0a ≠  
 

ΙΙ.119 

2
2

2 2

1 22
2 2

2

1 2 4ln ,     4
4 2 4

2 2tan ,     4
4 4

2
,     4

2

ax b b ac b ac
b ac ax b b ac

dx ax b b acax bx c ac b ac b

b ac
ax b

−

   + − −     >   − + + −    +=   < + +    − −− = +

⌠
⌡  

ΙΙ.120 2 1 2 2 2 2 1

2 2(2 1)
( ) (4 )( ) (4 ) ( )n n n

dx ax b n a dx
ax bx c n ac b ax bx c n ac b ax bx c+ −

+ −= +
+ + − + + − + +

⌠ ⌠ ⌡ ⌡
 

ΙΙ.121 2
2 2

1 ln( )
2 2

xdx b dxax bx c
ax bx c a a ax bx c

= + + −
+ + + +

⌠ ⌠
⌡ ⌡  

ΙΙ.122 
2 2

2
2 2 2 2

2ln( )
2 2

x dx x b b ac dxax bx c
ax bx c a a a ax bx c

−= − + + +
+ + + +

⌠ ⌠ ⌡⌡
 

ΙΙ.123 
1 2 1

2 2 2( 1)

n n n nx dx x c x dx b x dx
ax bx c n a a ax bx c a ax bx c

− − −

= − −
+ + − + + + +

⌠ ⌠⌠  ⌡ ⌡ ⌡
 

ΙΙ.124 2 1 2 2 2 2

(2 ) (2 1)
( ) (4 )( ) (4 ) ( )n n n

xdx c bx b n dx
ax bx c n ac b ax bx c n ac b ax bx c+

− + −= −
+ + − + + − + +

⌠ ⌠ ⌡ ⌡
 

ΙΙ.125 

1

2 1 2

1 2

2 1 2 1

( ) (2 1)( )

( 1) ( 1)
(2 1) ( ) (2 1) ( )

m m

n n

m m

n n

x dx x
ax bx c a n m ax bx c

n m b m cx dx x
n m a ax bx c n m a ax bx c

−

+

− −

+ +

= −
+ + − + + +

− + −− +
− + + + − + + +

⌠
⌡

⌠ ⌠
 ⌡ ⌡

 

ΙΙ.126 
2

2 2 2

1 ln
( ) 2 2

dx x b dx
x ax bx c c ax bx c c ax bx c

 = −  + + + + + + 
⌠ ⌠ ⌡⌡

 

ΙΙ.127 
2 2

2 2 2 2 2 2

1ln
( ) 2 2

dx b ax bx c b a dx
x ax bx c c x cx c c ax bx c

   + +   = − + −      + + + +   
⌠ ⌠ ⌡⌡

 

II.128 
2 1 1 2

1 2 1 2 2 1

1
( ) ( 1) ( )

( 1) (2 1)
( 1) ( ) ( 1) ( )

m n m n

m n m n

dx
x ax bx c m cx ax bx c

n m b n m adx dx
m c x ax bx c m c x ax bx c

+ −

− + − +

= −
+ + − + +

+ − + −− −
− + + − + +

⌠⌡

⌠ ⌠ ⌡ ⌡

 

II.129 
( )2

2
1

2

1 ln 2 2 , 0

1 2sin , 0
4

ax b a ax bx c a
adx

ax bax bx c a
a b ac

−

 + + + + >=    − − + +   <  −  −

⌠
⌡

 

II.130 
2

2 22
xdx ax bx c b dx

a aax bx c ax bx c
+ += −

+ + + +
⌠ ⌠
 ⌡ ⌡

 

II.131 
1 2 1 2

2 2 2

(2 1) ( 1)
2

n n n nb n c nx dx x ax bx c x dx x dx
an an anax bx c ax bx c ax bx c

− − −− −+ += − −
+ + + + + +

⌠ ⌠⌠
 ⌡ ⌡ ⌡

 

II.132 
2 3/ 2

2 2( )
3 2

ax bx c bx ax bx cdx ax bx cdx
a a

+ ++ + = − + +∫ ∫  

II.133 
2

2 2

2

2 4
4 8

ax b ac b dxax bx cdx ax bx c
a a ax bx c
+ −+ + = + + +

+ +
⌠
⌡∫  
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II.134 
2 3/ 2 2

2 2 2
2

( )5 5 4
6 4 16

ax bx cb b acx ax bx cdx x ax bx cdx
a a a

  + + −+ + = − + + +  ∫ ∫  

II.135 

2

1
2

2

2

1 ln , 0
2

1 2sin , 0 0
4

2 , 0

ax bx c c b c
c x c

dx bx c x cx ax bx c c x b ac

ax bx c
bx

−

  − + + +     + >       +=    > < + +  −  −− + =

⌠
⌡

 

II.136 

2

12 1 2

2 2

(3 2 )
( 1) 2 ( 1)

(2 )
( 1)

nn n

n

b ndx ax bx c dx
c n x c nx ax bx c x ax bx c

a n dx
c n x ax bx c

− −

−

−+ += − +
− −+ + + +

−+
− + +

⌠ ⌠
 ⌡ ⌡

⌠
⌡

 

II.137 

2

2 2

2 3 /2
2

3 2

2(2 )
, 4

( 4 )
1( ) , 4

2 ( /2 )

ax b
b ac

b ac ax bx cdx
ax bx c b ac

a x b a

 +− ≠ − + += + + − = +

⌠⌡
 

 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ 22ax x− , 22ax x+  
 

II.138 
Το για

Το για

2
2 2 1

   0
2 2 sin    

   02 2

ax a a x aax x dx ax x
aa

−
 + >− −  − = − ±     − <

∫  

II.139 To για το για1

2
cos         0,    0

2

dx a x a a
aax x

− − = ± + > − <  −
⌠⌡

 

II.140 
1 2 3/2

2 1 2(2 ) (2 1)2 2
2 2

m
m mx ax x m ax ax x dx x ax x dx

m m

−
−− +− = − + −

+ +∫ ∫  

II.141 
2 3/2

2 2 (2 )2 2
3

ax xx ax x dx a ax x dx −− = − −∫ ∫  

II.142 
2

2

2
2
dx ax x

axx ax x
−= −

−
⌠⌡

 

II.143 2

2 2
2

2 2
xdx dxax x a
ax x ax x

=− − +
− −

⌠ ⌠ ⌡ ⌡
 

II.144 
2 2

2 2

2 3
2 22 2

x dx x ax x a xdx

ax x ax x

−= − +
− −

⌠ ⌠ ⌡⌡
 

II.145 
2 2 3/2

22 (2 ) 2 2ax x ax xdx ax x dx
x ax a
− −= + −⌠

⌡ ∫  

II.146 
2 2 3/2 2

2 2

2 (2 ) 1 2ax x ax x ax xdx dx
x ax a x
− − −= − −⌠ ⌠

 ⌡ ⌡
 

II.147 
2 2 3/2 2

1

2 (2 ) 3 2
(3 2 ) (2 3)n n n

ax x ax x n ax xdx dx
x n ax n a x −

− − − −= +
− −

⌠ ⌠
 ⌡ ⌡

 

II.148 2 3/2 2 2(2 ) 2
dx x a

ax x a ax x
−=

− −
⌠⌡
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II.149 2 3/2 2(2 ) 2
xdx x

ax x a ax x
=

− −
⌠⌡

 

II.150 ( )22
ln 2

2

dx
x a ax x

ax x
= + + +

+
⌠
⌡

 

 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ sinax  
 

II.151 
1sin cosaxdx ax
a

= −∫  

II.152 2 sin 2sin
2 4
x axaxdx

a
= −∫  

II.153 3 31 1sin cos cos
3

axdx ax ax
a a

= − +∫  

II.154 
3

4 3 3 sin 2 sin cossin
8 16 4
x ax ax axaxdx

a a
= − −∫  

II.155 
1

2sin cos 1sin sin
n

n nax ax naxdx axdx
na n

−
−−= − +∫ ∫ ,            n +∈ ]  

II.156 
1

ln tan
sin 2
dx ax

ax a
 =   

⌠
⌡  

II.157 2

1
sin tan

dx
ax a ax
= −⌠

⌡  

II.158 1 2

1 cos 2 ,     , 1
sin ( 1) sin 1 sinn n n

dx ax n dx n n
ax a n ax n ax

+
− −

−= − + ∈ >
− −

⌠ ⌠
⌡ ⌡ ]  

II.159 
1 tan

1 sin 4 2
dx ax

ax a
π =   ±

⌠
⌡ ∓ ∓  

II.160 

1 2 2

2 2

2 2
2 2

2 2

2 tan tan ,
4 2

sin 1 sin cosln ,
sin

b c ax b c
b ca b cdx

b c ax c b ax c b ax b c
b c axa c b

π−
   − −     − >     + −  =   + − + + −     <    + −  

⌠
⌡  

II.161 2 2sin( ) sin( )
sin sin ,     

2( ) 2( )
a b x a b x

ax bxdx a b
a b a b
− +⋅ = − ≠
− +∫  

II.162 1 sin 2 sin cos
2 2
x x

xdx  + = ± −   ∫        Tο +  εάν  (8 1) (8 3)
2 2

k x kπ π− < ≤ + ,  αλλιώς το −  (k ∈ ] ) 

II.163 1 sin 2 sin cos
2 2
x x

xdx  − = ± +   ∫        Tο +  εάν  (8 3) (8 1)
2 2

k x kπ π− < ≤ + ,  αλλιώς το −  (k ∈ ] ) 

 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ cosax  
 

II.164 
1cos sinaxdx ax
a

=∫  
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II.165 2 sin 2cos
2 4
x axaxdx

a
= +∫  

II.166 3 31 1cos sin sin
3

axdx ax ax
a a

= −∫  

II.167 
3

4 3 3 sin 2 cos sincos
8 16 4
x ax ax axaxdx

a a
= + +∫  

II.168 
1

2cos sin 1cos cos
n

n nax ax naxdx axdx
na n

−
−−= +∫ ∫  

II.169 
1 ln tan

cos 2 4
dx ax

ax a
π  = +     

⌠
⌡  

II.170 2

1 tan
cos

dx ax
ax a
=⌠

⌡  

II.171 1 2

1 sin 2
cos ( 1) cos 1 cosn n n

dx ax n dx
ax a n ax n ax− −

−= +
− −

⌠ ⌠
⌡ ⌡ ,     , 1n n+∈ >]  

II.172 
1

tan
1 cos 2

dx ax
ax a

 =   +
⌠
⌡  

II.173 ( )
1

1 cos tan
2

dx
axax a

= −
−

⌠
⌡  

II.174 
1 cos 2 cos 2 2 sin

2 2
x xxdx dx+ = ± = ±⌠

⌡∫    

Το +  εάν (4 1) (4 1)k x kπ π− < ≤ + , αλλιώς το −  (k ∈ ] )

II.175 
1 cos 2 sin 2 2 cos

2 2
x xxdx dx− = ± =⌠

⌡∫ ∓   

Τα πάνω σηµεία εάν 4 (4 2)k x kπ π< ≤ + , αλλιώς τα κάτω

II.176 

2 2
1 2 2

2 2

2 2
1 2 2

2 2

1 sintan ,    
cos

cos 1 sin
tanh ,     

cos

b c ax b c
c b axa b cdx

b c ax c b ax
b c

c b axa c b

−

−

   −     >  + −  =   +  −   <    + −  

⌠
⌡  

II.177 2 2sin( ) sin( )
cos cos ,     

2( ) 2( )
a b x a b x

ax bxdx a b
a b a b
− += + ≠
− +∫  

 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ sinax , cosax  
 

II.178 
cos( ) cos( )1sin cos

2
a b x a b x

ax bxdx
a b a b

 − + = − +
 − + ∫ ,    2 2a b≠  

II.179 11sin cos sin
( 1)

n nax axdx ax
a n

+=
+∫ ,    1n ≠−  

II.180 11cos sin cos
( 1)

n nax axdx ax
a n

+= −
+∫ ,     1n ≠−  

II.181 ( )
sin 1 ln cos
cos

ax dx ax
ax a

= −⌠
⌡  
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II.182 ( )cos 1 ln sin
sin

ax dx ax
ax a

=⌠
⌡  

II.183 
11( sin ) cos ( sin )

( 1)
n nb c ax axdx b c ax

ac n
++ = +

+∫ ,     1n ≠ −  

II.184 
11( cos ) sin ( cos )

( 1)
n nb c ax axdx b c ax

ac n
++ = − +

+∫ ,     1n ≠ −  

II.185 
cos 1

ln( sin )
sin
ax

dx b c ax
b c ax ac

= +
+

⌠
⌡  

II.186 
sin 1

ln( cos )
cos
ax

dx b c ax
b c ax ac

= − +
+

⌠
⌡  

II.187 1

2 2

1 1
ln tan tan

sin cos 2
dx c

ax
b ax c ax ba b c

−  = +    +  +
⌠
⌡ ,     0b >  

II.188 

για

για

2 2 22 2
1

2 2 2 2 2

2 2 2

( cos sin )1 sin ,
( cos sin )

cos sin ( )cos ( )sin1 ,
( )cos ( )sin

b c dc d b c ax d ax
axa b c d c d b c ax d axdx

b c ax d ax b c d ax c d ax
b c d

ab b c d ax c d ax

π π
−

   > ++ + +−     − < < − − + + +   = + +   − + + −   = +   + − + +  

⌠
⌡  

II.189 
2

1
2

sin 1
tan tan

cos
axdx b c b x

ax
b c ax ac b b c c

−
 +  = −  + + 

⌠⌡
 

II.190 2 2
2 2

sin cos 1 ln( cos sin )
cos sin 2 ( )

ax axdx b ax c ax
b ax c ax a c b

= +
+ −

⌠
⌡  

II.191 1
2 2 2 2

1 tantan
cos sin

dx c ax
b ax c ax abc b

−  =   +
⌠
⌡  

II.192 2 2 2 2

1 cos sinln
cos sin 2 cos sin

dx b ax c ax
b ax c ax abc b ax c ax

 + =   − −
⌠
⌡  

II.193 2 2 sin 4sin cos
8 32
x axax axdx

a
= −∫  

II.194 ( )1
ln tan

sin cos
dx

ax
ax ax a

=⌠
⌡  

II.195 2 2

1 1tan
sin cos tan

dx ax
ax ax a ax

 = −   
⌠
⌡  

II.196 
1 1

2sin cos 1sin cos sin cos
( )

m n
m n m nax ax max axdx ax axdx

a m n m n

− +
−−= − +

+ +∫ ∫ ,      0m > ,     0n >  

II.197 
1

1 2

sin sin 2 sin
cos ( 1)cos 1 cos

m m m

n n n

ax ax m n axdx dx
ax a n ax n ax

+

− −

− += −
− −

⌠ ⌠
⌡ ⌡ ,      , 0m n > ,     1n ≠  

II.198 
1

1 2

cos cos 2 cos
sin ( 1)sin 1 sin

n n n

m m m

ax ax m n axdx dx
ax a m ax m ax

+

− −

− − −= +
− −

⌠ ⌠
⌡ ⌡ ,    , 0m n > ,    1m ≠  

II.199 1 1 2

1 1 2
sin cos ( 1) sin cos 1 sin cosm n m n m n

dx m n dx
ax ax a n ax ax n ax ax− − −

+ −= +
− −

⌠ ⌠
⌡ ⌡  
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ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ tanax , cotax  
 

II.200 
1tan ln(cos )axdx ax
a

= −∫  

II.201 2 1tan tanaxdx ax x
a

= −∫  

II.202 3 21 1tan tan ln(cos )
2

axdx ax ax
a a

= +∫  

II.203 1 21
tan tan tan ,    

( 1)
n n naxdx ax axdx

a n
− −= −

−∫ ∫ , 1n n+∈ >]  

II.204 ( )1
ln sin

tan
dx

ax
ax a
=⌠

⌡  

II.205 2

1 1
tan tan

dx x
ax a ax

= − −⌠
⌡  

II.206 ( )3 2

1 1 1 ln sin
tan 2 tan

dx ax
ax a ax a

= − − =⌠
⌡  

II.207 1 2

1
,

tan ( 1)tan tann n n

dx dx
ax a n ax ax− −= −− −

−
⌠ ⌠
⌡ ⌡         , 1n n+∈ >]  

II.208 2 2

1
ln( cos sin )

tan
dx c

bx b ax c ax
b c ax b c a

 = + +  + +  
⌠
⌡  

II.209 2 2

tan 1
ln( cos sin )

tan
axdx c

bx c ax b ax
b ax c b c a

 = − +  + +  
⌠
⌡  

II.210 1 2 2

2

1
sin sin ,  0, ,

2 2tan

dx b c
ax b b c ax

ba b cb c ax

π π−
 −  = > > − < <  −  +∫  

 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΚΑΙ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 

II.211 2

sin cossin ax x axx axdx
a a

= −∫  

ΙΙ.212 
2

2
2 3

2 sin 2sin cosx ax xx axdx ax
a a a

  = + −   ∫  

ΙΙ.213 
2 3

3
2 4 3

3 6 6sin sin cosx x xx axdx ax ax
a a a a

      = − − −        ∫  

ΙΙ.214 3
2 2

cos 3 sin 3 3 cos 3 sinsin
12 36 4 4

x ax ax x ax axx axdx
a a a a

= − − +∫  

ΙΙ.215 11sin cos cosn n nnx axdx x ax x axdx
a a

−= − +∫ ∫  

ΙΙ.216 
3 5 7( ) ( ) ( )sin

...
3 3! 5 5! 7 7 !
ax ax axax

dx ax
x

= − + − +
⋅ ⋅ ⋅∫  
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ΙΙ.217 1 1

sin sin cos
( 1) 1m m m

ax dx ax a ax dx
x m x m x− −

−= +
− −

⌠ ⌠ ⌡⌡
 

ΙΙ.218 2

1 1cos cos sinx axdx ax x ax
a a

= +∫  

ΙΙ.219 2
2

2 1cos cos sinxx axdx ax x ax
a a

= +∫  

ΙΙ.220 
2 2 2 3

3
4 3

(3 6)cos ( 6 )sin
cos

a x ax a x x ax
x axdx

a a
− −= +∫  

ΙΙ.221 3
2 2

sin 3 cos 3 3 sin 3 coscos
12 36 4 4

x ax ax x ax axx axdx
a a a a

= + + +∫  

ΙΙ.222 11cos sin sin , 0n n nnx axdx x ax x axdx n
a a

−= − >∫ ∫  

ΙΙ.223 
2 4 6( ) ( ) ( )cos ln( ) ...

2 2! 4 4 ! 6 6!
ax ax axax dx ax

x
= − + − +

⋅ ⋅ ⋅
⌠
⌡  

ΙΙ.224 1 1

cos cos sin
( 1) 1m m m

ax ax a ax
dx dx

x m x m x− −= − −
− −

⌠
⌡ ∫  

 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ ΕΚΘΕΤΙΚΕΣ ΚΑΙ ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 

II.225 
ax

ax ee dx
a

=∫  

ΙΙ.226 , 0 1
ln

ax
ax bb dx b

a b
= < ≠∫  

ΙΙ.227 2 ( 1)
ax

ax exe dx ax
a

= −∫  

ΙΙ.228 2 2 , 0 1
ln (ln )

ax ax
ax xb bxb dx b

a b a b
= − < ≠∫  

ΙΙ.229 1 2
1 [( ) ( ) ( 1)( ) ... ( 1) !], , 0

ax
n ax n n n n

n

ex e dx ax n ax n n ax n n n
a

− −
+= − + − − + − ∈ >∫ ]  

ΙΙ.230 1 2
1 [( ) ( ) ( 1)( ) ... !], , 0

ax
n ax n n n

n

ex e dx ax n ax n n ax n n n
a

−
− − −

+= − + + − + + ∈ >∫ ]  

ΙΙ.231 1

ln ln

n ax
n ax n axx b nx b dx x b dx

a b a b
−= −∫ ∫         0n >  

ΙΙ.232 
2 3( ) ( )

ln ...
2 2! 3 3!

ax ax axe dx x ax
x

= + + + +
⋅ ⋅

⌠
⌡  

ΙΙ.233 1 1

1
1

ax ax ax

n n n

e e edx a dx
x n x x− −

 
 = − +
 −  

⌠ ⌠
⌡ ⌡ ,      , 1n n∈ >]  

ΙΙ.234 
1

[ ln( )]ax
ax

dx
ax b ce

b ce ab
= − +

+
⌠
⌡  
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ΙΙ.235 
1

ln( )
ax

ax
ax

e
dx b ce

b ce ac
= +

+
⌠
⌡  

ΙΙ.236 11
tan , , 0ax

ax ax

dx b
e b c

be ce ca bc
−

−

  = >  +  
⌠
⌡  

ΙΙ.237 [ ]2 2sin sin cos
ax

ax e
e bxdx a bx b bx

a b
= −

+∫  

ΙΙ.238 2 2 2 2

( )sin( ) cos( ) ( )sin( ) cos( )
sin sin

2 ( ) ( )

ax
ax b c b c x a b c x b c b c x a b c xe

e bx cxdx
a b c a b c

 − − + − + + + + = − + − + + 
∫  

ΙΙ.239 [ ]2 2cos cos cos
ax

ax e
e bxdx a bx b bx

a b
= +

+∫  

ΙΙ.240 2 2 2 2

[( )sin( ) cos( ) ] [( )sin( ) cos( ) ]
cos cos

2[ ( ) ] 2[ ( ) ]

ax ax
ax e b c b c x a b c x e b c b c x a b c x

e bx cxdx
a b c a b c

− − + − + + + += +
+ − + +∫  

ΙΙ.241 1

1
(ln ) ( 1)(ln )n n

dx
x ax n ax −= −

−
⌠⌡

 

ΙΙ.242 
1

1 1

1 , 1
(ln ) ( 1)(ln ) 1 (ln )

n n n

m m m

x dx x n x dx m
ax m ax m ax

+

− −

− += + ≠
− −

⌠ ⌠
 ⌡ ⌡

 

ΙΙ.243 

όπου     1

2 2 3 3

1

1 ( 1)ln
ln

( 1) (ln ) ( 1) (ln )1 ln ln ( 1)ln ...
2 2! 3 3!

n y

n

n

x dx e dy y n ax
ax a y

n ax n ax
ax n ax

a

+

+

= = +

 + += + + + + + ⋅ ⋅

⌠⌠ ⌡ ⌡
 

ΙΙ.244 
2 3(ln ) (ln )1 ln ln ln ...

ln 2 2! 3 3!
ax axdx

ax ax
ax a

= + + + + ⋅ ⋅
⌠
⌡  

ΙΙ.245 [ ]sin(ln ) sin(ln ) cos(ln )
2
xax dx ax ax= −∫  

ΙΙ.246 [ ]cos(ln ) sin(ln ) cos(ln )
2
xax dx ax ax= +∫  

ΙΙ.247 
1 1

ln ln
ax

ax ax e
e bxdx e bx dx

a a x
= − ⌠

⌡∫  

 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 

II.248 
1sinh coshaxdx ax
a

=∫  

ΙΙ.249 
1cosh sinhaxdx ax
a

=∫  

ΙΙ.250 ( )1tanh ln coshaxdx ax
a

=∫  

ΙΙ.251 ( )1
ln sinh

tanh
dx

ax
ax a
=⌠

⌡  
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ΙΙ.252 12 tan ( )
cosh( )

axdx e
ax a

−=⌠⌡
 

ΙΙ.253 
1 ln tanh

sinh 2
dx ax

ax a
   =     

⌠
⌡  

ΙΙ.254 1 21 1sinh sinh cosh sinhn n nnaxdx ax ax axdx
na n

− −−= −∫ ∫  

ΙΙ.255 1 21 1cosh sinh cosh coshn n nnaxdx ax ax axdx
na n

− −−= +∫ ∫  

ΙΙ.256 1 1 2 21sinh sinh 1axdx x ax a x
a

− −= − +∫  

ΙΙ.257 1 1 2 21cosh cosh 1axdx x ax a x
a

− −= − −∫  

 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 

ΙΙ.258 1 1 2 21sin sin 1axdx x ax a x
a

− −= + −∫  

ΙΙ.259 ( ) ( )2 21 1 2 2 1sin sin 2 1 sinax dx x ax x a x ax− − −= − + −∫  

ΙΙ.260 
2

1 1 1 2 2
2

1sin sin sin 1
2 4 4
x xx axdx ax ax a x

a a
− − −= − + −∫  

ΙΙ.261 
1 1

1 1

2 2
sin sin , 1

1 1 1

n n
n x a x dx

x axdx ax n
n n a x

+ +
− −= − ≠ −

+ + −
⌠
⌡∫  

ΙΙ.262 για
1

3 5 7 2 2sin 1 1 3 1 3 5( ) ( ) ( ) ... 1
2 3 3 2 4 5 5 2 4 6 7 7

axdx ax ax ax ax a x
x

− ⋅ ⋅ ⋅= + + + + <
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⌠
⌡  

ΙΙ.263 
1 2 2

1
2

sin 1 1 1sin lnaxdx a xax a
x x ax

−
− + −= − −⌠

⌡  

ΙΙ.264 1 1 2 21cos cos 1axdx x ax a x
a

− −= − −∫  

ΙΙ.265 ( )21 2 1 2 2 12(cos ) cos 2 1 cosax dx x ax x a x ax
a

− − −= − − −∫  

ΙΙ.266 
2

1 1 1 2 2
2

1cos cos cos 1
2 4 4
x xx axdx ax ax a x

a a
− − −= − − −∫  

ΙΙ.267 
1 1

1 1

2 2
cos cos , 1

1 1 1

n n
n x a x dxx axdx ax n

n n a x

+ +
− −= + ≠ −

+ + −
⌠
⌡∫  

ΙΙ.268 για
1

3 5 7 2 2cos 1 1 3 1 3 5
ln ( ) ( ) ( ) ..., 1

2 2 3 3 2 4 5 5 2 4 6 7 7
axdx

ax ax ax ax ax a x
x

π− ⋅ ⋅ ⋅= − − − − − <
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⌠
⌡  

ΙΙ.269 
1 2 2

1
2

cos 1 1 1cos lnaxdx a xax a
x x ax

−
− + −= − +⌠

⌡  
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ΙΙ.270 1 1 2 21tan tan ln(1 )
2

axdx x ax a x
a

− −= − +∫  

ΙΙ.271 
1 1

1 1
2 2tan tan , 1

1 1 1

n n
n x a x dxx axdx ax n

n n a x

+ +
− −= − ≠ −

+ + +
⌠⌡∫  

ΙΙ.272 
1 2 2

1
2 2 2

tan 1 1tan ln
2

axdx a a xax
x x a x

−
−  +  = − −    

⌠
⌡  

ΙΙ.273 1 1 2 21cot cot ln(1 )
2

axdx x ax a x
a

− −= + +∫  

ΙΙ.274 
1 1

1 1
2 2cot cot , 1

1 1 1

n n
n x a x dxx axdx ax n

n n a x

+ +
− −= + ≠ −

+ + +
⌠⌡∫  

ΙΙ.275 
1 2 2

1
2 2 2

cot 1 1cot ln
2

axdx a a xax
x x a x

−
−  +  = − +    

⌠
⌡  

ΙΙ.276 1 1 2 21sec sec ln( 1)axdx x ax ax a x
a

− −= − + −∫  

ΙΙ.277 

1
1 1

2 2

1sec sec ,
1 1 1

n n
n x x dxx axdx ax

n n a x

+
− −= ±

+ + −
⌠
⌡∫  

Το  +  αν  1sec
2

axπ π−< < ,  το  αν  –  10 sec
2

ax π−< <  

ΙΙ.278 ( )1 1 2 21csc csc ln 1axdx x ax ax a x
a

− −= + + −∫  

ΙΙ.279 

1
1 1

2 2

1csc csc , 1,
1 1 1

n n
n x x dxx axdx ax n

n n a x

+
− −= ± ≠ −

+ + −
⌠
⌡∫  

Το  +  αν  10 csc
2

ax π−< < ,  το  –  αν  1csc 0
2

axπ −− < <  
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ΙΙΙ.1   2 2
0

, 0
2
0, 0

, 0
2

a
adx a
a x

a

π

π

∞

 >= =+ − <

⌠
⌡  

ΙΙΙ.2 
1 1

1

0
0

1ln ( ), ( 1) ( ), 0
n

n xx e dx dx n n n n n
x

−
∞

− −    = = Γ Γ + = Γ >    
⌠

⌡∫  

ΙΙΙ.3 
1

0

, 0 1
1 sin

nx dx n
x n

π
π

∞ −

= < <
+

⌠⌡
 

ΙΙΙ.4 
άρτιος ακέραιος

περιττός ακέραιος

2 2

0 0

1 3 ( 1)
,

2 4 6 2sin cos
2 4 6 ( 1)

,
1 3 5

n n

n
n

nxdx xdx
n

n
n

π π

π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅= =  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

∫ ∫  

ΙΙΙ.5  ακέραιος
0 0
sin sin cos sin 0, ,mx nxdx mx nxdx m n

π π
= = ≠∫ ∫  

ΙΙΙ.6 
2

2
0

sin
2

x dx
x

π∞

=⌠
⌡  

ΙΙΙ.7 
0

/2, 0
sin

0, 0

/2, 0

a
ax
dx a

x
a

π

π

∞

 >= =− <

⌠
⌡  

ΙΙΙ.8 

ή

ή
0

0, 1 1
sin cos

, 1 1
4

, 1 1
2

a a
x ax

dx a a
x

a

π

π

∞

 <− >= = − = − < <

⌠
⌡  

ΙΙΙ.9 2
0

sin sin
,
2

ax bx a
dx a b

x
π∞

= <⌠
⌡  

ΙΙΙ.10 2 2

0 0
cos sin

8
x dx x dx

π∞ ∞
= =∫ ∫  

ΙΙΙ.11 
2 2

0
, 0

2
a xe dx a

a
π∞

− = >∫  

ΙΙΙ.12 ακέραιος θετικός10

! , : , 0n ax
n

nx e dx n a
a

∞
−

+= >∫  

ΙΙΙ.13 ακέραιος 
22

10

1 3 5 (2 1)
, : 0, 0

2
n ax

n n

n
x e dx n a

a a
π∞

−
+

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −= > >∫  
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ΙΙΙ.14 
0

1
, 0

2
axxe dx a

a a
π∞

− = >∫  

ΙΙΙ.15 
0

, 0
axe dx a
x a

π∞ −

= >⌠
⌡  

ΙΙΙ.16 
2 2 2/ 2

0

1 , 0
2

x a x ae dx e aπ
∞

− − −= >∫  

ΙΙΙ.17 2 20
cos , 0ax ae bxdx a

a b

∞ − = >
+∫  

ΙΙΙ.18 2 20
sin , 0ax b

e bxdx a
a b

∞
− = >

+∫  

ΙΙΙ.19 1

0

sin
cot , 0

axe x
dx a a

x

−∞
−= >⌠

⌡  

ΙΙΙ.20 
2 2

2 2
4

0
cos , 0

2

b a
a x ee bxdx a

a
π −

∞ − = >∫  

ΙΙΙ.21 ακέραιος θετικός
1

0
(ln ) ( 1) ! :n nx dx n n= −∫  

ΙΙΙ.22 
21

0

ln
1 6
x
dx
x

π= −
−

⌠
⌡  

ΙΙΙ.23 
1

2
0

ln ln2
21

x dx
x

π= −
−

⌠
⌡

 

ΙΙΙ.24 
1

0

1ln
1 4
x dx
x x

π +  =  −
⌠⌡

 

ΙΙΙ.25 
2

0

1ln
1 4

x

x

e dx
e

π∞  +  =  −
⌠
⌡

 

ΙΙΙ.26 
1

0 ln(1/ )
dx
x

π=⌠
⌡

 

ΙΙΙ.27 
1

0 0
ln ln ln 0.5772157...xx dx e xdx γ

∞
−= = − = −∫ ∫  

ΙΙΙ.28 
2 2

0 0
ln(sin ) ln(cos ) ln2

2
x dx x dx

π π π= = −∫ ∫  

ΙΙΙ.29 
2

0
ln sin ln2

2
x xdx

π π= −∫  

ΙΙΙ.30 
1 1/ 2

0

1
ln

2
dx

x
π  =  

⌠
⌡

 

ΙΙΙ.31 
1 1/ 2

0

1
ln dx
x

π
−  =  

⌠
⌡

 

ΙΙΙ.32 
2 2

0
ln( cos ) ln ,

2
a a ba b x dx a b

π
π

 + −  ± = ≥   
∫  

ΙΙΙ.33 
1

0

1ln , 1 0, 1 0
ln 1

b ax x bdx b a
x a

 − + = + > + >  +
⌠
⌡  
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ΙΙΙ.34 2 2
0

, 0
cos
dx

a b
a b x a b

π π= > >
+ −

⌠
⌡  

ΙΙΙ.35 2
0

, 0
cos 2
1 , 0

2

a

a

e a
ax
dx

x e a

π

π

−
∞

 >= +  <

⌠
⌡  

ΙΙΙ.36 
0 0

cos sin
2

x x
dx dx
x x

π∞∞

= =⌠⌠
⌡ ⌡  

ΙΙΙ.37 
1 1

0

tan tan ln
2

ax bx adx
x b

π∞ − −− =⌠
⌡  

ΙΙΙ.38 
0

cos cos
ln

ax bx b
dx

x a

∞ − =⌠
⌡  

ΙΙΙ.39 

2 2

2
2 2

0

0,
( cos )

,
2 cos

,
2

a b
a b x dx

a b
a b ab x a

a b
a

π π

π

 <− = >+ −  =

⌠
⌡  

ΙΙΙ.40 
1 2

4
0

1 2
1 4
x dx
x

π+ =
+

⌠⌡
 

ΙΙΙ.41 
1 2

0

ln(1 )
12

x
dx

x
π+ =⌠

⌡  

ΙΙΙ.42 
2 2 2 2

2 4 6 2

2 2
0

1 1 3 1 3 5
1 ... , 1
2 2 2 4 2 4 61 sin

dx
k k k k

k x

π

π       ⋅ ⋅ ⋅     = + + + + <              ⋅ ⋅ ⋅−   
⌠
⌡

 

ΙΙΙ.43 
2

2 2 24 6
2 2 2 2

0

1 1 3 1 3 5
1 sin 1 ... , 1

2 2 2 4 3 2 4 6 5
k k

k xdx k k
π π       ⋅ ⋅ ⋅     − = − − − − <              ⋅ ⋅ ⋅  

∫  

ΙΙΙ.44 

Σειρά Fourier: 0
1 2 1 2

2 2( ) cos cos ... sin sin ...,
2
a x x x xf x a a b b c x c

c c c c
π π π π= + + + + + + − < <   

όπου   1 1( )cos , ( )sin
c c

m m
c c

m x m xa f x dx b f x dx
c c c c

π π
− −

= =⌠ ⌠
⌡ ⌡  

 

ΙΙΙ.45 
1 1

2 2 10

! ( ) ( )
sin , 0, 1

2( )

n n
n ax

n

jn a jb a jb
x e bxdx a j

a b

+ +
∞ −

+

 − − + = > = −
+∫  

ΙΙΙ.46 
1 1

2 2 10

! ( ) ( )
cos , 0

2( )

n n
n ax

n

n a jb a jb
x e bxdx a

a b

+ +
∞ −

+

 − + + = >
+∫  

ΙΙΙ.47 
0

ln 0.5772157...xe x dx γ
∞ − = − = −∫  

 




