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Άδειες Χρήσης 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε 
άδειες χρήσης Creative Commons.  
 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που 
υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η 
άδεια χρήσης αναφέρεται ρητώς.  
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Μειεηήζακε ζηελ πδξνζηαηηθή ηηο δπλάκεηο πνπ αζθνχληαη ζε αθίλεην ξεπζηφ. Γεληθά φκσο ηα ξεπζηά

θηλνχληαη (ξνή). Σελ παξνχζα δηάιεμε ζα εμεηάζνπκε κεξηθέο ηππηθέο πεξηπηψζεηο θίλεζεο ξεπζηψλ κε

έλαλ απινπνηεκέλν ηξφπν.

Ο λφκνο πνπ δηέπεη ηελ θίλεζε ησλ ξεπζηψλ είλαη ν 2νο Νφκνο ηεο Κίλεζεο ηνπ Newton, , φπσο

εθαξκφδεηαη ζε έλα ζηνηρεηψδεο ζσκαηίδην ξεπζηνχ. ΢ην ηέινο ηεο αλάιπζεο ζα θαηαιήμνπκε ζηελ

δηάζεκε εμίζσζε Bernoulli, ε νπνία αλ θαη βαζίδεηαη ζε αξθεηέο παξαδνρέο, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί κε

επηηπρία ζε έλαλ κεγάιν αξηζκφ πεξηπηψζεσλ ξνήο. Πξέπεη φκσο λα δνζεί κεγάιε ζεκαζία θαη πξνζνρή

ζηηο παξαδνρέο απηέο, δηφηη φζν ζσζηά ρξεζηκνπνηείηαη ε εμίζσζε Bernoulli, άιιν ηφζν ρξεζηκνπνηείηαη κε

ιαλζαζκέλν ηξφπν.

Δάλ ινηπφλ ζεσξήζνπκε έλα ζσκαηίδην ξεπζηνχ, ην νπνίν θηλείηαη ζην ρψξν, απηφ κπνξεί λα επηηαρχλεηαη

ή λα επηβξαδχλεηαη θαηά ηελ πνξεία ηνπ. Ζ ζπληζηακέλε δχλακή πνπ αζθείηαη πάλσ ηνπ θαζνξίδεη ηελ

επηηάρπλζή/επηβξάδπλζή ηνπ ζχκθσλα κε ηε ζρέζε:

Θα ζεσξήζνπκε φηη νη δςνάμειρ ηπιβήρ είναι αμεληηέερ, δειαδή φηη ην ξεπζηφ καο έρεη κεδεληθφ ημψδεο.

Αλ θαη ε παξαδνρή απηή είλαη ιαλζαζκέλε, ελ ηνχηνηο ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο φπνπ ηζρχεη ζε ηθαλνπνηεηηθφ

βαζκφ, ιφγσ ηνπ κηθξνχ ιφγνπ ησλ δπλάκεσλ ηξηβήο σο πξνο άιιεο δπλάκεηο (ζπλήζσο δπλάκεηο

βαξχηεηαο ή/θαη πίεζεο). Τπνζέηνπκε ινηπφλ φηη νη δπλάκεηο πνπ αζθνχληαη ζην ζσκαηίδην πξνέξρνληαη

κφλν απφ ηε βαξχηεηα θαη ηελ πίεζε:

Ζ κειέηε επίζεο απαηηεί ηνλ νξηζκφ ελφο θαηάιιεινπ ΢πζηήκαηνο ΢πληεηαγκέλσλ (΢.΢.). Δπεηδή ε θίλεζε

είλαη γεληθά ηξηζδηάζηαηε (3D) θαη κε κφληκε, κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλα ΢.΢. απφ ηα δηαζέζηκα,

φπσο ην θαξηεζηαλό (x,y,z,t), ην θπιηλδξηθό (r,ζ,z,t) θαη ην ζθαηξηθό (r,ζ,θ,t). Δπηιέγνπκε απηφ πνπ ηαηξηάδεη

θαιχηεξα κε ηε γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο.

Υσξίο λα ραζεί ε γεληθφηεηα ηεο αλάιπζεο, ζηελ παξνχζα δηάιεμε ζα αλαιχζνπκε ηελ θίλεζε ζην επίπεδν

x–z, δειαδή ηε δηζδηάζηαηε (2D) ξνή θαη ζα θαηαιήμνπκε ζηηο 2D εμηζψζεηο Euler (άηξηβεο ξνήο).

4.1 ΔΠΗΣΑΥΤΝ΢Ζ  ΢ΣΟΗΥΔΗΟΤ  ΡΔΤ΢ΣΟΤ:  2ος ΝΟΜΟ΢  NEWTON – (α) 4.2
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΢ην παξαθάησ ζρήκα παξηζηάλεηαη ε ξνή ξεπζηνχ κε

ηελ απεηθφληζε ηεο πνξείαο ελφο ζσκαηηδίνπ πνπ

πεξλάεη απφ ηα ζεκεία 1 θαη 2. ΢ε θάζε ζεκείν ηεο

πνξείαο ηνπ ζσκαηηδίνπ, απηφ έρεη κία ηαρχηεηα , φρη

απαξαίηεηα ζηαζεξή ζε κέηξν θαη δ/λζε. Γηα κόληκε

ροή, νη ηξνρηέο απηέο είλαη ζηαζεξέο ζην ρψξν θαη

νλνκάδνληαη ξντθέο γξακκέο θαη ε ηαρχηεηα είλαη εθα-

4.34.1 ΔΠΗΣΑΥΤΝ΢Ζ  ΢ΣΟΗΥΔΗΟΤ  ΡΔΤ΢ΣΟΤ:  2ος ΝΟΜΟ΢  NEWTON – (β)

U


πηφκελε ζε θάζε ζεκείν ηνπο. Σα γεηηνληθά ζσκαηίδηα ηνπ ξεπζηνχ αθνινπζνχλ άιιεο ηξνρηέο, νη νπνίεο δελ

είλαη απαξαίηεηα παξάιιειεο κεηαμχ ηνπο. ΢ηε γεληθή πεξίπησζε ηνπ ζρήκαηνο, είλαη πξνηηκφηεξν λα

ρξεζηκνπνηνχκε έλα ΢.΢., (n,s), πνπ λα αθνινπζεί ηε γεσκεηξία ησλ ξντθψλ γξακκψλ, δειαδή ε κία δ/λζε

(n) λα είλαη θάζεηε ζηηο γξακκέο θαη ε άιιε (s) λα είλαη εθαπηφκελε. Ζ αξρή ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ζε έλα

απζαίξεην ζεκείν ηεο ξντθήο γξακκήο, πνπ απέρεη απφζηαζε s απφ ην ζσκαηίδην θαηά κήθνο ηεο γξακκήο.

Δπεηδή ε ηαρχηεηα είλαη εθαπηφκελε ζε θάζε ζεκείν ηεο ξντθήο γξακκήο (Us=U, Un=0), ηζρχεη φηη: U=ds/dt.

Δπίζεο απφ ηνλ νξηζκφ ηεο επηηάρπλζεο (θαηά ηελ θίλεζε): . Ζ επηηάρπλζε κπνξεί λα αλαιπζεί

ζηηο αληίζηνηρεο ζπληζηψζεο ηνπ ΢.΢. πνπ ρξεζηκνπνηνχκε: .

Ζ ζπληζηψζα ηεο επηηάρπλζεο ζηε δ/λζε ηφλ ροχθώλ γρακκώλ, αs, πξνθχπηεη απφ ηελ αιιαγή ηεο

ηαρχηεηαο θαηά κήθνο ησλ γξακκψλ, δειαδή επεηδή U=U(s). Άξα (ρξεζηκνπνηψληαο αιιαγήο δηαθνξηθνχ):

αs=dU/dt=(dU/ds)(ds/dt)=U(dU/ds).

Ζ θεληροκόιος επηηάτσλζε, αn, εμαξηάηαη απφ ην κέηξν ηεο ηαρχηεηαο θαη ηελ αθηίλα θακππιφηεηαο ησλ

γξακκψλ ξνήο: αn=U2/R, φπνπ ε αθηίλα θακππιφηεηαο, R, είλαη θαη απηή ζπλάξηεζε ηεο ζέζεο πάλσ ζηε

γξακκή ξνήο, R=R(s). Δάλ ε αθηίλα είλαη άπεηξνπ κέηξνπ, ηφηε νη ξντθέο γξακκέο είλαη επζείεο.

Γεληθά νη δύν ζπληζηώζεο δελ είλαη κεδεληθέο, δηόηη αθελόο ε ηαρύηεηα, αθεηέξνπ ε αθηίλα θακππιόηεηαο

είλαη ζπλαξηήζεηο ηεο ζέζεο ζηε ξντθή γξακκή.

dt/Ud



ns ns


 



ΜΖΥΑΝΗΚΖ  ΡΔΤ΢ΣΩΝ  Η – Γξ.  Γ. ΢ΟΦΗΑΛΗΓΖ΢, ΑΝ. ΚΑΘΖΓΖΣΖ΢

ΣΜΖΜΑ  ΜΖΥΑΝΟΛΟΓΗΑ΢, 4ν ΔΞΑΜΖΝΟ, ΔΑΡΗΝΟ  ΔΞΑΜΖΝΟ 2010-2011

4ε Γηάιεμε

ΒΑ΢ΗΚΔ΢  ΑΡΥΔ΢  ΓΤΝΑΜΗΚΖ΢  ΡΟΖ΢. 

Ζ ΔΞΗ΢Ω΢Ζ  BERNOULLI

Ζ εθαπηνκεληθή θαη ε θεληξνκφινο ζπληζηψζα ηεο επηηάρπλζεο (θαηά κήθνο κίαο ξντθήο γξακκήο)

νθείινληαη ζηε δξάζε κία ζπληζηακέλεο δχλακεο. Ζ ζπληζηψζεο απηήο ηεο δχλακεο πξνέξρνληαη απφ ηελ

πίεζε θαη ηε βαξχηεηα.

Α. Καηά κήθος ηες ροχθής γρακκής

΢δFs=δmαs=δmU(dU/ds)=πδVU(dU/ds) (1)

(φπνπ δV=δsδnδy=ζηνηρεηψδεο φγθνο)

δWs=–δWsinθ=–γδVsinθ (2)

δFps=–(p+δps)δnδy+(p–δps)δnδy=–2δpsδnδy (3)

φκσο απφ ην αλάπηπγκα Taylor, είλαη:

δps(p/s)(δs/2)νπφηε ε (3) γίλεηαη:

δFps=–(p/s)δnδyδs=–(p/s)δV (4)

Γειαδή ε ζρέζε απηή δειώλεη όηη δελ παίδεη ξόιν ην κέηξν

ηεο πίεζεο, αιιά ε δηαθνξά (θιίζε) ηεο πίεζεο.

Δάλ ινηπφλ εμηζψζνπκε ηελ (1) κε ην άζξνηζκα ησλ (2) θαη (4):

δFs=δWs+δFps πδVU(dU/ds)=(–γsinθ–p/s)δV

θαη εάλ απαιείςνπκε ην δV:

(5)

Δδψ ινηπφλ απνδεηθλχεηαη φηη ζηα αλνηθηά ζπζηήκαηα, ζεκαζία δελ έρεη ε κάδα (φπσο έρεη ζηα θιεηζηά)

αιιά ε κάδα αλά κνλάδα φγθνπ, δειαδή ε ππθλφηεηα. Ζ θπζηθή εξκελεία ηεο παξαπάλσ ζρέζεο είλαη φηη ε

αιιαγή ζηελ ηαρύηεηα πνπ ζπκβαίλεη ζην ξεπζηό πάλσ ζε κία γξακκή ξνήο, νθείιεηαη ζε ζπλδπαζκό ηεο

θιίζεο ηεο πίεζεο θαηά κήθνο ηεο ξνήο θαη ηνπ βάξνπο ηνπ ξεπζηνύ.

΢ηελ πδξνζηαηηθή, ην 2ν κέινο (επηηάρπλζε) είλαη κεδεληθφ, νπφηε εάλ επεμεξγαζηνχκε ην 1ν κέινο,

αληηθαζηζηψληαο θαη ηε δ/λζε s κε ηελ θαηαθφξπθε y, παίξλνπκε ην γλσζηφ: δp=–γδy=–πgδy.

4.44.1 ΔΠΗΣΑΥΤΝ΢Ζ  ΢ΣΟΗΥΔΗΟΤ  ΡΔΤ΢ΣΟΤ:  2ος ΝΟΜΟ΢  NEWTON – (γ)

 s
s

U
U

s

p
sin 









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Λακβάλνληαο ππφςε φηη sinθ=dz/ds: ή θαη εθφζνλ

νινθιεξψζνπκε: , φπνπ C είλαη ε ζηαζεξά νινθιήξσζεο πνπ νξίδεηαη απφ ηελ ηηκή

ηεο ζπλάξηεζεο ζε θάπνην ζεκείν ηεο ξνηθήο γξακκήο. Ζ ζρέζε απηή απνηειεί ηελ εμίζσζε Euler γηα 2D

ξνή. Δάλ επηπιένλ ε ππθλφηεηα είλαη ζηαζεξή, δειαδή ε ξνή είλαη αζπκπίεζηε θαη ε ππθλφηεηα δελ

παξνπζηάδεη ζεξκνθξαζηαθέο κεηαβνιέο:

Ζ παξαπάλσ ζρέζε είλαη ε εξίζωζη Bernoulli θαη βαζίδεηαη ζηηο εμήο παξαδνρέο: (α) άηπιβη ξνή, (β)

μόνιμη ξνή, (γ) αζςμπίεζηη ξνή (ξ=ζηαζεξφ) θαη (δ) ιζσύει μόνο καηά μήκορ μίαρ γπαμμήρ ποήρ.

Β. Κάζεηα ζηε ροχθή γρακκή

΢δFn=δmαn=δm(U2/R)=πδV(U2/R) (1)

(φπνπ δV=δsδnδy=ζηνηρεηψδεο φγθνο)

δWn=–δWcosθ=–γδVcosθ (2)

δFpn=–(p+δpn)δsδy+(p–δpn)δsδy=–2δpnδsδy= (απφ Taylor δpn(p/n)(δn/2))

=–(p/n)δnδsδy=–(p/n)δV (3)

Άξα: δFn=δWn+δFpn πδV(U2/R)=(–γcosθ–p/n)δV θαη επεηδή cosθ=dz/dn: ή

ηέινο:

με ηιρ ίδιερ ηέζζεπιρ παπαδοσέρ πος παποςζιάζηηκαν παπαπάνω.

Ζ θπζηθή εξκελεία είλαη φηη ε αιιαγή ηεο δ/λζεο ηεο ξνήο νθείιεηαη ζε ζπλδπαζκό ηεο επίδξαζεο ησλ

δπλάκεσλ πίεζεο θαη βάξνπο πνπ αζθνύληαη θάζεηα ζηε ξντθή γξακκή. Γηα ακειεηέα βαξχηεηα (π.ρ. αέξηα)

ε ζρέζε δειψλεη φηη κε αχμεζε ηεο απφζηαζεο απφ ην θέληξν θακππιφηεηαο ε πίεζε απμάλεη (θπθιψλαο).

4.54.2 ΔΞΗ΢Ω΢Ζ  ΣΟΤ  BERNOULLI
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Ζ εμίζσζε ηνπ Bernoulli πνπ παξνπζηάζηεθε ζηε §4.5 έρεη κνλάδεο

πίεζεο [Ν/m2] θαη δειψλεη ηε κεηαηξνπή ηεο πίεζεο κεηαμχ ησλ

δηαθφξσλ κνξθψλ ηεο.

Ο 1νο φξνο είλαη ε ζεξκνδπλακηθή πίεζε, p, ε νπνία κπνξεί λα κεηξεζεί

φηαλ θηλνχκαζηε καδί κε ην ξεπζηφ θαη γηα ην ιφγν απηφ νλνκάδεηαη

ζηαηική πίεζη. Άιιε κέζνδνο γηα ηε κέηξεζε ηεο ζηαηηθήο πίεζεο είλαη

λα ηνπνζεηήζνπκε ην πηεζφκεηξν ζε ζέζε φπνπ ην ξεπζηφ δελ ξέεη, π.ρ.

ζηε ζέζε (3) ηνπ ζρήκαηνο (p1=γh3–1+p3=γh3–1+γh4–3=γh).

Ο 2νο φξνο νλνκάδεηαη δςναμική πίεζη, δηφηη πξνέξρεηαη απφ ηελ αθη-

4.64.3 ΢ΣΑΣΗΚΖ,  ΓΤΝΑΜΗΚΖ,  ΑΠΟΚΟΠΖ΢  & ΟΛΗΚΖ  ΠΗΔ΢Ζ

U1=U U2=0

λεηνπνίεζε ηνπ ξεπζηνχ απφ ηαρχηεηα U. Απηφ

ζπκβαίλεη ζην ζεκείν (2) φπνπ ε αξρηθή ηαρχηεηα U1 ηνπ

ξεπζηνχ έρεη κεδεληζηεί θαη ε πίεζε εθεί ηζνχηαη κε γΗ.

Σν ζεκείν (2) νλνκάδεηαη ζεκείν αλαθνπήο θαη ε πίεζε

εθεί πίεζη ανακοπήρ. Ζ πίεζε αλαθνπήο ηζνχηαη (εάλ

εθαξκφδνπκε ηελ εμίζσζε ηνπ Bernoulli) κε: p2=p1+(1/2)πU1
2 θαη είλαη πάληα κεγαιχηεξε ηεο ζηαηηθήο

πίεζεο ζηα ζεκεία ηεο ξντθήο γξακκήο φπνπ ην ξεπζηνχ είλαη ζε θίλεζε. Απνδεηθλχεηαη φηη ζε θάζε ζψκα

πνπ βξίζθεηαη κέζα ζε ξνή ξεπζηνχ ππάξρεη έλα ζεκείν αλαθνπήο ζην νπνίν θαηαιήγεη κία ξντθή γξακκή

αλαθνπήο.

Σέινο, ν 3νο φξνο είλαη ε ςδποζηαηική πίεζη θαη εθθξάδεη νπζηαζηηθά ηελ αιιαγή πίεζεο ιφγσ κεηαβνιήο

ηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο (πςνκεηξηθήο ζέζεο).

Σν άζξνηζκα φισλ ησλ φξσλ νλνκάδεηαη ολική πίεζη, ε νπνία δηαηεξείηαη ζηαζεξή θαηά κήθνο κίαο ξντθήο

γξακκήο γηα άηξηβε, κφληκε θαη αζπκπίεζηε ξνή. Όηαλ νη δηαθνξέο πδξνζηαηηθήο πίεζεο είλαη ακειεηέεο, ε

νιηθή πίεζε ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ζηαηηθήο θαη δπλακηθήο πίεζεο, δειαδή κε ηελ πίεζε αλαθνπήο.
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Ζ εμίζσζε ηνπ Bernoulli, θαζψο εθθξάδεη ηε κεηαβνιή ηεο θηλεηηθήο ελέξγεηαο κε ηηο δηάθνξεο

κνξθέο πίεζεο, νπζηαζηηθά νδεγεί ζε έλαλ έκκεζν ηξφπν κέηξεζεο ηεο ηαρχηεηαο, άξα θαη ηεο

παξνρήο. Απηφ βξίζθεη εθαξκνγή ζηνλ ζσιήλα Pitot–static, ν νπνίνο θαίλεηαη ζρεκαηηθά δίπια.

Απνηειείηαη απφ δχν νκναμνληθνχο ζσιήλεο, ζπλδεδεκέλνπο κε δηαθνξεηηθά καλφκεηξα (ή κε

έλα δηαθνξηθφ), έηζη ψζηε λα κπνξεί λα κεηξεζεί ε δηαθνξά πίεζεο (p3–p4). Ο θεληξηθφο

ζσιήλαο κεηξάεη ηελ πίεζη ανακοπήρ (ολική): p3=p2=p+(1/2)πU2. Ο εμσηεξηθφο ζσιήλαο

απνηειείηαη απφ αξθεηέο κηθξέο νπέο ζε θαηάιιειε απφζηαζε απφ ηελ άθξε ηνπ

ζσιήλα, έηζη ψζηε λα κεηξνχλ ηε ζηαηική πίεζη, άξα (εθφζνλ ε πδξνζηαηηθή

πίεζε κεηαμχ (1) θαη (4) είλαη ακειεηέα): p4=p1=p.

΢πλδπάδνληαο ηηο δχν ζρέζεηο παίξλνπκε:

4.74.4 ΜΔΣΡΖ΢Ζ  ΣΖ΢  ΣΑΥΤΣΖΣΑ΢  ΜΔ  ΢ΩΛΖΝΑ  PITOT–STATIC

  /pp2U 43 

Ζ πξαγκαηηθή κνξθή θαη δηαζηάζεηο ηνπ ζσιήλα Pitot–static κπνξεί λα κεηαβάιινληαη

αλάινγα κε ην πεδίν εθαξκνγήο, φπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλφ ζρήκα.

Αλ θαη ν ζσιήλαο Pitot–static είλαη έλαο εχρξεζηνο θαη νηθνλνκηθφο

ηξφπνο γηα ηε κέηξεζε ηεο ηαρχηεηαο, πξέπεη ε πίεζε λα κεηξάηαη κε αθξίβεηα.

΢ε πεξίπησζε φπνπ νη νπέο κέηξεζεο ηεο ζηαηηθήο πίεζεο δελ είλαη ιείεο,

φπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα, ε κέηξεζε πεξηέρεη ζθάικα.

Δπίζεο ε ζέζε ησλ πιεπξηθψλ νπψλ

πξέπεη λα είλαη ζσζηή δηφηη ε θαηαλνκή ηεο

πίεζεο ζηα ηνηρψκαηα ελφο ζψκαηνο κέζα

ζηε ξνή κεηαβάιιεηαη κεηαμχ ηεο πίεζεο αλαθνπήο (ζην ζεκείν αλαθνπήο)

έσο θαη κηθξφηεξε ηεο ζηαηηθήο πίεζεο ζηε ξνή, φπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλφ

ζρήκα. Αλ θαη ε γσληαθή απφθιηζε ηνπ ζσιήλα απφ ηελ ηαρχηεηα ηεο ξνήο

δίλεη ζθάικα, φηαλ ε γσλία είλαη 1220ν ην ζθάικα είλαη κηθξφηεξν ηνπ 1%.
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Ζ εμίζσζε ηνπ Bernoulli, γηα αζπκπίεζηε, κφληκε θαη άηξηβε ξνή κεηαμχ δχν ζεκείσλ, 1 θαη 2, ηεο ίδηα

ξντθήο γξακκήο, γξάθεηαη θαη κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε

νπνηαδήπνηε απφ ηηο έμη κεηαβιεηέο πνπ εκθαλίδνληαη, εθφζνλ γλσξίδνπκε ηηο ππφινηπεο πέληε. Βνεζεηηθά

πνιιέο θνξέο ρξεζηκνπνηνχκε θαη ηελ αξρή δηαηήξεζεο ηεο κάδαο (εξίζωζη ζςνέσειαρ) ζε κνλνδηάζηαηε

κνξθή:

φπνπ =καδηθή παξνρή [kg s–1], ξ1, ξ2=ππθλφηεηα [kg m–3], U1, U2=ηαρχηεηα [m s–1], Α1, Α2=δηαηνκή

[m2], ζηηο ζέζεηο 1 θαη 2. Ζ ζρέζε απηή δελ αθνξά δχν ζεκεία ηεο ξνήο πάλσ ζηελ ίδηα ξντθή γξακκή, αιιά

δχν δηαηνκέο ηεο ξνήο, δειαδή νη ηηκέο ηεο ηαρχηεηαο είλαη νη κέζεο ηηκέο ζηηο δχν δηαηνκέο θαη ε παξαδνρή

ηεο ίδηαο ξντθήο γξακκήο επεθηείλεηαη ζε νιφθιεξε ηε δηαηνκή, εθφζνλ ζε θάζε ζεκείν ηεο δηαηνκήο 1

αληηζηνηρεί έλα ζεκείν ηεο δηαηνκήο 2.

1. ΔΛΔΤΘΔΡΔ΢ ΦΛΔΒΔ΢ (FREE JETS)

4.84.5 ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ  ΔΦΑΡΜΟΓΖ΢  ΣΖ΢  ΔΞΗ΢Ω΢Ζ΢  BERNOULLI – (α)

Έλα απφ ηα παιαηφηεξα πξνβιήκαηα είλαη ν ππνινγηζκφο ηεο

ηαρχηεηαο εθξνήο κεγάιεο αλνηθηήο δεμακελήο. Ζ ξνή ηνπ

ξεπζηνχ πεξλάεη κέζα απφ ακποθύζιο (nozzle), ην νπνίν

πξνθαιεί ηελ επηηάρπλζή ηεο (ιφγσ ζηέλσζεο ηεο δηαηνκήο). Ζ

εθαξκνγή ηεο εμίζσζεο Bernoulli κεηαμχ ησλ ζεκείσλ 1

(ειεχζεξε επηθάλεηα) θαη 2 (έμνδνο αθξνθπζίνπ) δίλεη φηη:

φπνπ h=(z1–z2), U10 (επεηδή ε δεμακελή είλαη κεγάιε), U2=U θαη p1=p4=pα (pα=αηκνζθαηξηθή πίεζε) θαη

απφ ην 2ν Νφκν ηνπ Newton θάζεηα ζηηο ξντθέο γξακκέο (§4.5): γηα επζχ-

γξακκεο ξντθέο γξακκέο (R=) θαη επεηδή ζηελ ίδηα νξηδφληην dz/dn=0,

ηφηε θαη dp/dn=0, δειαδή p2=p4, άξα θαη p1=p2. Οπφηε θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέ-

ξαζκα: όιε ε δπλακηθή ελέξγεηα ζην ζεκείν 1 κεηαηξέπεηαη ζε θηλεηηθή ζην 2.
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΢ην ζεκείν 5, πην θάησ απφ ην ζηφκην ηνπ αθξνθπζίνπ, ε εμίζσζε ηνπ Bernoulli δίλεη φηη:

δειαδή ε ηαρχηεηα απμάλεηαη. Όκσο απφ ηε ζρέζε δηαηήξεζεο ηεο κάδαο (§4.8) ζπλεπάγεηαη φηη ε

δηάκεηξνο ηεο θιέβαο ζπλερψο κεηψλεηαη, θαηλφκελν πνπ φλησο παξαηεξείηαη ζηελ πξάμε (π.ρ. βξχζε).

4.9

Σελ πεξίπησζε ηεο νξηδφληηαο θιέβαο ηνπ δηπιαλνχ ζρήκαηνο, ε ηαρχηεηα

εμφδνπ ζην ζεκείν 2 είλαη ιίγν κεγαιχηεξε απφ φηη ζην 1 θαη ιίγν κηθξφηεξε απφ

φηη ζην 3, ιφγσ ηεο πςνκεηξηθήο ηνπο δηαθνξάο. Δάλ φκσο d<<h, ηφηε ε

ηαρχηεηα ζην θέληξν ηνπ αθξνθπζίνπ κπνξεί λα ζεσξεζεί κία πνιχ θαιή

πξνζέγγηζε ηεο κέζεο ηαρχηεηαο ζηε δηαηνκή εμφδνπ.

 Hhg2U 

Όηαλ ε δηακφξθσζε ηεο εμφδνπ δελ είλαη νκαιή αιιά νμεία, ηφηε ην ξεπζηφ

δπζθνιεχεηαη λα "ζηξίςεη" απφηνκα θαηά 90ν θαη ε δηαηνκή ηεο θιέβαο, dj, είλαη

κηθξφηεξε απφ ηε δηάκεηξν ηνπ ζηνκίνπ, dh. Σν θαηλφκελν νλνκάδεηαη vena

contracta θαη νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη γηα ηελ απφηνκε ζηξνθή 90ν (R=0) ην

ζεί θακππιφηεηα 0<R< θαη ε πίεζε θάζεηα ζηηο γξακκέο ξνήο δελ είλαη

νκνηφκνξθε παξά κφλν ζην ζεκείν φπνπ εκθαλίδεηαη ε vena contracta,

φπνπ βέβαηα νη ξντθέο γξακκέο είλαη παξάιιειεο. Ζ εκθάληζε θαη ε ζέζε

ηεο vena contracta εμαξηάηαη απφ ηε γεσκεηξία ηνπ ζηνκίνπ εμφδνπ.

Μεξηθά παξαδείγκαηα δίλνληαη ζηα παξάπιεπξα ζρήκαηα, φπνπ επίζεο

αλαγξάθεηαη θαη ν ζπληειεζηήο δηαζηνιήο, Cc=Aj/Ah, φπνπ Αh θαη Aj είλαη

νη δηαηνκέο εμφδνπ θαη ηεο vena contracta, αληίζηνηρα.

ξεπζηφ απαηηεί άπεηξε θιίζε πίεζεο θαη νη ξντθέο γξακκέο

δελ είλαη παξάιιειεο. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα ε ξνή αθνινπ-

4.5 ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ  ΔΦΑΡΜΟΓΖ΢  ΣΖ΢  ΔΞΗ΢Ω΢Ζ΢  BERNOULLI – (β)
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2. ΡΟΖ ΢Δ ΚΛΔΗ΢ΣΟΤ΢ ΑΓΩΓΟΤ΢

΢ε πεξίπησζε φπνπ ε ξνή πεξηνξίδεηαη κέζα ζε θάπνην αγσγφ, δελ γλσξίδνπκε γεληθά ηε ζηαηηθή πίεζε,

δηφηη δελ ππάξρεη άκεζε επηθνηλσλία κε ηελ αηκφζθαηξα. Σέηνηνπ είδνπο ξνέο είλαη κέζα ζε αγσγνχο κε

θπκαηλφκελε δηαηνκή, ζε δηαρχηεο, αθξνθχζηα, θ.ιπ., φπνπ ε ηηκή ηεο ηαρχηεηαο κεηαβάιιεηαη ιφγσ

αιιαγήο ηεο δηαζέζηκεο επηθάλεηαο ξνήο. Όπσο πξναλαθέξζεθε (§4.8) ζε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο καδί κε

ηελ εμίζσζε ηνπ Bernoulli ρξεζηκνπνηείηαη θαη ε εμίζσζε ηεο ζπλέρεηαο:

ε νπνία εθθξάδεη ηε δηαηήξεζε ηεο κάδαο, δειαδή φηη ε καδηθή παξνρή είλαη ε ίδηα ζε θάζε δηαηνκή γηα

κφληκε ξνή. Δπεηδή φκσο ε εμίζσζε Bernoulli πξνυπνζέηεη θαη αζπκπίεζηε ξνή (ξ=ζηαζεξφ), πξνθχπηεη

φηη είλαη ίδηα θαη ε νγθνκεηξηθή παξνρή, Q, ζε θάζε δηαηνκή:

΢εκεηψλεηαη φηη ε καδηθή θαη ε νγθνκεηξηθή παξνρή ζπλδένληαη κέζσ ηεο ππθλφηεηαο: . Ζ ζρέζε

απηή απνηειεί ηελ εμίζσζε ηεο ζπλέρεηαο γηα αζπκπίεζηε ξνή.

3. ΢ΤΜΠΗΔ΢ΣΟΣΖΣΑ ΚΑΗ ΢ΠΖΛΑΗΩ΢Ζ

Ο λφκνο ηνπ Bernoulli δειψλεη φηη (γηα κεδεληθή κεηαβνιή ηεο πςνκεηξηθήο ζηάζκεο), φηαλ απμάλεη ε

ηαρχηεηα κεηψλεηαη ε πίεζε (π.ρ. άλησζε ζε αεξνηνκή). Δπεηδή ινηπφλ ε κεηαβνιή ηεο ηαρχηεηαο κπνξεί

λα είλαη ζεκαληηθή, αληίζηνηρε είλαη θαη κεηαβνιή ηεο πίεζεο. ΢ηελ πεξίπησζε αχμεζεο ηεο πίεζεο θαη

εθφζνλ ην ξεπζηφ είλαη αέξην, κπνξεί λα εκθαληζηνχλ θαηλφκελα ζπκπηεζηφηεηαο. Γηα κείσζε ηεο πίεζεο

θαη εθφζνλ πξφθεηηαη γηα πγξφ, εάλ απηή πέζεη θάησ απφ ηελ πίεζε αηκψλ, pv (ε νπνία είλαη ηδηφηεηα ησλ

πγξψλ θαη εμαξηάηαη απφ ηε ζεξκνθξαζία), ηφηε πξνθαιείηαη βξαζκφο (αιιαγή θάζεο απφ πγξή ζε αέξηα)

ρσξίο απαξαίηεηε αχμεζε ζεξκνθξαζίαο θαη νλνκάδεηαη ζπηλαίωζη (cavitation). Παξάδεηγκα απνηειεί ην

ιάζηηρν θήπνπ φηαλ ηνπ πεξηνξίδνπκε πνιχ ηε δηαηνκή εμφδνπ, ν ζπξηζηηθφο ζφξπβνο πνπ πξνθαιείηαη

νθείιεηαη ζηηο θπζαιίδεο πνπ δεκηνπξγνχληαη. Όηαλ αξγφηεξα (θαηάληε ηεο ξνήο) ε πίεζε αλέιζεη πάλσ

απφ ηελ pv, ηφηε νη θπζαιίδεο ζπάδνπλ βίαηα θαη ην αέξην πγξνπνηείηαη πάιη πξνθαιψληαο φκσο

ηξνκαθηηθέο ηηκέο ηεο πίεζεο ζηελ πεξηνρή ησλ θπζαιίδσλ (έσο 690 [MPa]=6900 [bar]) πνπ κπνξεί λα

4.104.5 ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ  ΔΦΑΡΜΟΓΖ΢  ΣΖ΢  ΔΞΗ΢Ω΢Ζ΢  BERNOULLI – (γ)
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πξνθαιέζνπλ θζνξά ή αθφκε θαη ζξαχζε εμαξηεκάησλ (π.ρ. πηεξσηή αληιίαο ή

πξνπέιαο πινίνπ, κέξε βαλψλ, θ.ιπ.). ΢ην ζρήκα θαίλεηαη ε δεκηνπξγία ξεχκαηνο

θπζαιίδσλ ζηελ άθξε (tip) πξνπέιαο πινίνπ, ιφγσ ηεο πςειήο πεξηζηξνθήο ηεο,

ην νπνίν θαηεπζχλεηαη θαηάληε ηεο πξνπέιαο ρσξίο λα πξνζθξνχεη ζε ζηεξεφ

φξην. Σν θαηλφκελν νλνκάδεηαη tip cavitation.

4.114.5 ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ  ΔΦΑΡΜΟΓΖ΢  ΣΖ΢  ΔΞΗ΢Ω΢Ζ΢  BERNOULLI – (δ)

4. ΡΟΟΜΔΣΡΑ

Τπάξρνπλ πνιιέο ζπζθεπέο κέηξεζεο ηεο ηαρχηεηαο ή ηεο παξνρήο πνπ βαζίδνληαη ζην λφκν ηνπ

Bernoulli. Ο ζσιήλαο Pitot–static είλαη κία απφ απηέο θαη κεηξά ηε ζεκεηαθή ηηκή ηεο ηαρχηεηαο. Οη

ζπζθεπέο ηνπ ζρήκαηνο κεηξνχλ απεπζείαο ηελ νγθνκεηξηθή παξνρή ζε θιεηζηνχο αγσγνχο θαη βαζίδνληαη

ζηελ ίδηα αξρή: πξνθαινύλ κία ζηέλσζε ηεο δηαηνκήο πνπ έρεη σο απνηέιεζκα ηελ επηηάρπλζε ηεο ξνήο,

άξα ηελ πηώζε ηεο ζηαηηθήο πίεζεο, ηελ νπνία θαη κεηξνύκε.

δηαθξάγκαηνο

αθξνθπζίνπ

Ventouri

΢ην δηπιαλφ ζρήκα παξνπζηάδνληαη ηα ξνφκεηξα ηχπνπ δηαθράγκαηος,

αθροθσζίοσ θαη Ventouri. Με ηελ ππφζεζε φηη δελ ππάξρνπλ απψιεηεο,

γηα αζπκπίεζηε θαη κφληκε ξνή, γηα ηελ ίδηα νξηδφληηα ζηάζκε (z1=z2), ε

εμίζσζε Bernoulli γξάθεηαη σο: p1+(1/2)πU1
2=p2+(1/2)πU2

2 θαη εάλ

ζεσξήζνπκε νκνηφκνξθε ξνή (ή ηζνδχλακα ηηο κέζεο ηηκέο ηεο ηαρχηεηαο

ζε θάζε ζέζε), ε εμίζσζε ηεο ζπλέρεηαο δίλεη φηη: Q=A1U1=A2U2, άξα ε

παξαπάλσ ζρέζε ηνπ Bernoulli γίλεηαη:

Πξνθαλψο, ζηελ πξαγκαηηθφηεηα ε παξνρή κέζα

απφ ηα ξνφκεηξα είλαη κηθξφηεξε ηεο ζεσξεηηθήο

ιφγσ ησλ απσιεηψλ πνπ δελ είλαη δπλαηφ λα εμαιεηθζνχλ. Σν πνζνζηφ ησλ απσιεηψλ θπκαίλεηαη απφ 1

έσο θαη 40 [%] θαη εθθξάδεηαη απφ ηνλ ζπληειεζηή ηνπ νξγάλνπ C (=0.98 γηα απψιεηεο 2%, θ.ν.θ.).
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Ζ εμίζσζε ηνπ Bernoulli απνηειεί νπζηαζηηθά ηελ εμίζσζε ηεο

δηαηήξεζεο ηεο ελέξγεηαο θαη εθθξάδεη, πάλσ ζε κία ξντθή

γξακκή, ην ρσξηζκφ ηεο ζηηο δηάθνξεο κνξθέο ηεο (δπλακηθή,

εληαηηθή θαη θηλεηηθή) γηα κφληκε, άηξηβε θαη αζπκπίεζηε ξνή. Δίλαη

ζθφπηκν λα δηαηξέζνπκε ηελ εμίζσζε ηεο (§4.5) κε ην εηδηθφ βάξνο,

γ, ψζηε λα εθθξαζηεί ε ελέξγεηα

σο καλοκεηρηθό ύυος (head) θαη έρεη

κνλάδεο κήθνπο. Έρνπκε ινηπφλ ηα

καλνκεηξηθά ηεο πίεζεο, ηεο ζηάζκεο θαη ηεο ηαρχηεηαο, ελψ ην

νιηθφ καλνκεηξηθφ, H, παξακέλεη ζηαζεξφ, θαηά κήθνο ηεο ξντθήο

4.124.6 ΓΡΑΜΜΖ  ΔΝΔΡΓΔΗΑ΢  & ΠΗΔΕΟΜΔΣΡΗΚΖ  ΓΡΑΜΜΖ – (α)

ζηαθεπόΗz
g2

Up 2




γξακκήο, φπσο αληίζηνηρα ε νιηθή ελέξγεηα.

Οξίδνπκε σο Γρακκή Δλέργεηας (ΓΔ), ηε γξακκή θαηά κήθνο ηεο ξνήο, ε νπνία εθθξάδεη ζε θάζε ζέζε ηελ

νιηθή δηαζέζηκε ελέξγεηα ηνπ ξεπζηνχ. Με βάζε ηηο ππνζέζεηο πνπ ηζρχνπλ γηα ηελ εμίζσζε ηνπ Bernoulli,

ηδηαίηεξα απηή ηεο άηξηβεο ξνήο, ε ΓΔ είλαη κία επζεία, νξηδφληηα γξακκή, ε νπνία θαίλεηαη ζην ζρήκα σο

ζπλερήο γξακκή. Σν νιηθφ καλνκεηξηθφ, Η, ην νπνίν αληηζηνηρεί ζηελ νιηθή ελέξγεηα, κπνξεί λα κεηξεζεί

απφ έλαλ ζσιήλα Pitot (ην κέινο ηνπ Pitot–static πνπ κεηξά ηελ πίεζε αλαθνπήο) θαη λα δηαβαζηεί

απεπζείαο σο καλνκεηξηθφ χςνο ζηελ θιίκαθα ηνπ ζπλδεδεκέλνπ καλνκέηξνπ ηχπνπ U. Σν νιηθφ

καλνκεηξηθφ, φπσο ε αληίζηνηρε πίεζε, νλνκάδεηαη θαη καλνκεηξηθφ αλαθνπήο (stagnation).

Δάλ ζπλδέζνπκε ζην ζσιήλα έλα απιφ πηεζφκεηξν, ε έλδεημε ζηνλ ζσιήλα ηχπνπ U ζα καο δψζεη

απεπζείαο ην άζξνηζκα ηεο ζηαηηθήο πίεζεο θαη ηεο ζηάζκεο, p/γ+z, ην νπνίν νλνκάδεηαη πηεδνκεηξηθφ χςνο

θαη εάλ ραξάμνπκε θαηά κήθνο ηεο ξνήο ηε γξακκή πνπ εθθξάδεη ηελ ηηκή ηνπ, δεκηνπξγείηαη ε

Πηεδοκεηρηθή Γρακκή (ΠΓ), ε νπνία θαίλεηαη ζην ζρήκα σο δηαθεθνκκέλε γξακκή. Ζ ΠΓ θαη βρίζθεηαη

πάληοηε θάηφ από ηε ΓΔ θαη ε δηαθορά ηοσς είλαη ηο καλοκεηρηθό ηες ηατύηεηας U2/2g.
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U

U

U

ΓΔ

ΠΓ

΢ην δηπιαλφ ζρήκα παξηζηάλνληαη νη δχν γξακκέο.

Δπεηδή δελ ππάξρνπλ απψιεηεο ηξηβήο, ε ΓΔ είλαη

κία νξηδφληηα επζεία πνπ πεξλάεη απφ ηε ζηάζκε ηεο

δεμακελήο δηφηη ζηε ζέζε 1 ην νιηθφ καλνκεηξηθφ

ηζνχηαη κε ηε ζηάζκε, z1, αθνχ p1=U1=0. Αληίζεηα, ε

ΠΓ δελ είλαη παληνχ νξηδφληηα, αθνχ ε ηαρχηεηα ηεο

ξνήο κεηαβάιιεηαη κέζα ζηε δεμακελή κεηαμχ ηνπ 0

θαη ηεο ηηκήο U2 θαη ζηε ζηέλσζε ηνπ αγσγνχ κεηαμχ

4.134.6 ΓΡΑΜΜΖ  ΔΝΔΡΓΔΗΑ΢  & ΠΗΔΕΟΜΔΣΡΗΚΖ  ΓΡΑΜΜΖ – (β)

U2 θαη U3. Δπίζεο, ζηε ζέζε 3, επεηδή ε ζηαηηθή πίεζε είλαη κεδεληθή (ε ζρεηηθή ηηκή ηεο, δειαδή ε απφιπηε

ζηαηηθή πίεζε ηζνχηαη κε ηελ αηκνζθαηξηθή), ε ΠΓ ηαπηίδεηαη κε ηε ζηάζκε z3. Άξα ε παξάζηαζε ηεο

εμίζσζεο ηεο ελέξγεηαο κε ηε κνξθή καλνκεηξηθνχ, δειαδή ζε θιίκαθα κήθνπο, πξνζθέξεη κία άκεζε

γξαθηθή απεηθφληζε ηεο ελεξγεηαθήο ζηάζκεο ηνπ ξεπζηνχ ζε θάζε ζέζε ηεο ξνήο, ηδηαίηεξα ζε

ζσιελνγξακκέο.

Όηαλ ινηπφλ ν ζσιήλαο είλαη θάησ απφ ηελ ΠΓ, ηφηε ε ζηαηηθή ηνπ πίεζε είλαη ζεηηθή, δειαδή κεγαιχηεξε

ηεο αηκνζθαηξηθήο. Αληίζεηα, εάλ είλαη πάλσ απφ ηελ ΠΓ, είλαη αξλεηηθή δειαδή κηθξφηεξε ηεο

αηκνζθαηξηθήο. Άξα ε ππφ θιίκαθα παξάζηαζε ηεο ζσιελνγξακκήο θαη ηεο ΠΓ, πξνζθέξεη έλαλ άκεζν

ηξφπν αλάγλσζεο ηεο ζηαηηθήο πίεζεο.
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Όπσο πξναλαθέξζεθε, ε εμίζσζε Bernoulli ηζρχεη ππφ νξηζκέλεο πξνυπνζέζεηο: ε ξνή είλαη (α) άηρηβε, (β)

αζσκπίεζηε, (γ) κόληκε θαη ε εμίζσζε ηζρχεη επάλφ ζηελ ίδηα ροχθή γρακκή. Παξαθάησ ζρνιηάδνληαη

ζπλνπηηθά νη απνθιίζεηο φηαλ δελ ηζρχνπλ νη ππνζέζεηο απηέο. Δδηθά ε πεξίπησζε ησλ απσιεηψλ (ηξηβέο),

ζα ζπδεηεζεί ιεπηνκεξψο ζε επφκελε δηάιεμε, άξα δελ αλαθέξεηαη επί ηνπ παξφληνο.

1. ΢ΤΜΠΗΔ΢ΣΖ ΡΟΖ

Όηαλ νη δηαθνξέο πίεζεο είλαη ζεκαληηθέο θαη ην ξεπζηφ είλαη αέξην, ηφηε ε ππφζεζε ηεο αζπκπίεζηεο ξνήο,

δειαδή ηεο ζηαζεξήο ππθλφηεηαο, δελ ηζρχεη. Αθφκε θαη εάλ ε ξνή είλαη ηζνζεξκνθξαζηαθή, ε κεηαβνιή ηεο

πίεζεο πξνθαιεί κεηαβνιέο ηεο ππθλφηεηαο, κε απνηέιεζκα ε νινθιήξσζε ηεο εμίζσζεο ζηελ §4.5 πνπ

νδήγεζε ζηελ εμίζσζε ηνπ Bernoulli λα κελ είλαη δπλαηή, εθηφο εηδηθψλ πεξηπηψζεσλ. Γχν απφ απηέο είλαη

(νη ππφινηπεο ηξεηο ππνζέζεηο παξακέλνπλ ζε ηζρχ):

 Ηζνζεξκνθξαζηαθή ξνή ηδαληθνχ αεξίνπ (ξ=p/RT):

 Ηζεληξνπηθή ξνή ηδαληθνχ αεξίνπ (ξ=p/RT):

φπνπ k=ν ιφγνο ησλ εηδηθψλ ζεξκνρσξεηηθνηήησλ (=Cp/Cv) πνπ είλαη ίζνο κε 1.4 γηα ηνλ αέξα. Παξαηεξείηαη

φηη εκθαλίδεηαη έλαο επηπιένλ φξνο ηελ εμίζσζε ηνπ Bernoulli γηα ζπκπηεζηή ξνή, φπσο επίζεο θαη φηη

εκθαλίδεηαη ε ηηκή ηεο ππθλφηεηαο ζηηο ζέζεηο 1 θαη 2, επεηδή δελ είλαη πιένλ ζηαζεξή.

2. ΜΖ–ΜΟΝΗΜΖ ΡΟΖ

Ζ ππφζεζε φηη ε ηαρχηεηα εμαξηάηαη κφλν απφ ηε ζέζε πάλσ ζηε ξντθή γξακκή, V=V(s), παχεη λα ηζρχεη ζε

κε–κφληκε ξνή θαη είλαη ζπλάξηεζε θαη ηνπ ρξφλνπ, δειαδή V=V(s,t). ΢πλεπψο ε επηηάρπλζε, πνπ ηζνχηαη

κε ηελ παξάγσγν ηεο ηαρχηεηαο (βι. §4.3), έρεη δχν κέξε, ηε ρσξηθή θαη ηε ρξνληθή επηηάρπλζε:

αs=V/t+VV/s, αληί γηα αs=VV/s πνπ ηζρχεη γηα κφληκε ξνή. ΢πλεπψο, ελψ γηα κφληκε ξνή ε

επηηάρπλζε νθείιεηαη ζηελ αιιαγή ηεο ηαρχηεηαο κε ηε ζέζε ηνπ ζσκαηηδίνπ ξεπζηνχ, ζηε κε–κφληκε ξνή

4.144.7 ΑΠΟΚΛΗ΢ΔΗ΢  ΑΠΟ  ΣΖΝ  ΔΞΗ΢Ω΢Ζ  BERNOULLI – (α)
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ππάξρεη επηπξφζζεηα επηηάρπλζε ιφγσ ηεο κεηαβνιήο ζην ρξφλν ηεο ηαρχηεηαο ζην ίδην ζεκείν ηεο ξντθήο

γξακκήο. Έηζη ινηπφλ εάλ αθνινπζήζνπκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία (§4.3) νδεγνχκαζηε ζηε ζρέζε:

θαη εάλ νινθιεξσζεί (γηα αζπκπίεζηε ξνή) κεηαμχ ησλ ζεκείσλ 1 θαη 2 ηεο ίδηα ξντθήο γξακκήο:

Ζ νινθιήξσζε ηνπ επηπιένλ φξνπ είλαη δχζθνιε θαη κπνξεί λα γίλεη αλαιπηηθά κφλν ζε νξηζκέλεο

πεξηπηψζεηο φπνπ ηζρχνπλ ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο. Πνιιέο θνξέο κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε

"ςεπδνκφληκε" ξνή, δειαδή λα αληηκεησπίζνπκε ηελ φιε κε–κφληκε ξνή σο κία αιιεινπρία κφληκσλ ξνψλ.

3. Α΢ΣΡΟΒΗΛΖ ΡΟΖ

Μία βαζηθή παξαδνρή ηεο εμίζσζεο Bernoulli, είλαη φηη ηζρχεη πάλσ ζε κία ξντθή γξακκή, δειαδή

παξάιιεια θαη φρη θάζεηα ζηηο γξακκέο ξνήο. Αλ θαη ε ηηκή ηεο ζηαζεξάο ηεο εμίζσζεο ηνπ Bernoulli είλαη

δηαθνξεηηθή ζε θάζε ξντθή γξακκή, ππάξρνπλ (θαη κάιηζηα ζπρλά) πεξηπηψζεηο φπνπ έρεη ηελ ίδηα ηηκή.

Απηφ ζπκβαίλεη φηαλ ε ξνή έρεη γεληθά κία θαηεχζπλζε (π.ρ. κέζα ζε αγσγφ) θαη ηα ζσκαηίδηα ηνπ ξεπζηνχ

δελ παξνπζηάδνπλ πεξηζηξνθή θαηά ηελ θίλεζή ηνπο. Ζ πεξηζηξνθή εθθξάδεηαη καζεκαηηθά απφ ηε

ζηροβηιόηεηα.

4. ΑΣΡΗΒΖ ΡΟΖ

Ζ ηειεπηαία παξαδνρή ηεο απνπζίαο ηξηβψλ, άξα απσιεηψλ ελέξγεηαο, ζα ζπδεηεζεί δηεμνδηθά ζε επφκελε

δηάιεμε. Ζ παξαδνρή απηή πεξηιακβάλεη θαη ηηο πεξηπηψζεηο φπνπ παξνπζηάδνληαη εμσηεξηθέο πεγέο (εθηφο

δειαδή ηεο δξάζεσο ηνπ ημψδνπο) ή θαηαβφζξεο ελέξγεηαο (π.ρ. αληιία) θαηά ηελ πνξεία ελφο ζσκαηηδίνπ

ξεπζηνχ πάλσ ζηε ξντθή γξακκή.

4.154.7 ΑΠΟΚΛΗ΢ΔΗ΢  ΑΠΟ  ΣΖΝ  ΔΞΗ΢Ω΢Ζ  BERNOULLI – (α)
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4.164.8 Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – (α)

1. Ζ ηαρχηεηα ηεο αζπκπίεζηεο, άηξηβεο, κφληκεο ξνή πάλσ ζε νξηδφληηα ξντθή

γξακκή κπξνζηά απφ κία ζθαίξα, δίλεηαη απφ ηε ζρέζε:

Υπνινγίζηε ηε κεηαβνιή ηεο πίεζεο θαηά κήθνο ηεο ξντθήο γξακκήο κεηαμύ

ελόο ζεκείνπ καθξηά από ηε ζθαίξα (xA=– θαη UΑ=U0) θαη ηεο επηθάλεηαο

ηεο ζθαίξαο (xB=–α θαη UΒ=0).

2. Πνδειάηεο θηλείηαη κε ζηαζεξή ηαρχηεηα U0. Υπνινγίζηε ηε δηαθνξά πίεζεο

κεηαμύ ησλ ζεκείσλ 1 θαη 2. (1/2)πU0
2.

UU UUU

3. ΢ην δηπιαλφ ζρήκα δίλνληαη νη ξντθέο γξακκέο δχν κφληκσλ,

αζπκπίεζησλ, άηξηβσλ θαη δηζδηάζηαησλ πεδίσλ ξνήο. Σν πεδίν

ηαρχηεηαο ηνπ πξψηνπ είλαη U(r)=C1r θαη ηνπ δεχηεξνπ U(r)=C2/r, φπνπ

r=αθηηληθή ζπληεηαγκέλε (ζε θπιηλδξηθφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ) θαη

C1, C2 είλαη ζηαζεξέο. Καη ζηα δχν πεδία νη ξντθέο γξακκέο είλαη θχθινη.

Υπνινγίζηε ην πεδίν ηεο πίεζεο, p=p(r), κε p=p0 ζην r=r0.

4. Γέζκε αέξα ηαρχηεηαο 30 [m s–1] ξέεη αζχκκεηξα γχξσ απφ ζθαίξα

φπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλφ ζρήκα. Λφγσ αζπκκεηξίαο, ε ηαρχηεηα ζηε

κία πιεπξά ηεο ζθαίξαο (ζεκείν 1) είλαη κεγαιχηεξε απφ φηη ζηελ άιιε

(ζεκείν 2). Ο αέξαο έρεη ππθλφηεηα ίζε κε 1.225 [kg m–3]. Υπνινγίζηε

ηελ δηαθνξά πίεζεο (p2–p1), αγλνώληαο ηξηβέο θαη ηε βαξύηεηα. 490

[Pa].
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4.174.8 Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – (β)

5. Αεξνπιάλν θηλείηαη κε ηαρχηεηα 300 [km h–1] ζε πςφκεηξν 10000 πνδψλ.

Ζ ππθλφηεηα ηνπ αέξα ζε απηφ ην χςνο είλαη 0.905 [kg m–3], ελψ ε

αηκνζθαηξηθή πίεζε είλαη 69692 [Pa]. Υπνινγίζηε ηελ πίεζε ζηε κύηε ηνπ

αεξνζθάθνπο (ζεκείν 2) θαη ηε δηαθνξά πίεζεο πνπ δείρλεη ν ζσιήλαο

Pitot–static, ν νπνίνο βξίζθεηαη ζην θάησ κέξνο ηεο αηξάθηνπ. 72834.36

[Pa], 3142.36 [Pa].

6. Απφ ην θπιηλδξηθφ δνρείν ηνπ ζρήκαηνο, δηακέηξνπ D=1.0 [m], εθξέεη

λεξφ απφ ζσιήλα δηακέηξνπ d=0.1 [m]. Πνηα είλαη ε παξνρή όγθνπ Q

ζηνλ ζσιήλα ηξνθνδνζίαο ζηελ θνξπθή ηνπ δνρείνπ, ώζηε ε ζηάζκε λα

παξακέλεη ζηαζεξή θαη ίζε κε h=2.0 [m]? Πνηνο είλαη ν ιόγνο ησλ

δηακέηξσλ (d/D) θάησ από ηνλ νπνίν ην ζθάικα ππνινγηζκνύ ηεο

παξνρήο από ηελ παξάιεηςε ηεο θηλεηηθήο ελέξγεηαο ζην ζεκείν (1) είλαη

κηθξόηεξν ηνπ 1[%]. 0.0492 [m3 s–1], 0.3787.

7. Αέξαο ξέεη ζηαζεξά απφ κία δεμακελή ζηαζεξήο ζρεηηθήο πίεζεο

3.0 [kPa], απφ αθξνθχζην δηακέηξνπ d=0.01 [m], αθνχ πξψηα

δηαξξεχζεη κέζσ ζσιήλα δηακέηξνπ D=0.03 [m]. Δάλ νη ζπλζήθεο

ζηελ έμνδν είλαη p=101 [kPa] θαη ζ=15 [νC], ππνινγίζηε ηε καδηθή

παξνρή θαη ηελ πίεζε ζην ζεκείν 2. 5.4210–2 [kg s–1], 2963 [Pa].
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4.184.8 Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – (γ)

8. Νεξφ ζεξκνθξαζίαο 17 [νC] απνρεηεχεηαη απφ ζηθφλη ζηαζεξήο

δηακέηξνπ, φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα. Υπνινγίζηε ηε κέγηζηε αλύςσζε,

H, ηνπ ζηθνληνύ γηα ηελ νπνία κπνξεί λα ππάξμεη απνρέηεπζε ηνπ λεξνύ

ρσξίο ηελ εκθάληζε ζπειαίσζεο. Σν ηέινο ηνπ ζηθνληνχ βξίζθεηαη 5 [ft]

θάησ απφ ηνλ ππζκέλα ηεο δεμακελήο, ε νπνία πεξηέρεη λεξφ βάζνπο 15

[ft]. Ζ πίεζε αηκψλ ηνπ λεξνχ είλαη 1767.12 θαη 2503.47 [Pa] γηα ηνπο

15.55 θαη 21.11 [νC]. 8.60 [m].

9. ΢ε αγσγφ ξέεη λεξφ, ην νπνίν δηαθιαδίδεηαη φπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλφ

ζρήκα. Δάλ ε παξνρή εηζφδνπ είλαη Q1=0.065 [m3 s–1] θαη ε ζρεηηθή

πίεζε 350 [kPa], (α) ππνινγίζηε ηελ πίεζε ζηηο εμόδνπο 2 θαη 3, εάλ από

ην ζηόκην 2 εμέξρεηαη ην 60 [%] ηεο παξνρήο θαη (β) πνηεο νη επηκέξνπο

παξνρέο ησλ δύν θιάδσλ εάλ ε πίεζε ζηα ζεκεία 2 θαη 3 είλαη ε ίδηα? (α)

p2=362419, p3=359317 [Pa], (β) Q2=0.0396, Q3=0.0254 [m3 s–1].


