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Άδειες Χρήσης 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε 
άδειες χρήσης Creative Commons.  
 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που 
υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η 
άδεια χρήσης αναφέρεται ρητώς.  
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Χρηματοδότηση 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού 
έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο ΤΕΙ Κεντρικής Μακεδονίας» έχει 
χρηματοδοτήσει μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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΢ηελ παξνχζα δηάιεμε ζα αζρνιεζνχκε κε ηελ θίλεζε ησλ ξεπζηψλ, ρσξίο λα καο ελδηαθέξεη ε αηηία ηεο

θίλεζεο (νη δπλάκεηο), δειαδή ζα κειεηήζνπκε ηελ κινημαηική ησλ ξεπζηψλ. Η θίλεζε ησλ ξεπζηψλ,

δειαδή ε ξνή, πξνθαιείηαη απφ ηηο παξακηθξέο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζε θάπνην ζεκείν ηνπ ξεπζηνχ ή/θαη ηε

δηαθνξά ζηηο νξζέο ηάζεηο (πίεζε) κεηαμχ δχν ζεκείσλ ηνπ ξεπζηνχ.

Η ξνή ζπλεπάγεηαη ηε καθξνζθνπηθή θίλεζε κεγάινπ αξηζκνχ κνξίσλ ξεπζηνχ απφ έλα ζεκείν ηνπ ρψξνπ

ζε θάπνην άιιν σο ζπλάξηεζε ηνπ ρξφλνπ. Βέβαηα, φπσο αλαθέξζεθε ζηελ 1ε δηάιεμε, δελ κειεηάκε ηελ

θίλεζε θάζε κνξίνπ, αιιά κε ηελ ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο κέζνπ ζεσξνχκε φηη ην ξεπζηφ απνηειείηαη απφ

ζωκαηίδηα ξεπζηνύ (πνπ πεξηιακβάλνπλ κεγάιν αξηζκφ κνξίσλ) πνπ αιιειεπηδξνχλ κεηαμχ ηνπο θαη κε ην

πεξηβάιινλ. Η ξνή ινηπφλ πεξηγξάθεηαη απφ ηελ ηαρύηεηα θαη ηελ επηηάρπλζε ησλ ζσκαηηδίσλ απηψλ.

Σα κηθξνζθνπηθά ζσκαηίδηα ξεπζηνχ είλαη ππθλά ζπζζσξεπκέλα κεηαμχ ηνπο (φπσο ζπλεπάγεηαη ε

ζεψξεζε ηνπ ζπλερνχο κέζνπ), άξα γηα θάζε ρξνληθή ζηηγκή ε πεξηγξαθή ησλ ηδηνηήησλ ηνπ ξεπζηνχ (π.ρ.

ππθλφηεηα) ή ησλ παξακέηξσλ ηεο ξνήο (π.ρ. ηαρχηεηα) είλαη ζπλάξηεζε ηεο ζέζεο ησλ ζσκαηηδίσλ ζην

ρψξν. Ό θαζνξηζκφο κέζσ ηεο ζέζεο ζην ρψξν νλνκάδεηαη πεξηγξαθή πεδίνπ. Φπζηθά ν πιήξεο

θαζνξηζκφο δελ εμαξηάηαη κφλν απφ ηε ζέζε ζην ρψξν, δηφηη κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ κπνξεί λα έρνπκε

κεηαβνιή ζην ίδην ζεκείν. ΢πλεπψο ε πιήξεο πεξηγξαθή κίαο ηδηφηεηαο/παξακέηξνπ γίλεηαη ηφζν ζην

ρψξν, φζν θαη ζην ρξφλν. Π.ρ. ε ζεξκνθξαζία, Τ, είλαη κία ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο Τ=Τ(x,y,z,t).

Μία ζπλάξηεζε κε ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ είλαη ε ηασύηηηα ηνπ ξεπζηνχ:

φπνπ u, v θαη w είλαη νη ζπληζηψζεο ηεο ηαρχηεηαο ζηηο αληίζηνηρεο δηεπζχλζεηο, x, y θαη z ελφο θαξηεζηαλνχ

(έζησ) ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ, ελψ είλαη ηα κνλαδηαία αλχζκαηα ησλ αμφλσλ ζηηο

δηεπζχλζεηο x, y θαη z, αληίζηνηρα.

Όπσο είλαη γλσζηφ, ε ηαρχηεηα ελφο ζψκαηνο νξίδεηαη σο ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ αλύζκαηνο ζέζεο,

φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα ηεο επφκελεο ζειίδαο. Σν άλπζκα ζέζεο , θαζψο ην ζσκαηίδην θηλείηαη, είλαη

5.1 ΠΔΓΙΟ  ΣΑΥΤΣΗΣΑ΢ – (α) 5.2
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ζπλάξηεζε ηνπ ρξφλνπ θαη ε ρξνληθή ηνπ παξάγσγνο είλαη ε

ηαρχηεηα ηνπ ζσκαηηδίνπ θαη εθφζνλ ζεσξήζνπκε ηελ

ηαρχηεηα γηα φια ηα ζσκαηίδηα, έρνπκε ηε ζπλάξηεζε ηεο ηαρχηεηαο

ηεο ξνήο .

Δθφζνλ ε ηαρχηεηα είλαη άλπζκα, έρεη κέηξν θαη δηεχζπλζε. Σν κέηξν

είλαη . Η κεηαβνιή ηνπ κέηξνπ ή/θαη ηεο

δηεχζπλζεο ηεο ηαρχηεηαο ζπληζηά ηελ επιηάσςνζη ηνπ ζσκαηηδίνπ

ηνπ ξεπζηνχ (δειαδή ηεο ξνήο).

5.1 ΠΔΓΙΟ  ΣΑΥΤΣΗΣΑ΢ – (β) 5.3

ζωκαηίδηο Α ζε 

τρόλο t

ζωκαηίδηο Α 

ζε τρόλο t+δt

ηροτηά 

ζωκαηηδίοσU/dtrd AA



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



wuUU 222  v
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5.1.1 ΠΔΡΙΓΡΑΦΗ ΡΟΩΝ ΚΑΣΑ EULER & LAGRANGE

Τπάξρνπλ δχν κέζνδνη αλάιπζεο ζηε ξεπζηνδπλακηθή. Η πξψηε βαζίδεηαη ζηελ αξρή ηνπ πεδίνπ πνπ

κφιηο παξνπζηάζηεθε θαη είλαη απηή θαηά Euler. ΢ηε κέζνδν απηή ην πεδίν ξνήο πεξηγξάθεηαη πιήξσο

κέζσ ηεο έθθξαζεο φισλ ησλ παξακέηξσλ σο ζπλαξηήζεηο ηνπ ρψξνπ θαη ηνπ ρξφλνπ θαη έηζη παίξλνπκε

πιεξνθνξίεο γηα ην ηη ηζρχεη γηα ηε ξνή ζε ζπγθεθξηκέλα ζεκεία ηνπ ρψξνπ θαζψο ην ξεπζηφ ξέεη δηακέζνπ

απηψλ.

Η δεχηεξε, απηή θαηά Lagrange, ζηεξίδεηαη ζηελ παξαθνινχζεζε ζπγθεθξηκέλσλ ζσκαηηδίσλ ξεπζηνχ

θαζψο απηά θηλνχληαη, πεξηγξάθνληαο ηε κεηαβνιή ησλ παξακέηξσλ ηεο ξνήο πάλσ ζηα ζσκαηίδηα απηά

ζπλαξηήζεη ηνπ ρξφλνπ. Γειαδή ηα ζσκαηίδηα είλαη "καξθαξηζκέλα" θαη νη ηδηφηεηέο ηνπο ππνινγίδνληαη

θαζψο απηά θηλνχληαη.

΢πλήζσο ζηε Μεραληθή Ρεπζηψλ ρξεζηκνπνηείηαη ε πξνζέγγηζε ηνπ Euler, αλ θαη ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο

φπνπ βνιεχεη ε πξνζέγγηζε κε ηε κέζνδν θαηά Lagrange. Βέβαηα θαη νη δχν κέζνδνη είλαη ηζνδχλακεο θαη

εθφζνλ ππάξρεη αξθεηή πιεξνθνξία ζε κία απφ ηηο δχν, κπνξνχκε λα ηελ κεηαηξέςνπκε ζηελ άιιε.
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5.1 ΠΔΓΙΟ  ΣΑΥΤΣΗΣΑ΢ – (γ) 5.4

5.1.2 MONO–, ΓΙ΢– & ΣΡΙ΢–ΓΙΑ΢ΣΑΣΗ ΡΟΗ

Η ξνή ησλ ξεπζηψλ είλαη γεληθά ηπιζδιάζηαηη, δειαδή ην άλπζκα ηεο ηαρχηεηαο αλαιχεηαη ζε ηξεηο κε–

κεδεληθέο ζπληζηψζεο (ζε θάπνην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ). Όκσο, ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο φπνπ ε

ζπληζηψζα ηεο ηαρχηεηαο ή ε παξάγσγφο ηεο σο πξνο κία δηεχζπλζε είλαη κεδεληθή, νπφηε ε ξνή είλαη

διζδιάζηαηη (π.ρ. ε ξνή ζε έλαλ πνιχ πιαηχ αγσγφ ζην κεγαιχηεξν κέξνο ηνπ κπνξεί λα ζεσξεζεί σο

δηαζδηάζηαηε κε κεδεληθή ζπληζηψζα απηή θαηά ην πιάηνο ηνπ αγσγνχ). Δπίζεο, ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο,

φπνπ θαη ζε κία δεχηεξε δηεχζπλζε ε αληίζηνηρε ζπληζηψζα ηεο ηαρχηεηαο ή ε παξάγσγφο ηεο είλαη

κεδεληθή, νπφηε ε ξνή ζεσξείηαη σο μονοδιάζηαηη (π.ρ. ε ξνή ζε θπθιηθφ αγσγφ, φπνπ αληί ηεο ηνπηθήο

ηαρχηεηαο ρξεζηκνπνηνχκε ηε κέζε ηαρχηεηα ζηε δηαηνκή).

5.1.3 MONΙΜΗ & ΜΗ–ΜΟΝΙΜΗ ΡΟΗ

΢ηα πξνεγνχκελα ππνζέζακε κφληκε ξνή, δειαδή φηη ε ηαρχηεηα δε κεηαβάιιεηαη κε ην ρξφλν, .

΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα βέβαηα ε ηαρχηεηα κεηαβάιιεηαη κε ην ρξφλν, άξα ε ξνή είλαη κε–κφληκε, αιιά ππφ

νξηζκέλεο πξνυπνζέζεηο κπνξνχκε λα απινπνηήζνπκε ηελ αλάιπζε. Οη κε–κφληκεο ξνέο ρσξίδνληαη ζηηο:

(α) περηοδηθές, (β) κε–περηοδηθές, (γ) εληειώς ησταίες. Παξαδείγκαηα γηα ηελ (α) απνηεινχλ νη ξνέο

κέζα ζε κία ζηξνβηινκεραλή, γηα ηε (β) ην θιείζηκν κίαο βάλαο θαη ην πδξαπιηθφ πιήγκα πνπ ελδερνκέλσο

πξνθαιεί, ελψ γηα ηε (γ) ε ηπξβψδεο ξνή ελ γέλεη. Καη ζηηο ηξεηο πεξηπηψζεηο, ππάξρεη ε δπλαηφηεηα (ππφ

πξνυπνζέζεηο) λα ζεσξεζνχλ σο κφληκεο εθφζνλ ε ρξνληθή θιίκαθα πνπ εμεηάδνπκε ην πξφβιεκα είλαη

αξθεηέο ηάμεηο κεγέζνπο κεγαιχηεξε απφ ηηο ρξνληθέο θιίκαθεο ηεο ξνήο, θάλνπκε δειαδή κία νινθιήξσζε

ζην ρξφλν θαη αληί ηεο ζηηγκηαίαο ρξεζηκνπνηνχκε ηε κέζε (ρξνληθά) ηηκή ηεο ηαρχηεηαο.

Σνλίδεηαη φηη ε έλλνηα ηεο κφληκεο ή κε ξνήο αλαθέξεηαη ζην ίδην ζεκείν ηνπ ρψξνπ, δειαδή θαηά ηε

ζεψξεζε ηνπ Euler. ΢ε κία κφληκε ξνή εάλ ζπγθξίλνπκε ηελ ηαρχηεηα ζε δχν δηαθνξεηηθέο ζέζεηο ζεψξεζε

θαηά Lagrange) ηφηε γεληθά απηέο δελ ζα είλαη ίζεο (βι. εθαξκνγέο ηνπ λφκνπ ηνπ Bernoulli).

0t/U 
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5.1 ΠΔΓΙΟ  ΣΑΥΤΣΗΣΑ΢ – (δ) 5.5

5.1.4 ΡΟΪΚΔ΢ ΓΡΑΜΜΔ΢,ΙΝΩΓΔΙ΢ ΦΛΔΒΔ΢ & ΡΟΪΚΔ΢ ΣΡΟΥΙΔ΢

Οη ροϊθές γρακκές (streamlines), νη ηλώδεης θιέβες (streaklines) θαη νη ροϊθές ηροτηές (pathlines) είλαη

ηξφπνη απεηθφληζεο ηεο ξνήο. Οη πξψηεο ζπλήζσο ρξεζηκνπνηνχληαη θαηά ηελ αλαιπηηθή/ππνινγηζηηθή

κειέηε, ελψ νη ππφινηπεο θαηά ηελ πεηξακαηηθή πξνζέγγηζε.

 Οη ξνϊθέο γξακκέο είλαη νη γξακκέο ζηηο νπνίεο ζε θάζε ζεκείν ην άλπζκα ηεο ηαρχηεηαο ηνπ ξεπζηνχ

είλαη εθαπηφκελν. Δάλ ε ξνή είλαη κφληκε, νη ξντθέο γξακκέο παξακέλνπλ ζηαζεξέο ζε ζρήκα θαη ζέζε,

ελψ ζε κε–κφληκε ξνή απηφ δελ ηζρχεη. Η αλαιπηηθή έθθξαζε ησλ ξντθψλ γξακκψλ εμάγεηαη απφ ηελ

νινθιήξσζε ησλ εθαπηφκελσλ επζεηψλ ζην πεδίν ηαρχηεηαο, άξα γηα δηζδηάζηαηε ξνή ε θιίζε ησλ ξντθψλ

γξακκψλ πξέπεη λα ηζνχηαη κε ηελ εθαπηνκέλε ηεο γσλίαο πνπ ζρεκαηίδεη ην άλπζκα ηεο ηαρχηεηαο κε ηνλ

άμνλα x: dy/dx=v/u, νπφηε εάλ γλσξίδνπκε ην πεδίν ηεο ηαρχηεηαο ζπλαξηήζεη ησλ ζπληεηαγκέλσλ x θαη y,

κπνξνχκε λα εμάγνπκε κε νινθιήξσζε ηηο ξντθέο γξακκέο.

 Οη ηλώδεηο θιέβεο δεκηνπξγνχληαη απφ ηελ έλσζε φισλ ησλ ζσκαηηδίσλ ξεπζηνχ πνπ θάπνηε πέξαζαλ

απφ έλα θνηλφ ζεκείν. Δξγαζηεξηαθά κπνξνχλ λα εμαρζνχλ απφ δηαδνρηθέο ρξνληθά θσηνγξαθίεο

ζεζεκαζκέλσλ ζσκαηηδίσλ πνπ πεξλνχλ απφ ην ίδην ζεκείν. Δπίζεο κπνξνχλ λα δεκηνπξγεζνχλ άκεζα

απφ ηελ έγρπζε ζε ζηαζεξφ ζεκείν ηεο ξνήο ελφο ηρλεζέηε (tracer), π.ρ. κειάλε ζε λεξφ.

 Οη ξνϊθέο ηξνρηέο δεκηνπξγνχληαη φηαλ ελσζνχλ φια ηα ζεκεία απφ ηα νπνία έρεη πεξάζεη έλα

ζπγθεθξηκέλν ζσκαηίδην ξεπζηνχ. Η ξντθέο ηξνρηέο αληηζηνηρνχλ πιήξσο ζε πξνζέγγηζε θαηά Lagrange.

Δθφζνλ ε ξνή είλαη κφληκε, ε ηξνρηά ελφο ζσκαηηδίνπ ξεπζηνχ ζα είλαη ε ίδηα αθξηβψο κε ηηο ηξνρηέο θαη

άιισλ ζσκαηηδίσλ πνπ έρνπλ πεξάζεη απφ ην ίδην ζεκείν εθθίλεζεο, δειαδή ζα ηαπηίδεηαη κε φιεο ηηο

αληίζηνηρεο ηλψδεηο θιέβεο. Οη ηειεπηαίεο ζα είλαη ζε θάζε ζεκείν εθαπηφκελεο ηεο ηαρχηεηαο ηεο ξνήο, ε

νπνία δελ αιιάδεη ιφγσ κνληκφηεηαο ηεο ξνήο, άξα ζα ηαπηίδνληαη πάληνηε κε ηηο ξντθέο γξακκέο.

΢σλεπώς γηα κόληκε ροή οη ροϊθές γρακκές, οη ηλώδεης θιέβες θαη οη ροϊθές ηροτηές ηασηίδοληαη.
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5.2 ΠΔΓΙΟ  ΔΠΙΣΑΥΤΝ΢Η΢ – (α) 5.6

Γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο ξνήο, φπσο είδακε, κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε είηε ηελ πξνζέγγηζε θαηά

Euler είηε θαηά Lagrange. Καη ζηηο δχν φκσο πεξηπηψζεηο γηα λα εθαξκφζνπκε ην 2ν Νφκν ηεο Κίλεζεο ηνπ

Newton, , πξέπεη λα είκαζηε ζε ζέζε λα πεξηγξάςνπκε θαηάιιεια ην άλπζκα ηεο επηηάρπλζεο, .

Γηα ηελ, φρη ηφζν ζπρλή, πεξίπησζε ηεο πεξηγξαθήο θαηά Lagrange, αθνινπζνχκε ηα ίδηα βήκαηα φπσο

ζηελ θηλεκαηηθή ησλ ζηεξεψλ ζσκάησλ θαη ε επηηάρπλζε είλαη ζπλάξηεζε ηνπ ρξφλνπ, . ΢ηελ θαηά

Euler κέζνδν, ε επηηάρπλζε, φπσο ε ηαρχηεηα, απνηειεί κία κεηαβιεηή πεδίνπ, νπφηε είλαη ζπλάξηεζε θαη

ηνπ ρψξνπ, .

Η επηηάρπλζε ελφο ζσκαηηδίνπ ξεπζηνχ νξίδεηαη σο ν ξπζκφο κεηαβνιήο ηεο ηαρχηεηαο. Γηα κε–κφληκε

ξνή, ε ηαρχηεηα ζε ζπγθεθξηκέλν ζεκείν ηνπ ρψξνπ κεηαβάιιεηαη κε ην ρξφλν, πξνθαιψληαο έηζη έλα

κέξνο ηεο επηηάρπλζεο. Όκσο, ζε κφληκε ή κε–κφληκε ξνή, επηηάρπλζε πξνθαιείηε θαη απφ ηε κεηαβνιή

ηεο ηαρχηεηαο απφ ζεκείν ζε ζεκείν, δειαδή ζην ρψξν (βι. ζρέζε Bernoulli).

5.2.1 Η ΤΛΙΚΗ ΠΑΡΑΓΩΓΟ΢

Αο ζεσξήζνπκε έλα ζσκαηίδην ξεπζηνχ πνπ θηλείηαη κε ηαρχηεηα UA, ε νπνία είλαη γεληθά ζπλάξηεζε ηεο

ζέζεο ηνπ ζσκαηηδίνπ θαη ηνπ ρξφλνπ:

φπνπ xA=xA(t), yA=yA(t), θαη zA=zA(t) νξίδνπλ ηε ζέζε ηνπ θηλνχκελνπ ζσκαηηδίνπ. Λφγσ νξηζκνχ, ε

επηηάρπλζε ηζνχηαη κε ηε ρξνληθή κεηαβνιή ηεο ηαρχηεηαο, αιιά επεηδή
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5.2 ΠΔΓΙΟ  ΔΠΙΣΑΥΤΝ΢Η΢ – (β) 5.7

Δπεηδή φκσο νη ζπληζηψζεο ηεο ηαρχηεηαο ηνπ ζσκαηηδίνπ δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: uA=dxA/dt, vA=dyA/dt

θαη wA=dzA/dt, ε πξνεγνχκελε ζρέζε γίλεηαη:

θαη κπνξεί λα επεθηαζεί γηα θάζε ζσκαηίδην, άξα κπνξνχκε λα απνξξίςνπκε ην δείθηε Α θαη λα γξάςνπκε:

ην νπνίν απνηειεί γξαθή ζε αλπζκαηηθή κνξθή. ΢ε βαζκσηή γξαθή κπνξεί λα αλαιπζεί σο (φπνπ αx, αy θαη

αz είλαη νη ζπληζηψζεο ηεο επηηάρπλζεο:

Η παξαπάλσ ζρέζε γξάθεηαη ζπλήζσο ζε ζπληνκνγξαθία:

φπνπ ν ηειεζηήο D( )/Dt νλνκάδεηαη σιηθή ή οιηθή παράγωγος θαη αλαιχεηαη σο:

θαη επίζεο γξάθεηαη ζε αλπζκαηηθφ ζπκβνιηζκφ σο: , φπνπ =δηαθνξηθφο ηειεζηήο:
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5.2 ΠΔΓΙΟ  ΔΠΙΣΑΥΤΝ΢Η΢ – (γ) 5.8

Η πιηθή παξάγσγνο είλαη πνιχ ρξήζηκε ζηε κεραληθή ξεπζηψλ θαη δε ρξεζηκνπνηείηαη κφλν γηα ηελ

έθθξαζε ηεο επηηάρπλζεο. Η πιηθή παξάγσγνο νπνηαζδήπνηε κεηαβιεηήο (αλπζκαηηθήο ή βαζκσηήο)

εθθξάδεη ην ξπζκφ κεηαβνιήο ηεο κε ην ρξφλν γηα έλα ζπγθεθξηκέλν ζσκαηίδην ξεπζηνχ (πξνζέγγηζε

Lagrange). Γηα παξάδεηγκα κπνξνχκε λα εθαξκφζνπκε ηελ πιηθή παξάγσγν γηα ηε ζεξκνθξαζία

Τ=Τ(x,y,z,t):

Απηφ πνπ ρξεηάδεηαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο είλαη κία κεηαβιεηή πεδίνπ Φ=Φ(x,y,z,t) θαη ν ξπζκφο κε ηνλ

νπνίν ην ζσκαηίδην θηλείηαη κέζα ζην πεδίν απηφ, δειαδή ε ηαρχηεηα .

5.2.2 ΜΗ–ΜΟΝΙΜΑ ΦΑΙΝΟΜΔΝΑ

Απφ ηνλ νξηζκφ ηεο πιηθήο παξαγψγνπ (§5.7) θαίλεηαη φηη απηή πεξηιακβάλεη δχν εηδψλ παξαγψγνπο: (α)

ηε ρξνληθή, ( )/t, θαη ηηο ρωξηθέο, ( )/x, ( )/y, ( )/z. Η παξάγσγνο σο πξνο ην ρξφλν νλνκάδεηαη θαη

ηοπηθή παράγωγος, δηφηη αληηπξνζσπεχεη ηηο κεηαβνιέο ιφγσ κε–κνληκφηεηαο ηεο ξνήο ζην ίδην ζεκείν

ηνπ ρψξνπ. ΢πλεπψο, ε επηηάρπλζε νλνκάδεηαη θαη ηνπηθή επηηάρπλζε. Γηα κφληκε ξνή ε ηνπηθή

παξάγσγνο είλαη κεδεληθή θαη απφ θπζηθή άπνςε ζεκαίλεη φηη δελ ππάξρεη κεηαβνιή κε ην ρξφλν γηα ην

ίδην ζεκείν ηνπ ρψξνπ.

5.2.3 ΦΑΙΝΟΜΔΝΑ ΢ΤΝΑΓΩΓΗ΢

Σν θνκκάηη ηεο πιηθήο παξαγψγνπ πνπ πεξηέρεη ηηο ρσξηθέο παξαγψγνπο, νλνκάδεηαη παράγωγος

ζσλαγωγής, δηφηη εθθξάδεη ηε κεηαβνιή ηεο φπνηαο κεηαβιεηήο ζην ρψξν ιακβάλνληαο ππφςε θαη ηελ

ηαρχηεηα ηεο ξνήο. Απφ θπζηθή άπνςε ε παξάγσγνο απηή εθθξάδεη ην ξπζκφ κεηαβνιήο ιφγσ

δηαθνξεηηθήο ηηκήο ηεο κεηαβιεηήο απφ ζεκείν ζε ζεκείν θαηά ηελ θίλεζε ησλ ζσκαηηδίσλ ηνπ ξεπζηνχ. Η

παξάγσγνο ζπλαγσγήο κπνξεί λα κελ είλαη κεδεληθή ζε κφληκε θαη κε–κφληκε ξνή. ΢πλεπψο ε επηηάρπλζε

νλνκάδεηαη επηηάρπλζε ζπλαγσγήο.
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5.3 ΟΓΚΟ΢  ΔΛΔΓΥΟΤ 5.9

΢ηε 2ε δηάιεμε αλαθεξζήθακε ζπλνπηηθά ζηηο έλλνηεο ηνπ ζσζηήκαηος θαη ηνπ όγθοσ ειέγτοσ.

 Σν ζχζηεκα (΢) απνηειείηαη απφ κία ζπγθεθξηκέλε πνζόηεηα κάδαο, ε νπνία κπνξεί λα κεηαθηλείηαη, λα

ξέεη θαη λα αιιειεπηδξά κε ην πεξηβάιινλ. Δλψ ε κάδα παξακέλεη ζπγθεθξηκέλε, ην ζρήκα θαη ην κέγεζνο

ηνπ ΢ κπνξεί λα αιιάδνπλ (π.ρ.: ν αέξαο κέζα ζε θχιηλδξν ΜΔΚ, ε βελδίλε ζε έλα ληεπφδηην απηνθηλήηνπ

πνπ θηλείηαη).

 Ο φγθνο ειέγρνπ (ΟΔ) είλαη έλα ζπγθεθξηκέλν ηκήκα ηνπ ρώξνπ κέζσ ηνπ νπνίνπ ξέεη ξεπζηφ. Ο ΟΔ

κπνξεί λα είλαη αθίλεηνο θαη ζηαζεξνχ ζρήκαηνο, αιιά επίζεο κπνξεί λα θηλείηαη ή/θαη λα παξακνξθψλεηαη.

(π.ρ.: ν ρψξνο πνπ θαηαιακβάλεη κηα αληιία, ν ρψξνο ηεο κεραλήο ελφο θηλνχκελνπ αεξνζθάθνπο, ν ρψξνο

ηνπ θπιίλδξνπ κίαο ΜΔΚ κέζσ ηνπ νπνίνπ ξέεη ην κίγκα–βελδίλεο).

΢ηε θπζηθή, ε κειέηε ηεο θίλεζεο ησλ ζσκάησλ, πξνυπνζέηεη ηελ απνκφλσζή ηνπο απφ ην πεξηβάιινλ,

αληηθαζηζηψληαο φκσο ηελ παξνπζία ηνπ κε ηζνδχλακεο επηδξάζεηο ηνπ πάλσ ζην ζψκα (π.ρ. δπλάκεηο).

Γηα ζηεξεά ζψκαηα ην ΢ είλαη ην πιένλ θαηάιιειν, φκσο γηα ηε ξνή ξεπζηψλ ν ΟΔ πξνζθέξεη πεξηζζφηεξα

πιενλεθηήκαηα, δηφηη ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο καο ελδηαθέξεη ε επίδξαζε ηεο ξνήο ζην πεξηβάιινλ ηεο (π.ρ.

ζηα ηνηρψκαηα κίαο θαηαζθεπήο), άξα δε βνεζάεη ε κειέηε κίαο ζπγθεθξηκέλεο πνζφηεηαο ξεπζηνχ

(ζχζηεκα) αιιά έλαο ζπγθεθξηκέλνο ρψξνο απ’ φπνπ ξέεη ην ξεπζηφ (φγθνο ειέγρνπ).

΢ην ζρήκα θαίλνληαη 3 παξαδείγκαηα φγθσλ ειέγρνπ, νη επηθάλεηεο ησλ νπνίσλ παξηζηάλνληαη κε γαιάδηεο

δηαθεθνκκέλεο γξακκέο. ΢ην 1ν ξεπζηφ ξέεη κέζα ζε ζσιήλα θαη ν ΟΔ είλαη ζηαζεξφο θαη απαξακφξθσηνο

θαη εθηείλεηαη κέρξη ηα ηνηρψκαηα ηνπ αγσγνχ κεηαμχ ησλ δηαηνκψλ (1) θαη (2). ΢ην 2ν παξάδεηγκα ν ΟΔ

πεξηθιείεη πιήξσο κία κεραλή αεξνζθάθνπο, άξα είλαη απαξακφξθσηνο αιιά θηλείηαη καδί κε ην

αεξνζθάθνο. Σέινο ζην 3ν παξάδεηγκα ν ΟΔ ζπκπίπηεη κε ην ζρήκα

ηνπ κπαινληνχ, άξα παξακνξθψλεηαη

φζν ν αέξαο ξέεη εθηφο ηνπ ΟΔ θαη

ην κπαιφλη κηθξαίλεη ζε φγθν.
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Άιινηε καο ελδηαθέξεη ηη ζπκβαίλεη ζε κία ζπγθεθξηκέλε πνζφηεηα ξεπζηνχ, ελψ άιιεο θνξέο ζηε ξνή ζε

κία ζπγθεθξηκέλε ζέζε. Άξα πξέπεη λα εθθξάζνπκε ηνπο λφκνπο ηεο ξεπζηνκεραληθήο ρξεζηκνπνηψληαο

θαη ηηο δπν έλλνηεο (΢ θαη ΟΔ), ψζηε λα κπνξνχκε λα "κεηαπεδνχκε" απφ ηε κία κέζνδν ζηελ άιιε. Απηφ

καο ην πξνζθέξεη ην ζεώρεκα κεηαθοράς Reynolds.

Έζησ Β νπνηαδήπνηε θπζηθή παξάκεηξνο ηεο ξνήο (ηαρχηεηα, νξκή, ζεξκνθξαζία, κάδα, επηηάρπλζε,

θ.ιπ.), ε νπνία κπνξεί λα είλαη βαζκσηφ κέγεζνο ή άλπζκα, ελψ b είλαη ε πνζφηεηα ηνπ Β αλά κνλάδα

κάδαο, m, δειαδή: B=bm. Παξαδείγκαηα: (α) Μάδα: B=m, άξα b=1, (β) Κηλεηηθή ελέξγεηα: B=mU2/2, άξα

b=U2/2, (γ) Οξκή: B=m , άξα b= .

΢ηε ζεξκνδπλακηθή είρακε νλνκάζεη ηε κεηαβιεηή Β σο εθηαηηθή, ελψ ηε b σο εληαηηθή. Η ζπλνιηθή

πνζφηεηα ηεο κεηαβιεηήο B πνπ πεξηέρεη έλα ΢ είλαη BΣ θαη ππνινγίδεηαη εάλ αζξνίζνπκε ηηο επηκέξνπο

πνζφηεηεο πνπ πεξηέρεη θάζε ζσκαηίδην ξεπζηνχ φγθνπ δV θαη κάδαο πδV, πνπ είλαη δΒ=πbδV:

Οη πεξηζζφηεξνη λφκνη ηεο ξεπζηνδπλακηθήο πεξηιακβάλνπλ ηε ρξνληθή κεηαβνιή εθηαηηθψλ κεηαβιεηψλ

(π.ρ. ην ξπζκφ κεηαβνιήο ηεο νξκήο, ηεο κάδαο, ηεο ελέξγεηαο, θ.ιπ.), πνπ νδεγεί ζηηο παξαθάησ ζρέζεηο,

ηφζν γηα έλα ΢ φζν θαη γηα ηελ πεξίπησζε ελφο ΟΔ:

ΟΙ δχν απηέο ζρέζεηο θαίλνληαη φκνηεο, αιιά δελ είλαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, νχηε απφ θπζηθή εξκελεία

νχηε καζεκαηηθά (ε καζεκαηηθή δηαθνξά νθείιεηαη ζηα δηαθνξεηηθά φξηα νινθιήξσζεο). Αθφκε θαη ζηελ

πεξίπησζε φπνπ ζηηγκηαία ην ΢ θαη ν ΟΔ ζπκπίπηνπλ ζην ρψξν, ηα κεγέζε dBΣ/dt θαη dBΟΕ/dt δελ είλαη

απαξαίηεηα ίζα. Το θεώπημα μεηαθοπάρ Reynolds δίνει ηη ζσέζη για ηο πςθμό μεηαβολήρ μίαρ

εκηαηικήρ μεηαβληηήρ ενόρ Σ και ενόρ ΟΕ, δηλαδή ηη ζσέζη μεηαξύ ηων δύο παπαπάνω εκθπάζεων.
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θαη t+δt δίλεηαη απφ ηνλ φγθν I, ελψ ε εθξνή απφ ηνλ ΙΙ, ελψ ν ίδηνο ν ΟΔ είλαη ν CV. Άξα ΢=CV ηε ρξνληθή

ζηηγκή t, ελψ ηε ρξνληθή ζηηγκή t+δt είλαη ΢=(CV–I)+II. Δπεηδή ην Β είλαη εθηαηηθή κεηαβιεηή, ηζρχνπλ νη εμήο

ζρέζεηο: ΒΣ(t)=BOE(t) θαη ΒΣ(t+δt)=BOE(t+δt)–BI(t+δt)+BII(t+δt). ΢πλεπψο ε κεηαβνιή ηεο πνζφηεηαο ΒΣ

θαηά ην δηάζηεκα δt, δηαηξεκέλε κε ην δηάζηεκα απηφ είλαη:

θαη επεηδή ΒΣ(t)=BOE(t) ηφηε:

Γηα δt0, ην 1ν κέινο ηζνχηαη κε DBΣ/Dt (ρξεζηκνπνηείηαη εδψ ε πιηθή παξάγσγνο, αθξηβψο δηφηη ην ΢

αλήθεη ζηε ζεψξεζε θαηά Lagrange. Γηα δt0, ν 1νο φξνο ηνπ 2νπ κέινπο (πνπ αθνξά ηνλ ΟΔ, δειαδή

ζεψξεζε θαηά Euler) δίλεη φηη:

Δπίζεο νη άιινη δχν φξνη γξάθνληαη σο:

5.4 ΘΔΩΡΗΜΑ  ΜΔΣΑΦΟΡΑ΢  REYNOLDS – (β) 5.11

Έζησ έλα ΢ θαη έλαο ΟΔ πνπ ζπκπίπηνπλ ηε

ρξνληθή ζηηγκή t θαη εθηείλνληαη κεηαμχ ησλ

δηαηνκψλ (1) θαη (2) ηνπ αγσγνχ. Μεηά απφ δt ην ΢

ζα έρεη κεηαθηλεζεί, θαηά δl1=U1δt ζηε δηαηνκή (1)

θαη δl2=U2δt ζηε δηαηνκή (2). Τπνζέηνπκε φηη ε

ηαρχηεηα είλαη νκνηφκνξθε θαη θάζεηε ζε θάζε

δηαηνκή ηνπ αγσγνχ. ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ ΟΔ ε

εηζξνή ξεπζηνχ κεηαμχ ησλ ρξνληθψλ ζηηγκψλ t θαη
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΢πλδπάδνληαο ηηο πξνεγνχκελεο ζρέζεηο πξνθχπηεη φηη:

Η ζρέζε απηή απνηειεί ηελ έθθξαζε ηνπ ζεσξήκαηνο κεηαθνξάο Reynolds ζχκθσλα κε ηηο παξαδνρέο

πνπ έγηλαλ θαη είλαη: (α) ππάξρεη κία είζνδνο θαη κία έμνδνο ηνπ ξεπζηνχ, (β) νη δηάθνξεο κεηαβιεηέο

(ηαρχηεηα, ππθλφηεηα θαη b) έρνπλ νκνηφκνξθε ηηκή ζηηο δηαηνκέο (1) θαη (2) θαη (γ) ε ηαρχηεηα είλαη θάζεηε

ζηηο δηαηνκέο εηζφδνπ θαη εμφδνπ. Απνδείρζεθε ινηπφλ φηη ν ξπζκφο κεηαβνιήο ελφο εθηαηηθνχ κεγέζνπο δελ

είλαη ν ίδηνο γηα ην ΢ θαη ηνλ ΟΔ, δηφηη δελ είλαη απαξαίηεηα ίζεο νη πνζφηεηεο π1b1A1U1 θαη π2b2A2U2. Απηή

απνηειεί κία απινπνηεκέλε θαη εηδηθή κνξθή ηεο γεληθφηεξεο κνξθήο ηνπ ζεσξήκαηνο γηα αθίλεηο,

απαρακόρθωηο ΟΔ:

φπνπ CV είλαη ν ΟΔ, ελψ CS ηα φξηά ηνπ (ζχλνξα κε ην πεξηβάιινλ), =θάζεην άλπζκα ζηελ νξηαθή

επηθάλεηα CS, dA=ζηνηρεηψδεο εκβαδφλ ηεο νξηαθήο επηθάλεηαο θαη dV=ζηνηρεηψδεο φγθνο ηνπ ΟΔ.

Σν 1ν κέινο εθθξάδεη ην ξπζκφ κεηαβνιήο νπνηνπδήπνηε εθηαηηθνχ κεγέζνπο (κάδα, νξκή, ελέξγεηα). Ο 1νο

φξνο ηνπ 2νπ κέινπο εθθξάδεη ηε κεηαβνιή ζην ρξφλν ηνπ κεγέζνπο Β πνπ ζπκβαίλεη κέζα ζηνλ ΟΔ, ελψ ν

2νο φξνο εθθξάδεη ηε ζπλνιηθή ξνή ηνπ κεγέζνπο Β δηακέζνπ ησλ νξίσλ ηνπ ΟΔ, ε νπνία είλαη ζεηηθή φηαλ

εμέξρεηαη ηνπ ΟΔ θαη αξλεηηθή φηαλ εηζέξρεηαη, ελψ κεδελίδεηαη φηαλ είλαη κεδεληθή ε ηαρχηεηα ή ε ηηκή ηεο

κεηαβιεηήο B, είηε φηαλ ε ηαρχηεηα είλαη παξάιιειε κε ηελ νξηαθή επηθάλεηα (δεο ζρήκα ζηελ §5.13).
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5.4 ΘΔΩΡΗΜΑ  ΜΔΣΑΦΟΡΑ΢  REYNOLDS – (δ) 5.13

5.4.1 ΜΟΝΙΜΑ & ΜΗ–ΜΟΝΙΜΑ ΦΑΙΝΟΜΔΝΑ

΢ε πεξίπησζε φπνπ ε ξνή είλαη κόληκε, ν 1νο φξνο ζην 2ν κέινο ηνπ ζεσξήκαηνο κεηαθνξάο είλαη

κεδεληθφο θαη ηφηε ε ζρέζε γξάθεηαη σο , νπφηε γηα λα ππάξμεη κεηαβνιή ηνπ Β ζην

΢, δει. λα είλαη κε–κεδεληθφ ην 1ν κέινο ηεο εμίζσζεο, πξέπεη λα ππάξρεη δηαθνξά ζην ζχλνιν ησλ ξνψλ

ηνπ Β απφ ηα φξηα ηνπ ΟΔ, ε νπνία εθθξάδεηαη απφ ην επηθαλεηαθφ νινθιήξσκα ηνπ 2νπ φξνπ.

Δάλ ην Β είλαη ε κάδα, ηφηε γηα κφληκε ξνή θαη ην 1ν κέινο είλαη κεδεληθφ, ιφγσ ηεο αξρήο δηαηήξεζεο ηεο

κάδαο, ην νπνίν ζπλεπάγεηαη φηη θαη ν 2νο φξνο είλαη κεδεληθφο, εθθξάδνληαο ηε γλσζηή αξρή φηη ζε έλαλ

ΟΔ ην ζχλνιν ησλ εηζξνψλ κάδαο κέζα ζηνλ ΟΔ ηζνχληαη κε ην ζχλνιν ησλ εθξνψλ κάδαο απφ ηνλ ΟΔ. Σν

ίδην ζπκβαίλεη θαη κε ηελ ελέργεηα, ε νπνία επίζεο πξέπεη λα δηαηεξείηαη ζε έλαλ ΟΔ.

Δάλ ην Β είλαη ε ορκή, δελ είλαη απαξαίηεην λα είλαη κεδεληθφ ην 1ν κέινο ζε έλα ΢, δηφηη δελ απαηηείηαη ε

δηαηήξεζε ηεο νξκήο (δειαδή ε ηηκή ηεο λα είλαη ζηαζεξή). Γηα ηελ αθξίβεηα, ν 2νο Νφκνο ηνπ Newton

δειψλεη φηη ν ξπζκφο κεηαβνιήο ηεο νξκήο ζε έλαλ ΢ ηζνχηαη κε ηε ζπλνιηθή δχλακε πνπ αζθείηαη ζην ΢

απφ ην πεξηβάιινλ ηνπ. Άξα ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε ν ξπζκφο κεηαβνιήο ηεο νξκήο ζην ΢ πνπ εθθξάδεηαη

απφ ην 1ν κέινο, ζα είλαη ίζνο κε ηνλ 2ν φξν πνπ εθθξάδεη ηε ζπλνιηθή ξνή νξκήο απφ ηελ νξηαθή

επηθάλεηα ηνπ ΟΔ.
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5.4 ΘΔΩΡΗΜΑ  ΜΔΣΑΦΟΡΑ΢  REYNOLDS – (ε) 5.14

Γηα κόληκε ξνή ε ηηκή ηνπ Β ζηνλ ΟΔ δε κεηαβάιιεηαη κε ην ρξόλν. Η ηηκή ηνπ Β ζην Σ κεηαβάιιεηαη ή δελ

κεηαβάιιεηαη κε ην ρξόλν, αλάινγα κε ην εάλ ε ζπλνιηθή ξνή ηνπ Β κέζα ζην ή έμω από ηνλ ΟΔ (κέζω ηεο

νξηαθήο ηνπ επηθάλεηαο) είλαη κεδεληθή ή όρη, αληίζηνηρα.

΢ε πεξίπησζε φπνπ ε ξνή είλαη κε–κόληκε, γεληθά φινη νη φξνη ζηελ εμίζσζε ηνπ ζεσξήκαηνο κεηαθνξάο

είλαη κε–κεδεληθνί. Δάλ κειεηήζνπκε ην ζεψξεκα απφ ηε ζέζε ηνπ ΟΔ, ηφηε ε ηηκή ηνπ Β ζην ΢ κπνξεί λα

κεηαβιεζεί εάλ ππάξρεη κεηαβνιή ζην ρξφλν ηεο πνζφηεηαο Β ηνπ ΟΔ (1νο φξνο) ή/θαη επεηδή ππάξρεη κε–

κεδεληθή ζπλνιηθά ξνή ηνπ Β απφ ηα φξηα ηνπ ΟΔ (2νο φξνο).

Τπάξρεη κία εηδηθή πεξίπησζε κε-κφληκεο θαηάζηαζε, φπνπ ε ζπλνιηθή ξνή ηνπ Β εληφο ηνπ ΟΔ ηζνχηαη (ζε

θάζε ρξνληθή ζηηγκή) κε ηε ζπλνιηθή ξνή εθηφο ηνπ ΟΔ, δειαδή . ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε

ε κεηαβνιή ηνπ Β ζην ρξφλν ζην ΢ (1ν κέινο) ηζνχηαη κε ηε κεηαβνιή ηνπ Β ζην ρξφλν ζηνλ ΟΔ (2νο φξνο).

5.4.2 ΣΟ ΘΔΩΡΗΜΑ ΓΙΑ ΚΙΝΟΤΜΔΝΟΤ΢ ΟΔ

Σν ζεψξεκα κεηαθνξάο ηνπ Reynolds εθθξάζηεθε κέρξη ζηηγκήο γηα ηελ πεξίπησζε αθίλεηνπ θαη

απαξακφξθσηνπ ΟΔ. ΢ηε γεληθφηεξε πεξίπησζε ν ΟΔ κπνξεί λα θηλείηαη (κε ή ρσξίο επηηάρπλζε) θαη λα

αιιάδεη ζρήκα. Μία κεγάιε θαηεγνξία πξνβιεκάησλ πεξηγξάθεηαη κε ΟΔ νη νπνίνη δελ παξακνξθψλνληαη

θαη θηλνχληαη κε ζηαζεξή ηαρχηεηα, . Σέηνηα παξαδείγκαηα είλαη ε ξνή ζε ζηξνβηινκεραλέο ζε ιεηηνπξγία

κε ζηαζεξφ αξηζκφ ζηξνθψλ, φπνπ δειαδή ν ΟΔ ηνπ ξεπζηνχ πεξηζηξέθεηαη κε ζηαζεξή ηαρχηεηα καδί κε

ηα πηεξχγηα ηεο κεραλήο (π.ρ. ελφο ζηξνβίινπ). ΢ηε γεληθή ζεψξεζε κίαο ηέηνηαο πεξίπησζεο ε ηαρχηεηα

ηνπ ξεπζηνχ, , κέζα ζηνλ ΟΔ δελ είλαη ε ίδηα κε ηελ ηαρχηεηα θίλεζεο ηνπ ΟΔ, νπφηε νξίδεηαη ε ζρεηηθή

ηαρχηεηα, , σο: .

΢εκεηψλεηαη φηη ε ζρέζε απηή δελ είλαη

αιγεβξηθή αιιά αλπζκαηηθή (βι. ζρήκα).
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5.4 ΘΔΩΡΗΜΑ  ΜΔΣΑΦΟΡΑ΢  REYNOLDS – (ζη) 5.15

Σν ζεψξεκα κεηαθνξάο ηνπ Reynolds κπνξεί λα εμαρζεί κε ηνλ ίδην ηξφπν γηα ηελ πεξίπησζε θηλούκελοσ

κε ζηαζερή ηατύηεηα θαη απαρακόρθωηοσ ΟΔ θαη είλαη:

5.4.3 ΔΠΙΛΟΓΗ ΟΔ

Οπνηνζδήπνηε φγθνο ζην ρψξν κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί σο ΟΔ ζηελ αλάιπζε ελφο ξεπζηνδπλακηθνχ

πξνβιήκαηνο. Ό ΟΔ κπνξεί λα έρεη πεπεξαζκέλν κέγεζνο, ή απείξσο κηθξφ. Η επηινγή ηνπ ΟΔ δελ

επεξεάδεη ηελ αλάιπζε σο πξνο ην απνηέιεζκά ηεο, αιιά πνιχ ζπρλά ηε δηεπθνιχλεη ζεκαληηθά. Γειαδή

δελ ππάξρνπλ ιαλζαζκέλνη ΟΔ, απιά θάπνηνη είλαη πνιχ θαιχηεξνη.

Η κειέηε ελφο πξνβιήκαηνο ξνήο, ζπλήζσο πεξηιακβάλεη ηνλ ππνινγηζκφ ελφο κεγέζνπο (πίεζε, ηαρχηεηα,

δχλακε, θ.ιπ.) ζε κία ζέζε (ζεκείν, δηαηνκή αγσγνχ, επηθάλεηα ζψκαηνο θ.ιπ.). Δίλαη ζθφπηκν ε ζέζε απηή

λα βξίζθεηαη πάλω ζηελ (ορηαθή) επηθάλεηα ηοσ ΟΔ, φπσο δείρλεη ην πξψην ζρήκα, θαη φρη "ζακκέλε"

θάπνπ εζσηεξηθά ζηνλ ΟΔ φπσο θαίλεηαη ζην δεχηεξν ζρήκα. Με ηνλ ηξφπν απηφ ε άγλσζηε ηηκή πνπ

ςάρλνπκε ζα εκθαληζηεί απηφκαηα ζην 2ν φξν ηνπ 2νπ κέινπο ηνπ ζεσξήκαηνο (επηθαλεηαθφ νινθιήξσκα).

Δπίζεο είλαη ζεκηηφ νη επηθάλεηεο ηνπ ΟΔ ζηηο εηζφδνπο θαη εμφδνπο ηεο ξνήο λα είλαη θάζεηεο ζηελ

ηαρχηεηα, ψζηε ην εζσηεξηθφ γηλφκελν λα ππνινγίδεηαη εχθνια δηφηη ζα είλαη ζ=0ν ή 180ν,

δειαδή cosζ=1. Άξα πάιη πξνηηκνχκε ηνλ ΟΔ ηνπ πξψηνπ ζρήκαηνο απφ απηφλ ηνπ ηξίηνπ ζρήκαηνο.
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5.165.5 Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ – (α)

1. Σν πεδίν ηαρχηεηαο κίαο ξνήο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε , φπνπ Uo θαη είλαη ζηαζεξέο, ελψ

x θαη y είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ θαξηεζηαλνχ ζπζηήκαηνο θαη , ηα κνλαδηαία αλχζκαηα ζηηο δηεπζχλζεηο

x θαη y, αληίζηνηρα. Σε πνηα ζέζε ηνπ πεδίνπ ην κέηξν ηεο ηαρύηεηαο ηζνύηαη κε Uo? Σρεδηάζηε ζην 1ν

ηεηαξηεκόξην (x>0, y>0) ηνπ πεδίνπ ηαρύηεηαο, ρξεζηκνπνηώληαο βέιε κε κήθνο πνπ λα αληηζηνηρεί ζην

κέηξν ηεο ηαρύηεηαο. x2+y2=l2.

2. Γηα ηελ πξνεγνχκελε άζθεζε, ζρεδηάζηε πάιη ζην ίδην ηεηαξηεκόξην ηηο ξνϊθέο γξακκέο.

3. Γηα ηελ αζπκπίεζηε, άηξηβε ξνή γχξσ απφ ζθαίξα αθηίλαο α, ε ηαρχηεηα

πάλσ ζηε ξντθή γξακκή ΑΒ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε:

φπνπ Uo είλαη ε ηηκή ηεο ηαρχηεηαο καθξηά απφ ηε ζθαίξα.

Να ππνινγίζεηε ηελ θαηαλνκή ηεο επηηάρπλζεο πάλω ζηελ ίδηα ξνϊθή γξακκή.–0.610Uo
2/α.

4. Υπνινγίζηε ην πεδίν ηεο επηηάρπλζεο γηα ην πεδίν ηαρύηεηαο ηεο άζθεζεο 1. Uo
2/l2(x2+y2)1/2.

5. Ο ππξνζβεζηήξαο ηνπ ζρήκαηνο αξρηθά είλαη θιεηζηφο, ελψ κεηά ηε ρξνληθή

ζηηγκή t=0, αξρίδεη λα ςεθάδεη ππξνζβεζηηθφ πγξφ. Σρνιηάζηε ηε δηαθνξά κεηαμύ

ηωλ εθθξάζεωλ dBΣ/dt θαη dBOE/dt, εάλ ην Β αληηπξνζωπεύεη ηε κάδα. dB΢/dt=0, dBOE/dt<0.

6. Γξάςηε ην ζεψξεκα κεηαθνξάο ηνπ Reynolds γηα ηε ξνή ηεο άζθεζεο 5,

ζεσξψληαο πάιη ην Β σο ηε κάδα ηνπ ξεπζηνχ (άξα b=1).
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5.175.5 Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ – (β)

7. Σν πεδίν ηαρχηεηαο κίαο ξνήο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε [ft/s], φπνπ ηα x, y θαη z είλαη

ζε [ft]. Υπνινγίζηε ην κέηξν ηεο ηαρύηεηα ζηελ αξρή ηωλ ζπληεηαγκέλωλ (x=y=z=0) θαη πάλω ζηνλ άμνλα y

(x=z=0). (9y2+12y+68)1/2

8. Σν πεδίν ηαρχηεηαο κίαο ξνήο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε [ft/s], φπνπ ηα x θαη y

είλαη ζε [ft]. Υπνινγίζηε ην κέηξν ηεο ηαρύηεηα πάλω ζηνλ άμνλα x θαη πάλω ζηνλ άμνλα y. Πνηα γωλία

ζρεκαηίδεη ην άλπζκα ηεο ηαρύηεηαο κε ηνλ άμνλα x ζηα ζεκεία (0,5), (5,5) θαη (5,0)? –90o, –45o, 0o

9. ΢ε πεδίν ξνήο ε ζπληζηψζα ηεο ηαρχηεηαο θαηά x είλαη u=x–y, ελψ ε ζπληζηψζα θαηά y είλαη v=x2y–8.

Υπνινγίζηε ηε ζέζε ηπρόλ ζεκείωλ αλαθνπήο, δειαδή εθεί όπνπ ην κέηξν ηεο ηαρύηεηαο κεδελίδεηαη. x=y=2

10. Απνδείμηε όηη ζε πεδίν ξνήο όπνπ ε ζπληζηώζα ηεο ηαρύηεηαο θαηά x είλαη u=c(x2–y2) θαη ε ζπληζηώζα θαηά

y είλαη v=–2cxy (c είλαη ζηαζεξά) νη ξνϊθέο γξακκέο πεξηγξάθνληαη από ηε ζρέζε x2y–y3/3=ζηαζεξό. Σε πνηα

ζεκεία νη ξνϊθέο γξακκέο είλαη παξάιιειεο κε ηνλ άμνλα y? Σε πνηα ζεκεία ε ξνή είλαη ζηάζηκε?

11. Πεδίν ηαρχηεηαο δίλεηαη απφ ηηο ζρέζεηο u=cx2 θαη v=cy2, φπνπ c είλαη ζηαζεξά. Υπνινγίζηε ηηο ζπληζηώζεο

ηεο επηηάρπλζεο θαηά ηνπο άμνλεο x θαη y θαη ζε πνην ζεκείν ε επηηάρπλζε κεδελίδεηαη.

12. Έλα ηξηζδηάζηαην πεδίν ξνήο δίλεηαη απφ ηηο ζρέζεηο u=x2, v=–2xy, w=x+y. Τπνινγίζηε ην άλπζκα ηεο

επηηάρπλζεο.

13. Νεξφ ξέεη κέζα ζε αγσγφ ζηαζεξήο δηακέηξνπ κε νκνηφκνξθε ηαρχηεηα πνπ δίλεηαη απφ [m/s],

φπνπ ν ρξφλνο t είλαη ζε [s]. Υπνινγίζηε ηελ επηηάρπλζε ζηηο ρξνληθέο ζηηγκέο t=1, 2 θαη 10 [s].

14. Όηαλ αλνίγεη κία βάλα ε ηαρχηεηα ηνπ λεξνχ κέζα ζε έλαλ ζπγθεθξηκέλν αγσγφ δίλεηαη απφ ηηο ζρέζεηο

u=10(1–e–t), v=0, w=0 [ft/s] θαη ν ρξφλνο t είλαη ζε [s]. Υπνινγίζηε ηε κέγηζηε ηαρύηεηα θαη επηηάρπλζε ηνπ

ξεπζηνύ.
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5.185.5 Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ – (β)

15. Τδξαπιηθφ άικα νλνκάδεηαη ε μαθληθή αλχςσζε ηεο ζηάζκεο ελφο πγξνχ

πνπ ξέεη ζε αλνηθηφ αγσγφ (π.ρ. θνίηε πνηακνχ). ΢ε κία ζρεηηθά κηθξή

απφζηαζε ην βάζνο αιιάδεη απφ z1 ζε z2 κε κία αληίζηνηρε αιιαγή

ηαρπηήησλ απφ U1 ζε U2. Δάλ U1=1.20 [m/s] θαη U2=3.0 [m/s] θαη =0.05

[m], ππνινγίζηε ηε κέζε επηηάρπλζε ηνπ ξεπζηνύ θαζώο απηό ξέεη

δηακέζνπ ηνπ πδξαπιηθνύ άικαηνο.

16. Νεξφ ξέεη ζε θαλάιη πιάηνπο 5 [ft] θαη βάζνπο 1 [ft]. Η ξνή ζηελ είζνδν δελ

είλαη νκνηφκνξθε θαη είλαη 6 [ft/s] ζην θέληξν θαη 1 [ft/s] ζηα άθξα, ελψ είλαη

νκνηφκνξθε θαη ίζε κε 2 [ft/s] ζηελ έμνδν. Ο ΟΔ ABCD ζπκπίπηεη κε ην ΢

θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t=0. Σρεδηάζηε ην Σ ηε ρξνληθή ζηηγκή t=0.5 [s] θαη

ππνινγίζηε ηελ πνζόηεηα λεξνύ πνπ εηζήιζε θαη εμήιζε από ηνλ ΟΔ θαηά

ηε ρξνληθή πεξίνδν, Γt=00.5 [s].

17. Γχν πγξά κε δηαθνξεηηθέο ππθλφηεηεο θαη ημψδε ξένπλ κεηαμχ δχν

παξάιιεισλ πιαθψλ, ε θάησ εθ ησλ νπνίσλ είλαη αθίλεηε ελψ ε πάλσ

θηλείηαη κε ζηαζεξή ηαρχηεηα 2 [ft/s]. Η θαηαλνκή ηεο ηαρχηεηαο ζηα δχν

πγξά είλαη γξακκηθή θαη δίλεηαη ζην ζρήκα. Ο ΟΔ ABCD ζπκπίπηεη κε ην ΢

θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t=0. Σρεδηάζηε ην Σ ηε ρξνληθή ζηηγκή t=0.1 [s] θαη

ππνινγίζηε ηελ πνζόηεηα πνπ εηζήιζε θαη εμήιζε από ηνλ ΟΔ θαηά ηε

ρξνληθή πεξίνδν, Γt=00.1 [s].

18. Νεξφ πηέδεηαη ζηε ζχξηγγα θαη εμέξρεηαη κε ηαρχηεηα 5 [m/s], ελψ ην

έκβνιν θηλείηαη κε 0.03 [m/s]. Ο παξακνξθνχκελνο ΟΔ ζπκπίπηεη κε ην

εζσηεξηθφ ηεο ζχξηγγαο κέρξη θαη ην ζηφκην εμφδνπ, ελψ ην ΢ είλαη ην λεξφ

θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t=0. Σρεδηάζηε ην Σ ηε ρξνληθή ζηηγκή t=0.5 [s].
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