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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

1.Α. ΜΕ ΤΙ ΑΣΧΟΛΟΥΝΤΑΙ ΤΑ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ; 
 

 

 1.Α.1 Γενικά. 
 

 Το µάθηµα των Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών απευθύνεται σε σπουδαστές 

που έχουν ήδη γνωρίσει σε γενικές γραµµές τον ∆ιαφορικό και Ολοκληρωτικό Λογι-

σµό της Μαθηµατικής Ανάλυσης. Στο µάθηµα αυτό θα γνωρίσουµε µερικά στοιχεία 

της Μαθηµατικής Επιστήµης που λέγεται Αριθµητική Ανάλυση. Θα προσπαθήσουµε 

λοιπόν να επιλύσουµε κάποια προβλήµατα, χρησιµοποιώντας τις µεθόδους της κλα-

σικής Ανάλυσης, είτε κάποιες καθαρά προσεγγιστικές-αριθµητικές µεθόδους λύσης. 

 

 Ενδεικτικά ας αναφέρουµε κάποια παραδείγµατα προβληµάτων που στην συ-

νέχεια θα προσπαθήσουµε να λύσουµε: 

 

 α) Να υπολογισθεί το ορισµένο Ολοκλήρωµα: 

           
α
 

A =     f(x) dx  

            β 

όταν η συνάρτηση y=f(x) είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα (α,β), ενώ δεν µπορεί να 

υπολογισθεί αναλυτικά το αόριστο ολοκλήρωµα της f(x). Θα πρέπει εποµένως να υ-

πολογίσουµε προσεγγιστικά την τιµή Α του ορισµένου ολοκληρώµατος. 

 

 β) Να βρεθεί µία απλή και «γρήγορη» µέθοδος, που να επιλύει το παρακάτω 

σύστηµα ν γραµµικών εξισώσεων µε ν αγνώστους: 

 

α11χ1 + α12χ2 + ..... + α1νχν = β1 

 α21χ1 + α22χ2 + ..... + α2νχν = β2 

.................................... 

 αν1χ1 + αν2χ2 + ..... + αννχν = βν 

 

 Να υπογραµµίσουµε εδώ πως η διάδοση των προσωπικών υπολογιστών ανα-

γκάζει τις µεθόδους της Αριθµητικής Ανάλυσης να είναι προσανατολισµένες στη δυ-

νατότητα προγραµµατισµού τους. 

 

 Θά’ταν όµως λανθασµένο να αντιµετωπισθεί η Αριθµητική Ανάλυση σαν µια 

παραφυάδα της Μαθηµατικής Επιστήµης! Πρόκειται για µία ολοκληρωµένη Επιστή-

µη, τα πορίσµατα της οποίας, συνεργαζόµενα µε την Στατιστική και την Πληροφορι-

κή, δίνουν αποτελέσµατα που αγγίζουν τα όρια του αδύνατου. 

 Με δεδοµένη την εκρηκτική ανάπτυξη της Τεχνολογίας και την είσοδό της 

στην καθηµερινή ζωή, είναι πιθανό στην καριέρα σας σαν τεχνολόγοι να βρεθείτε 

µπροστά σε δύσκολα υπολογιστικά προβλήµατα. Θα είναι επιτυχία για το µάθηµα 
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των Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών αν θυµηθείτε πως ανατρέχοντας σε ένα βιβλίο 

Αριθµητικής Ανάλυσης, κερδίζετε σίγουρα και χρόνο και ακρίβεια. Για τον λόγο αυτό 

συνήθως τα βιβλία Αριθµητικής Ανάλυσης είναι γραµµένα έτσι ώστε το κάθε τους 

κεφάλαιο να µπορεί να µελετηθεί ανεξάρτητα από το υπόλοιπο βιβλίο, προϋποθέτο-

ντας βέβαια κάποιες στοιχειώδεις γνώσεις Αριθµητικής Ανάλυσης και φυσικά Γενι-

κών Μαθηµατικών. 

 Οι περισσότερες από τις µεθόδους που θα αναφερθούν στα πλαίσια αυτών των 

σηµειώσεων µπορούν να προσαρµοσθούν ιδιαίτερα εύκολα σε έναν ηλεκτρονικό υ-

πολογιστή.    Μάλιστα, στις τελευταίες σελίδες µερικών κεφαλαίων, αναφερόµαστε 

στον προγραµµατισµό των αντίστοιχων µεθόδων µε τη βοήθεια του πλέον διαδεδοµέ-

νου προγράµµατος, του Excel.   Για να εφαρµόσει κανείς τις υποδείξεις αυτές στον 

υπολογιστή του, θα πρέπει να έχει µια εντελώς στοιχειώδη γνώση του Excel.   Πι-

στεύουµε πως αξίζει τον κόπο να τα δουλέψετε κι εσείς στον υπολογιστή σας, µια και 

θα εξασκηθείτε στο χειρισµό του Excel, αλλά (το πιο σηµαντικό) θα σας βοηθηθείτε 

και στην βαθύτερη κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών. 

 

 

 1.Α.2 ∆εδοµένα και ζητούµενα του προβλήµατος.  

           Αλγόριθµος λύσης. 
 

 Σε ένα υπολογιστικό πρόβληµα έχουµε συνήθως κάποια στοιχεία που δίνονται 

και κάποια που ζητούνται. Το δικό µας µέληµα είναι να βρούµε µία µέθοδο λύσης η 

οποία, χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα, να υπολογίζει τα ζητούµενα. Η µέθοδος αυτή, 

που συνήθως δεν είναι µοναδική για το εν λόγω πρόβληµα, ονοµάζεται αλγόριθµος 

λύσης. 

 Η επιλογή ανάµεσα στις διάφορες µεθόδους λύσης γίνεται για διάφορους κάθε 

φορά λόγους. Θα προσπαθήσουµε για παράδειγµα να υπολογίσουµε την τετραγωνική 

ρίζα του αριθµού 133, µε την µέθοδο που πρωτοµάθαµε στο Σχολείο και για την ο-

ποία µας αρκεί ένα µολύβι και χαρτί:  

 

  

              33     1   21   225    2303   23062    230645     2306506 

   -21    x1  x 1    x 5       x 3         x 2           x 5               x 6 

    1200   1   21  1125   6909   46124  1153225   13839036 

   -1125 

         7500 

        -6909 

   59100 

  -46124 

    1297600 

  -1153225 

      14437500 

     -13839036 

           598464 κ.λ.π. 

  11.53256 133.0000........ 
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 Η δεύτερη µέθοδος είναι γενικότερη. Μ' αυτήν υπολογίζουµε οποιαδήποτε 

ύψωση ενός θετικού αριθµού σε µία ρητή δύναµη και βασίζεται στην παρακάτω ιδιό-

τητα των λογαρίθµων: 

ln(x
t
) = tlnx 

που µετατρέπει την ύψωση σε µία δύναµη, σε γινόµενο. Έτσι: 
 

 x = 133  = 133
1/2

   ⇒  
 

 lnx = ln(133
1/2

) =  (ln133)/2 = 4.890349128/2 = 2.445174564  ⇒  
 

 x = e
2.445174564

 = 11.5325626 

 

 Εννοείται βέβαια πως για τον υπολογισµό των λογαρίθµων χρησιµοποιούµε 

λογαριθµικούς πίνακες. Αυτή άλλωστε η µέθοδος χρησιµοποιείται κι από τους υπολο-

γιστές για την ύψωση σε ρητές δυνάµεις. 

 Παρατηρούµε πως µε την δεύτερη µέθοδο, ο αριθµός των ψηφίων µε τα οποία 

δίνεται η 133 , άρα και η ακρίβειά της, περιορίζεται από την ακρίβεια των λογαριθ-

µικών πινάκων ή από τα δεκαδικά ψηφία του κοµπιούτερ µας. Αντίθετα, η ακρίβεια 

µε την πρώτη µέθοδο εξαρτάται από την υποµονή µας. Η µέθοδος λύσης που θα χρη-

σιµοποιήσουµε για να λύσουµε το προηγούµενο πρόβληµα, είναι ο αλγόριθµος λύσης, 

ενώ το δεδοµένο είναι ο αριθµός 133 και το ζητούµενο, η τετραγωνική του ρίζα.    Η 

επιλογή αλγόριθµου λύσης υπαγορεύεται συνήθως από την φύση του προβλήµατος 

και από τους περιορισµούς που µας επιβάλλει (π.χ. απαίτηση ακρίβειας, ταχύτητας 

κλπ.) 

 

 

 1.Α.3 Το πρόβληµα της ακρίβειας ή ακριβέστερα  

         το πρόβληµα των σφαλµάτων. 
 

 Το πρόβληµα των σφαλµάτων κυριαρχεί στην Αριθµητική Ανάλυση. Από τον 

απλούστερο υπολογισµό µέχρι τα πιο σύνθετα προβλήµατα η ακρίβεια του τελικού 

αποτελέσµατος αποτελεί κεντρικό ερώτηµα στο οποίο η Επιστήµη της Αριθµητικής 

Ανάλυσης πρέπει να δίνει απάντηση. 

 Η γραφή ενός αριθµού, ενώ είναι ένα απλό ζήτηµα, δηµιουργεί ήδη προβλήµα-

τα ακρίβειας. Η γραφή για παράδειγµα ενός ρητού αριθµού µε δεκαδική µορφή
(1)

 δεν 

εισάγει σφάλµα, µόνον όταν ο αριθµός αυτός έχει πεπερασµένο αριθµό δεκαδικών 

ψηφίων: 

3/4 = 0.75     ή      2/5 = 0.4 

 

 

 
 (1)

 Παρ'όλο που στα Μαθηµατικά η κλασµατική και η δεκαδική µορφή ενός ρη-

τού είναι οι δύο όψεις του ίδιου νοµίσµατος, η Αριθµητική Ανάλυση, προσανατολισµένη 

προς τις ανάγκες της Πληροφορικής η οποία θέλει αριθµούς σε δεκαδική µορφή, χρησι-

µοποιεί κατά βάση την δεκαδική µορφή γραφής. 
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 Αν όµως ο ρητός στην δεκαδική γραφή είναι περιοδικός 
(1)

, τότε η γραφή του 

σε δεκαδική µορφή εισάγει ένα σφάλµα που εξαρτάται από τον αριθµό των ψηφίων 

που θα κρατήσουµε και που είναι το γνωστό σε όλους σφάλµα στρογγύλευσης: 
 

     3 

   ---- = 0.27272727.... ~ 0.272727 (µε σφάλµα = 0.0000002727..<0.0000003) 

    11 
 

 

 1.Α.4 Απόλυτο και σχετικό σφάλµα. 
 

 Όπως είπαµε προηγούµενα, ακόµη και µια απλούστατη διαδικασία, όπως είναι 

η γραφή ενός τυχαίου ρητού αριθµού, του οποίου θεωρητικά γνωρίζουµε όλα τα ψη-

φία (µια και πρόκειται για περιοδικό αριθµό), εισάγει το σφάλµα που ονοµάσαµε 

σφάλµα στρογγύλευσης.   Γίνεται λοιπόν φανερό πως η επίλυση άλλων πολυπλοκότε-

ρων προβληµάτων, προκαλεί τη δηµιουργία σηµαντικών σφαλµάτων τα οποία συχνά 

είναι δύσκολο να εκτιµηθούν. 

 

 

 Ας υποθέσουµε λοιπόν πως µετρούµε µία απόσταση µε τη βοήθεια µιας µετρο-

ταινίας και ενός µηχανήµατος που χρησιµοποιεί ακτίνες Laser.    Θεωρώντας, στην 

πράξη, τη µέτρηση µε Laser σαν ακριβή, καταλήγουµε σε δύο µετρήσεις: 

  x’:  µέτρηση µε µετροταινία (προσεγγιστική µέτρηση) 

  x :  µέτρηση µε Laser (ακριβής µέτρηση) 

 

 

 

 

 
(1)

 Να θυµίσουµε πως κάθε ρητός αριθµός στην δεκαδική του µορφή ή θάχει πε-

περασµένο αριθµό ψηφίων ή θa είναι περιοδικός. Π.χ.: 

      7             9 

--- = 0.875   ή     ----- = 0.818181818.....  

      8             11 

 Αντίστροφα κάθε περιοδικός δεκαδικός είναι ρητός. Ένας αντιπρόσωπος του 

ρητού αυτού δίνεται από το κλάσµα που έχει αριθµητή την περίοδο του περιοδικού σε 

ακέραια µορφή και παρονοµαστή έναν ακέραιο µε τόσα εννέα όσα και τα ψηφία της 

περιόδου: 

         81        9                 714285        5 

   0.8181818... = ----- = ----       ή     0.714285714285714.... = ----------- = ---- 

        99       11                 999999        7 

 

 Αντίθετα, ένας άρρητος αριθµός δεν µπορεί παρά να γραφεί σαν δεκαδικός, µε 

άπειρα δεκαδικά ψηφία, τα οποία δεν έχουν καµία περιοδικότητα. 
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 Ορισµός:  Ονοµάζουµε απόλυτο σφάλµα (σ  α) της µέτρησης x’ την διαφορά 

τιµών ανάµεσα στην ακριβή και στην προσεγγιστική µέτρηση: 

 

σα = x - x’ 

 

 

 Όµως, το απόλυτο σφάλµα δεν µας επιτρέπει να αξιολογήσουµε την ποιότητα 

της ακρίβειας µε την οποία έγινε µια µέτρηση.    Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι 

µία οµάδα σπουδαστών µετρά, µε µία µετροταινία, το πλάτος µιας αίθουσας διδασκα-

λίας, και η µέτρησή της έχει απόλυτο σφάλµα 3 cm, ενώ µία άλλη οµάδα µετρά (µε 

µετροταινία και πάλι) την περίµετρο του κτιρίου της ∆ιοίκησης του ΤΕΙ, µε το ίδιο 

απόλυτο σφάλµα.   Είναι προφανές πως η πρώτη οµάδα έκανε µια απρόσεκτη µέτρη-

ση, ενώ η δεύτερη έδωσε ένα ικανοποιητικότατο αποτέλεσµα (για τη µέθοδο που 

χρησιµοποίησε).  Για το λόγο αυτό αξιολογούµε την ακρίβεια µιας µέτρησης, µε τη 

βοήθεια του σχετικού σφάλµατος, το οποίο συγκρίνει το απόλυτο σφάλµα της µέτρη-

σης µε το µέγεθος που µετριέται: 

 

 

 Ορισµός:  Ονοµάζουµε σχετικό σφάλµα (σ  σχ) της µέτρησης x’, το λόγο του 

απολύτου σφάλµατος σα, προς την ακριβή τιµή του µεγέθους x.   Το κλάσµα του σχε-

τικού σφάλµατος, πολλαπλασιασµένο επί 100, δίνει την επί τοις εκατό έκφραση του 

σχετικού σφάλµατος: 

 

 

                  x’ - x                                                x’ - x 

        σσχ = ---------          και     σσχ(%)  = 100  -------- 

                     x                                                       x 

 

 

 

 Βέβαια είναι πολύ σπάνιες οι φορές που γνωρίζουµε ταυτόχρονα την προσεγ-

γιστική µέτρηση µιας ποσότητας και την ακριβή τιµή της.   Συνήθως όµως γνωρίζου-

µε το µέγιστο σφάλµα που µπορεί να δηµιουργηθεί κατά τη διαδικασία µιας µέτρη-

σης.   Έτσι για παράδειγµα το φυλλάδιο οδηγιών ενός τοπογραφικού µηχανήµατος 

αναφέρει πως το µηχάνηµα µπορεί να µετρήσει αποστάσεις µέχρι των τριών χιλιοµέ-

τρων, ενώ το µέγιστο σχετικό του σφάλµα (εφ’όσον τηρηθούν οι τεχνικές προδιαγρα-

φές) είναι 0,1%, πράγµα που σηµαίνει πως σε µία απόσταση των 1000 µέτρων θα πέ-

σουµε έξω κατά ένα µέτρο, το πολύ. 

 

 

 Ορισµός:  Ονοµάζουµε µέγιστο απόλυτο σφάλµα (Ε  α)  το µεγαλύτερο 

σφάλµα που είναι δυνατό να περιέχεται σε µία µέτρηση.   Όπως και προηγούµενα, 

ορίζεται το µέγιστο σχετικό σφάλµα (Ε  σχ).  Ισχύουν οι σχέσεις: 
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Εα = max(x’- x) 

 

                   max(x’- x)                                             max(x’- x) 

        Εσχ = --------------         και     Εσχ(%)  = 100  ------------- 

                           x                                                           x 

 

 
 

 Παρατήρηση:  Όταν δεν γνωρίζουµε την ακριβή τιµή x, ενώ γνωρίζουµε το 

µέγιστο απόλυτο σφάλµα της µεθόδου µας, αντικαθιστούµε στον παρονοµαστή των 

προηγουµένων σχέσεων, την ακριβή τιµή x, µε την προσεγγιστική x’.    
 

     max(x’- x)       max(x’- x) 

   Εσχ = --------------  ≈  ------------- 

             x                     x’ 

 

 

 1.A.5 Αποκοπή και στρογγύλευση. 

 

 Όπως ήδη είπαµε, η συντριπτική πλειοψηφία των πραγµατικών αριθµών έχουν 

άπειρα δεκαδικά ψηφία.   Από αυτά µόνον ένα µικρό πλήθος τους µπορεί να γραφεί.     

Λέµε πως αποκόπτουµε από έναν δεκαδικό αριθµό x, τα ψηφία πέραν του ν-οστού 

δεκαδικού ψηφίου του, όταν το τελευταίο δεκαδικό ψηφίο που κρατούµε είναι το ν-

οστό, αποκόπτοντας όλα τα επόµενα (από το ν+1  και πέρα). 
 

 
 Στρογγυλεύουµε έναν δεκαδικό αριθµό στο ν-ιοστό δεκαδικό ψηφίο ελέγχο-

ντας το ν+1 δεκ. ψηφίο. Αν το ψηφίο αυτό (το ν+1) είναι κάποιο από τα 0,1,2,3,4, 

τότε το ν-ιοστό παραµένει ως έχει, ενώ αν το ν+1 ψηφίο είναι κάποιο από τα 

5,6,7,8,9, τότε αυξάνουµε κατά µία µονάδα την τιµή του ν-ιοστού δεκαδικού ψηφίου. 

Π.χ.: 
 

 0.93746875 ~ 0.937      (στρογγύλευση στο 3ο δεκαδικό ψηφίο) 

                                       ~ 0.93747 (στρογγύλευση στο 5ο δεκαδικό ψηφίο) 

 

 
 

 1.A.6 Μέγιστο απόλυτο και σχετικό σφάλµα αποκοπής. 
 

 Έστω ο πραγµατικός αριθµός  x, από τον οποίο δίνονται µόνον τα τρία πρώτα 

δεκαδικά ψηφία του:     

x = 2,345 
 

 Θεωρώντας πως η στρογγύλευση έχει γίνει σωστά, συµπεραίνουµε πως η 

πραγµατική τιµή του x µπορεί να ανήκει στο διάστηµα: 
 

(2,344500... , 2,3454999..)  =  (2,3445 , 3,2455) 
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 Εφ’όσον η τιµή που επιλέγουµε για τον x (το 2,345), είναι το µέσον του πιο 

πάνω  διαστήµατος, το µέγιστο απόλυτο σφάλµα που θα προκύπτει από την αποκοπή 

και τη στρογγύλευση θα είναι ίσο µε το ήµισυ του πλάτους του διαστήµατος αυτού: 
 

Μέγιστο απόλυτο σφάλµα:   Εα = 0,0005 
 

 Τελικό συµπέρασµα:   Όταν από ένα πραγµατικό αριθµό αποκόπτουµε τα 

ψηφία που βρίσκονται πέρα του ν-οστου δεκαδικού ψηφίου, στρογγυλεύοντας το ν-

οστό, το µέγιστο απόλυτο σφάλµα που θα κάνουµε ισούται µε 5 µονάδες του ν+1-

ψηφίου. 

 

 

 1.A.7 Σηµαντικά ψηφία. 

 

 Έστω οι πραγµατικοί x και y: 
 

x = 1234,56789    και      y = 0,0000123456789 
 

τους οποίους θα γράψουµε διατηρώντας ακρίβεια τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων: 
 

x = 1234,5679          και         y = 0,0000 
 

 Παρατηρούµε πως ενώ το µέγιστο απόλυτο σφάλµα αποκοπής είναι κοινό 

(0,00005), το µέγιστο σχετικό σφάλµα (που είναι και το σηµαντικότερο) είναι εντε-

λώς διαφορετικό: 
 

          100*0,00005 

  Εσχ (x) = ------------------- = 0,000004 % 

           1234,56789 

 

             100*0,00005 

  Εσχ (y) = ----------------------- = 405 % 

        0,0000123456789 
 

 Στην προσπάθεια να διατηρούµε στο ίδιο επίπεδο το σχετικό σφάλµα αποκο-

πής, είτε πρόκειται για αριθµούς µε πολύ µεγάλη απόλυτη τιµή, είτε πρόκειται για 

αριθµούς πολύ κοντά στο µηδέν, κρατούµε από κάθε αριθµό το ίδιο πλήθος σηµαντι-

κών ψηφίων. 

 

 Ορισµός:  Παρατηρώντας έναν δεκαδικό αριθµό από αριστερά προς τα δεξιά, 

ονοµάζουµε πρώτο σηµαντικό ψηφίο το αριθµού, το πρώτο µη µηδενικό ψηφίο που 

συναντούµε.    Το επόµενο δεκαδικό ψηφίο είναι το 2ο σηµαντικό κ.λ.π.. 

 

 Παρατήρηση:  Σε κάθε περίπτωση, και ιδιαίτερα όταν εργαζόµαστε µε αριθ-

µητική σηµαντικών ψηφίων, είναι ιδιαίτερα βολική η εκθετική γραφή των δεκαδικών.    
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 Παραδείγµατα: 
 

 1ο)  Εάν χρησιµοποιήσουµε αριθµητική 6 σηµαντικών ψηφίων για τους αριθ-

µούς x και y: 
 

  x = 1234,57 = 0,123457 E+4 = 0,123457*10
4
  

 

  y = 0,0000123457 = 0,123457 E-4 = 0,123457*10
-4

  
 

παρατηρούµε πως το µέγιστο σχετικό σφάλµα αποκοπής: 

 

          100*0,5Ε-2          50 

  Εσχ (x) = ---------------------- =  ---------------------- % 

         0,123456789Ε+4      0,123456789Ε6 
 

             100*0,5Ε-10           50 

  Εσχ (y) = ----------------------- = ----------------------- % 

         0,123456789Ε-4          0,123456789Ε6 
 

είναι ακριβώς το ίδιο.  Βέβαια, αυτό δεν θα συνέβαινε εάν οι αριθµοί δεν είχαν ακρι-

βώς το ίδιο αντίστοιχο σηµαντικό ψηφίο.   Έτσι, οι αριθµοί:  x= 0,0098725 και  

y=1125,6  δεν θα έχουν το ίδιο σχετικό σφάλµα αποκοπής, µια και το σφάλµα του y 

θα είναι περίπου 9 φορές µεγαλύτερο.   Για το λόγο αυτό λέµε πως: Η αριθµητική 

σηµαντικών ψηφίων µας βοηθάει κατά την αποκοπή και στρογγύλευση ενός δε-

καδικού αριθµού να διατηρούµε στην ίδια τάξη µεγέθους το µέγιστο σχετικό 

σφάλµα αποκοπής, είτε αυτός έχει µεγάλη απόλυτη τιµή, είτε είναι πολύ κοντά 

στο µηδέν. 

 

 2ο)  Είναι φανερό πως οι υπολογιστές τσέπης, όπως επίσης και οι µεγάλοι υ-

πολογιστές, δεν δουλεύουν µε ακρίβεια δεκαδικών ψηφίων αλλά µε ακρίβεια σηµα-

ντικών ψηφίων.   Αυτή η σκέψη µας κάνει να αναρωτηθούµε για το κατά πόσο είναι 

ακριβές το τελευταίο ψηφίο που µας δίνεται από τον υπολογιστή τσέπης. Συνήθως 

είναι πράγµατι ακριβές γιατί οι περισσότεροι απ'αυτούς κρατούν στην εσωτερική τους 

µνήµη δύο ψηφία περισσότερα από αυτά που εµφανίζουν στην οθόνη τους. Ακόµη 

και όταν τους ζητούµε να εµφανίζουν µικρότερο αριθµό ψηφίων, αυτοί συνεχίζουν να 

κρατούν στην εσωτερική τους µνήµη την µέγιστη δυνατή ακρίβεια. 
 

 Με το κοµπιουτεράκι υπολογίζουµε: 133  = 11.53256260 
 

 Στον αριθµό αυτόν προσθέτουµε τον 0.000000002 ο οποίος µπορεί να γραφεί 

στις 10 θέσεις της οθόνης. Το αποτέλεσµα είναι ο αριθµός: 11.532562602 µε 11 ψη-

φία (χωρίς το τελευταίο ψηφίο να εµφανίζεται στην οθόνη). Υψώνω στο τετράγωνο 

και έχω: 

(11.532562602)
2
 = 133.0000001 
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που σηµαίνει πως το συγκεκριµένο κοµπιούτερ κρατάει στην µνήµη του ένα τουλάχι-

στον σηµαντικό ψηφίο περισσότερο από αυτά που εµφανίζει στην οθόνη του (το εν-

δέκατο ψηφίο πήρε µέρος στην πράξη). 

 

 

 

 

 1.A.8 Ασκήσεις. 
 

   1η) ∆ύο µεταβλητές x και y παίρνουν τις τιµές: 

x=1,2   και   y=1,200 

Θεωρείτε πως οι δύο µεταβλητές είναι ίσες ή όχι.   ∆ικαιολογείστε την απάντησή σας. 

 

   2η) Γνωρίζετε δύο πραγµατικούς αριθµούς µε ακρίβεια 6 σηµαντικών ψηφίων.   

Το µέγιστο σχετικό σφάλµα αποκοπής και στρογγύλευσης είναι ακριβώς ίδιο στους 

δύο αυτούς αριθµούς;   Αν όχι, από τι εξαρτάται; 

 

   3η) Έχουµε τους πραγµατικούς: 

x=2,758    και  y=3,426 

γνωστούς µε ακρίβεια (4 σηµαντικών) 3 δεκαδικών ψηφίων.   Το άθροισµα x+y  και 

το γινόµενο  xy ,  έχουν ακρίβεια πόσων (σηµαντικών) δεκαδικών ψηφίων;   (Υπόδει-

ξη: Απαντήστε µε τη βοήθεια παραδειγµάτων.) 
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KEΦΑΛΑΙO 2o 
 

 

2.Α ΤΟ ΣΥΜΠΤΩΤΙΚΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ. 

 

 

 2.Α.1. Γενικά για τα πολυώνυµα: 
 

 Οι πολυωνυµικές συναρτήσεις ή τα πολυώνυµα, όπως θα τις λέµε στο εξής χάρη 

της συντοµίας, είναι συναρτήσεις πολύ χρήσιµες στην Αριθµητική Ανάλυση, λόγω της 

απλότητάς τους (σε σύγκριση βέβαια µε άλλες ιδιαίτερα πολύπλοκες συναρτήσεις). 

Πριν όµως εξετάσουµε αναλυτικότερα τον τρόπο µε τον οποίο χρησιµοποιεί τα πολυώ-

νυµα η Αριθµητική Ανάλυση, αξίζει να ξαναθυµηθούµε µερικές ιδιότητές τους και να 

εξηγήσουµε το γιατί είναι τόσο αγαπητά. Ας ξεκινήσουµε από το δεύτερο.... 

 

 Είναι λοιπόν τα πολυώνυµα ιδιαίτερα αγαπητά γιατί: 
 

 α) Είναι συναρτήσεις συνεχείς σε όλο το R. 

 β) Είναι συναρτήσεις παραγωγίσιµες σ'όλο το R και η παράγωγός τους υπολογί-

ζεται αναλυτικά, πολύ εύκολα. 

 γ) Είναι συναρτήσεις ολοκληρώσιµες στο πεδίο ορισµού τους και το ολοκλήρω-

µά τους υπολογίζεται αναλυτικά πολύ εύκολα. 

 δ) Υπάρχουν αναλυτικές µέθοδοι για τον υπολογισµό των ριζών ενός πολυωνύ-

µου µέχρι και τρίτου βαθµού. 

 ε) Η συµπεριφορά τους είναι πολύ καλά γνωστή. 

 

 

 

 2.Α.2 Ιδιότητες των πολυωνύµων: 
 

 Οι πολυωνυµικές συναρτήσεις (π.σ.) έχουν πολλές και σηµαντικές ιδιότητες, από 

τις οποίες αναφέρουµε κάποιες, που θα µας φανούν ιδιαίτερα χρήσιµες στη συνέχεια: 

 

i. Η γενική µορφή µιας πολυωνυµικής συνάρτησης (π.σ.) ν-οστού βαθµού είναι η: 
 

π(χ) = ανχ
ν
 +αν-1χ

ν-1
 + .... +α1χ +α0 

 

ii. Το όριο της π(χ), όταν το χ τείνει στο άπειρο, ισούται µε το όριο του µεγιστοβάθ-

µιου όρου της π(χ):       [ ] [ ]νν
±∞→±∞→

χα=χπ
xx
lim)(lim    

iii. Μία π.σ. ν-ου βαθµού έχει ακριβώς ν ρίζες (πραγµατικές ή µιγαδικές). 

iv. Αν µία π.σ. έχει σαν ρίζα τον µιγαδικό αριθµό z=a+bi, τότε θα δέχεται σαν ρίζα 

και τον συζυγή του z=a-bi.  Η ιδιότητα αυτή στηρίζεται στην ιδιότητα των συζυ-

γών µιγαδικών, το γινόµενό τους να είναι πραγµατικός αριθµός.  Εποµένως ισχύει 

για κάθε π.σ. που έχει πραγµατικούς (και όχι µιγαδικούς) συντελεστές. 
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v. (Πόρισµα της προηγούµενης πρότασης) Αν µία π.σ. είναι περιττού βαθµού, τότε 

θα δέχεται υποχρεωτικά µία τουλάχιστον πραγµατική ρίζα.  

vi. Αν η π.σ.  π(χ) δέχεται σαν ρίζες τους αριθµούς ρ1 ,ρ2 ,..., ρν, τότε γράφεται µε τους 

παρακάτω δύο ισοδύναµους τρόπους (όπου τον δεύτερο τον ονοµάζουµε «γινόµε-

νο παραγόντων»): 

π(χ) = ανχ
ν
 +αν-1χ

ν-1
 + ... +α1χ +α0 

= αν(χ-ρ1)(χ-ρ2) .....(χ-ρν) 

vii. Αν η τιµή ρ είναι ρίζα της π.σ. π(χ), τότε αυτή θα διαιρείται µε το (χ-ρ), πράγµα 

που φαίνεται αµέσως εάν βάλουµε στο κλάσµα π(χ)/(χ-ρ), το π(χ) σαν γινόµενο 

παραγόντων. 

viii. Για τον καθορισµό µιας π.σ. ν-ου βαθµού, χρειάζονται ν+1 τυχαία σηµεία του επι-

πέδου Oxy (από τα οποία να µην διέρχεται πολυώνυµο µικρότερου του ν- βαθ-

µού).  Έτσι δύο σηµεία ορίζουν µία π.σ. 1
ου

 βαθµού (ευθεία), 3 σηµεία µια π.σ. 2
ου

 

βαθµού (παραβολή) κ.ο.κ.. 

ix. Εάν αναλύοντας σε γινόµενο παραγόντων την π.σ. προκύψει η επόµενη ανάλυση: 

π(χ) = αν(χ-ρ1)
2
(χ-ρ2)

3
(χ-ρ2)

4
 .....(χ-ρν)

 

        τότε λέµε πως η ρίζα ρ1 είναι βαθµού πολλαπλότητας δύο (διπλή), η ρ2 είναι βαθ-

µού πολλαπλότητας τρία (τριπλή), η ρ3 είναι βαθµού πολλαπλότητας τέσσερα (τε-

τραπλή), ενώ η ρν είναι απλή. 

x. Η γραφική παράσταση της π(χ) γύρω από µια ρίζα εξαρτάται από το βαθµό πολ-

λαπλότητας της ρίζας: 

 

Ηπολυωνυµική  συνάρτηση

-80

-60

-40

-20

0

20

40

60

80

-2 -1 0 1 2 3 4 5

 
 

Σχ. 2.Α.1: Γραφική παράσταση µιας π.σ. 10
ου

 βαθµού, µε ρίζες 

την ρ1=-1 (διπλή), ρ2= 0 (τριπλή), ρ3=2 (απλή) και ρ4=3 (τριπλή)  

και ρ5=4 (απλή).    Άρα έχουµε:  π(χ) = α10(χ+1)
2
χ

3
(χ-2)(χ-3)

3
(χ-4)   

 

 Στην προηγούµενη γραφική παράσταση παρατηρούµε πως η γραφική παράσταση 

της π(χ): 
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� στις απλές ρίζες τέµνει τον άξονα των χ υπό γωνία,  

� στις διπλές (όπως και στις τετραπλές, εξαπλές – άρα άρτιας τάξης ρίζες), εφά-

πτεται σ’αυτόν χωρίς να αλλάξει πρόσηµο, ενώ 

� στις τριπλές (όπως και στις πενταπλές, επταπλές – άρα περιττής τάξης ρίζες), 

εφάπτεται σ’αυτόν αλλάζοντας όµως πρόσηµο (µε τη µορφή του s). 

 

 

 2.Α.3 Παραδείγµατα:  
 

 

0

1

2

3

4

5

0 1 2 3
 

 

 

 Λύση: 

 

 α)  Σύµφωνα µε την ιδιότητα (viii) της προηγούµενης παραγράφου, 2 σηµεία του 

επιπέδου Oxy ορίζουν µία πολυωνυµική συνάρτηση 1ου βαθµού, έστω την 

y=π(χ)=αχ+β.   Το ότι η y=π(χ) περνάει από τα σηµεία Μ1 και Μ2, σηµαίνει ότι οι συ-

ντεταγµένες τους την επαληθεύουν. Άρα ισχύει το παρακάτω σύστηµα εξισώσεων: 
 

 

(Σ)
(∗)

                                             ⇒                            ⇒  

 

 Εποµένως, η πολυωνυµική συνάρτηση που επαληθεύεται από τις συντεταγµένες 

των σηµείων Μ1 και Μ2 είναι η: y = π(x) = 2χ-1. 

 

 β)  Αν και το θέµα αυτό αποτελεί βασικό θεώρηµα των πολυωνύµων εµείς θα 

επισηµάνουµε την µοναδικότητα της λύσης του συστήµατος (Σ). Πράγµατι, εάν υπήρχε 

                                                           
∗
 Η λύση του συστήµατος (Σ) στην γενική του µορφή: 

 y1   = αχ1  +β 

y2   = αχ2  +β 

δίνει τις παραµέτρους α και β συναρτήσει των συντεταγµένων των δύο σηµείων, Μ1 και 

Μ2.   Πρόκειται για τις γνωστές σχέσεις: 
 

       y
2  

-y
1
        y

1  
x

2  
-y

2   
x

1
 

α = ---------      και      β = --------------- 

       x
2  

-x
1
          x

2  
-x

1
 

 

 1ο) Έστω τα σηµεία Μ1=(1,1) και 

Μ2=(2,3) του επιπέδου Oxy. 

 

 α) Τι βαθµού είναι η πολυωνυµική συνάρ-

τηση y=π(χ) που περνάει από τα σηµεία αυτά;   

Να υπολογισθεί. 

 β) Υπάρχει άλλο πολυώνυµο 1ου βαθµ. 

που να περνά από τα σηµεία Μ1 και Μ2; 

 γ) Υπάρχει πολυώνυµο 2ου βαθµού που 

να περνά από τα σηµεία Μ1 και Μ2; 

 

Μ1:   y1 = αχ1 + β 

Μ2:   y2 = αχ2 + β 

1 = 1α + β 

3 = 2α + β 

α = 2 

β =-1 
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και άλλη πολυωνυµική συνάρτηση y=α'x+β', µε α≠ α' και β≠ β', που να επαληθεύονταν 

από τις συντεταγµένες των σηµείων Μ1 και Μ2, τότε τα α' και β' θα αποτελούσαν µια 

δεύτερη λύση του συστήµατος (Σ), πράγµα άτοπο (Αυτό θα ήταν ισοδύναµο µε το ότι 

δύο διαφορετικές ευθείες µπορούν να τέµνονται σε δύο σηµεία). 

 

 Φθάνουµε εποµένως στο συµπέρασµα: Η πολυωνυµική συνάρτηση y=π(χ)=2χ-

1 είναι η µοναδική πρωτοβάθµια πολυων.συνάρ. που περνάει από τα δύο σηµεία Μ1 

και Μ2 του επιπέδου Οxy. 

 

 

 γ) Έστω το σηµείο Μ3(3,1) του επιπέδου Οxy. Από τα τρία σηµεία Μ1,Μ2 και Μ3 

διέρχεται µόνο µία πολυωνυµική συνάρτηση 2ου βαθµού, έστω η: 

y=π(χ)=αχ
2
+βχ+γ. 

Όπως και προηγούµενα θα υπολογίσουµε τις παραµέτρους α, β και γ. 

 

  y1 = αχ1
2
 + βχ1 + γ    1α + 1β + γ = 1         α =-2  

 (Σ2)  y2 = αχ2
2
 + βχ2 + γ      ⇒  4α + 2β + γ = 3     ⇒       β = 8  

  y3 = αχ3
2
 + βχ3 + γ   9α + 3β + γ = 1         γ =-5 

 

 
-6

-4

-2

0

2

4

6

8

0 1 2 3 4

x

y

M1 και  Μ2

Η  ευθεία

Το τριώνυµο (∗)
 

 

 2ο) Έστω οι πραγµατικοί αριθµοί -2,1,3 και 4, πάνω στον άξονα των τετµηµένων 

(των χ).   Να βρεθεί µία πολυωνυµική συνάρτηση µε µοναδικές ρίζες τους πιο πάνω α-

ριθµούς: 

 

 Η ουσία της ερώτησης είναι: Να υπολογισθεί µιά π.σ. που να διέρχεται από τά 

τέσσερα σηµεία: Μ1(0,0), Μ2(0,1), Μ3(0,3) και Μ4(0,4). Πρόκειται λοιπόν για µία πο-

λυωνυµική συνάρτηση 3ου βαθµού;  Όχι.  Γιατί τα τέσσερα σηµεία είναι συνευθειακά.  

 Αν λοιπόν δεν θέλουµε την τετριµµένη λύση της ευθείας ψ=π(χ)=0, τότε κάθε 

φορά που έχουµε ν συνευθειακά σηµεία, δεν µπορούµε να τα προσεγγίσουµε µε πολυώ-

νυµο ν-1 βαθµού, αλλά µε πολυώνυµο ν-οστού βαθµού. Επειδή όµως έχουµε µόνον ν 

                                                           
∗
 Αρκεί να µην διαλέξουµε σαν τρίτο σηµείο Μ3 κάποιο συνευθειακό των Μ1 και Μ2, όπως 

για παράδειγµα το Μ3(3,5), οπότε θα καταλήξουµε και πάλι στην πολυων.συνάρτηση 1ου 

βαθµού y=2χ-1..... 
 

 Η π.σ.  
 

y=π(χ) = -2χ
2
+8χ-5  

 

είναι η µοναδική δευτεροβάθµια π.σ. 

που διέρχεται από τα σηµεία Μ1, Μ2 και 

Μ3.   ∆εν είναι όµως η µοναδική που 

περνά από τα δύο σηµεία Μ1 και Μ2.  

Αντίθετα υπάρχουν άπειρες π.σ., όπως 

άπειρες είναι και οι δυνατότητες επιλο-

γής του σηµείου Μ3
(*)

. 
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σηµεία, οδηγούµαστε όχι σε ένα µοναδικό πολυώνυµο σαν λύση, αλλά σε µία απειρία 

πολυωνύµων. 

 Χρησιµοποιώντας την µορφή γραφής της (στ) ιδιότητας της προηγούµενης παρα-

γράφου έχουµε: 
 

y = π(χ) = α(χ-ρ1)(χ-ρ2)(χ-ρ3)(χ-ρ4) = 

           = αχ(χ-1)(χ-3)(χ-4) = 

           = α[χ
4
 -8χ

3
 +19χ

2
 -12χ] 

  

π(χ)=αχ(χ-1)(χ-3)(χ-4)

-5

0

5

10

15

-1 0 1 2 3 4 5

χ

ψ
α=1

α=2

 
 

 

 

 2.Α.4 Το συµπτωτικό πολυώνυµο (σ.π.). 
 

 Ας υποθέσουµε πως σε ένα πίνακα τιµών (ή σε µία γραφική παράσταση), δίνο-

νται οι τιµές που παίρνει µία µη πολυωνυµική συνάρτηση y=y(x), για κάποιες τιµές της 

µεταβλητής x.   

 

xi       x0       x1        x2        x3      …….      xν-1      xν   

yi       y0       y1        y2        y3      …….      yν-1      yν   

 

Προφανώς ο πιο πάνω πίνακας περιέχει ν+1 σηµεία του επιπέδου Οxy, τα  (x0,y0), 

(x1,y1), …, (xν,yν),  που ορίζουν µια π.σ. ν-ου βαθµού.   Με τον όρο συµπτωτικό πο-

λυώνυµο (σ.π.) εννοούµε ένα πολυώνυµο π(x), που να παίρνει τις ίδιες ακριβώς τι-

µές µε την συνάρτηση f(x) σε κάποιες από τις τιµές του χ (ή σε όλες) που υπάρχουν 

στον πίνακα. 

 

 Παρατήρηση:  Εάν υποθέσουµε πως το πλήθος των σηµείων σύµπτωσης είναι ν, 

τότε το συµπτωτικό πολυώνυµο θα είναι ν-1 βαθµού.   Ονοµάζεται συµπτωτικό µια και 

οι τιµές που παίρνει συµπίπτουν µ’αυτές της συνάρτησης, φυσικά µόνο στα σηµεία σύ-

µπτωσης.  Ταυτόχρονα πρέπει να τονισθεί πως κάθε µεταβολή του πλήθους ή των ση-

µείων της συνάρτησης που επιλέγουµε για να ορίσουµε το συµπτωτικό πολυώνυµο, το 

µεταβάλλει εντελώς. 

 Παρατηρούµε πως το πο-

λυώνυµο: 
 

 π(χ) = α(χ+2)(χ-1)(χ-3)(χ-4) 
 

περνάει από τα σηµεία 
 

(0,-2), (0,1), (0,3) και (0,4), 
 

όποια και αν είναι η τιµή της πα-

ραµέτρου α, που δεν είναι παρά 

µία πολλαπλασιαστική παράµε-

τρος. 
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 Για το συµπτωτικό πολυώνυµο θα µιλήσουµε πολλές φορές στην συνέχεια. Άλ-

λωστε και στις προηγούµενες παραγράφους και ιδιαίτερα στο 1ο από τα παραδείγµατα 

ουσιαστικά ασχοληθήκαµε µε το πρόβληµα του συµπτωτικού πολυωνύµου και δείξαµε 

την πιο κλασσική µέθοδο υπολογισµού του, Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούµε µε 

µία άλλη µέθοδο υπολογισµού του συµπτωτικού πολυώνυµου, µε τη βοήθεια ενός πα-

ραδείγµατος. 

 

 

 Θεωρητικό παράδειγµα: 

 

x     -1      1      2       3 

f(x)     -7     -3     -1      9 

         

 

 

 

 Πρέπει να υπολογίσουµε µια πολυωνυµική συνάρτηση που να προσεγγίζει τέσ-

σερα σηµεία του επιπέδου Oxy.  Εποµένως το πολυώνυµο αυτό θα ναι 3ου βαθµού, ο-

πότε θα χρειαστεί να προσδιορίσουµε την τιµή τεσσάρων παραµέτρων. Η προηγούµενη 

µέθοδος µας οδηγεί σε ένα σύστηµα 4 γραµµικών εξισώσεων µε 4 αγνώστους, η λύση 

του οποίου απαιτεί πολλές αριθµητικές πράξεις.  Ας εξετάσουµε λοιπόν µία ταχύτερη 

και ευκολότερη µέθοδο: 

 

 Θέτουµε χ1=-1 ,  χ2=1 ,  χ3=2 ,  χ4=3.   Ορίζουµε το πολυώνυµο: 
 

π(χ) = α0 + α1(χ-χ1) + α2(χ-χ1)(χ-χ2) + α3(χ-χ1)(χ-χ2)(χ-χ3) = 

      = α0 + α1(χ+1) + α2(χ+1)(χ-1) + α3(χ+1)(χ-1)(χ-2) 
(∗∗∗∗)

. 

 

 Αυτή η γενική µορφή ενός πολυωνύµου, χρησιµοποιείται συχνά λόγω της ιδιότη-

τάς του 

   ο 2ος να µηδενίζεται για χ=χ1  

   ο 3ος να µηδενίζεται για χ=χ1 και χ2  

   ο 4ος να µηδενίζεται για χ=χ1, χ2 και χ3 

                                                           
∗
 Αξίζει να υπογραµµίσουµε πως η σχέση αυτή δεν είναι παρά µία άλλη έκφραση, του τυ-

χαίου τριτοβάθµιου πολυωνύµου. Πράγµατι οι εκφράσεις: 
 

  π(χ) = c3x
3
 + c2x

2
 + c1x + c0 και 

  π(χ) = α0 + α1(χ-κ) + α2(χ-κ)(χ-λ) + α3(χ-κ)(χ-λ)(χ-µ) 
 

όπου κ,λ,µ πραγµατικές σταθερές, είναι εκ ταυτότητας ίσες αν: 
 

 c3 = α3   ,    c2 = α2-α3(κ+λ+µ)  ,  

 c1 = α1+α3(κλ+λµ+µκ)     και c0 = α0-α1κ+α2κλ-α3κλµ  (ας γίνουν οι πράξεις) 
 

 Εποµένως ο πιο πάνω τρόπος γραφής αποτελεί µία άλλη µορφή του τριτοβάθµιου 

πολυώνυµου που δεν περιορίζει την γενικότητα. 
 

 Ο πίνακας 1.Α.1 περιέχει τις τιµές µιας 

συνάρτησης f(x) σε τέσσερις τιµές του χ.  Θέ-

λουµε να υπολογίσουµε ένα πολυώνυµο που να 

παίρνει τις ίδιες τιµές µε την συνάρτηση f(x), 

στις ίδιες τιµές του χ. 

 Πινακας 1.Α.1 
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 Εκµεταλλευόµενοι την ιδιότητα αυτή του πολυωνύµου υπολογίζουµε τις τιµές 

των παραµέτρων α0, α1, α2 και α3, δίνοντας στο χ τις τέσσερις τιµές του πίνακα 1.Α.1 

και εξισώνοντας κάθε φορά την τιµή του πολυωνύµου π(χ) µε την τιµή της συνάρτησης 

f(x), όπως αυτή δίνεται στον παραπάνω πίνακα. Με τον πρώτο υπολογισµό καθορίζουµε 

την τιµή της παραµέτρου α0.   Στον δεύτερο, χρησιµοποιώντας την τιµή του α0 που µό-

λις βρήκαµε, καθορίζουµε την τιµή της α1  κ.ο.κ.  

 

 π(-1) = -7 = α0       ⇒  α0 = -7 

 π(1)   = -3 = -7 + α1*2      ⇒  α1 = 2 

 π(2)   = -1 = -7 + 2*3 + α2*3 = -1 + 3α2    ⇒  α2 = 0 

 π(3)   =  9 = -7 + 2*4 + 0*4*2 + α3*4*2 = 1 + 8α3  ⇒  α3 = 1 

 

 Άρα η πολυωνυµική συνάρτηση y=π(χ) ισούται µε: 

 

y = π(χ) = α0 + α1(χ-χ1) + α2(χ-χ1)(χ-χ2) + α3(χ-χ1)(χ-χ2)(χ-χ3) = 

         = -7 + 2(χ+1) + 0(χ+1)(χ-1) + 1(χ+1)(χ-1)(χ-2) = 

         = -7 + 2(χ+1) + (χ+1)(χ-1)(χ-2) = 

         = χ
3
 - 2χ

2
 + χ - 3. 

 

 

 Παράδειγµα: 

 

 ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας της συνάρτησης y=συνx, για 4 σηµεία.   Να υπολο-

γισθεί το συµπτωτικό πολυώνυµο και να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης, 

του συµπτωτικού πολυωνύµου αλλά και των σηµείων σύµπτωσης. 

 
x 1,3 1,5 1,7 1,9 

cosx 0,267499 0,070737 -0,12884 -0,32329 

 

 Αρχικά ορίζουµε τη µορφή του σ.π.: 
 

π(χ) = α0 + α1(χ-χ1) + α2(χ-χ1)(χ-χ2) + α3(χ-χ1)(χ-χ2)(χ-χ3) 

       = α0 + α1(χ-1,3) + α2(χ-1,3)(χ-1,5) + α3(χ-1,3)(χ-1,5)(χ-1,7) 
 

 Κάνοντας τις πράξεις εύκολα υπολογίζουµε: 

π(1,3) = 0,267499  ⇒ α0 = 0,267499 

π(1,5) = 0,070737  ⇒ α1 = -0,983808 

π(1,7) = -0,12884   ⇒ α2 = -0,035251 

π(1,9) = -0,32329   ⇒ α3 = 0,165764 

 

 

 Αντικαθιστώντας τις τιµές των αj στο σ.π. έχουµε: 

 

π(χ) = 0,267499 - 0,983808(χ-1,3) - 0,035251(χ-1,3)(χ-1,5) + 0,165764(χ-1,3)(χ-1,5)(χ-1,7) 
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 Κάνοντας λοιπόν τη γραφική παράσταση έχουµε: 

 

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

-2 0 2 4 6

συνx

σ.π. π(x)

Σηµεία σύµπτωσης

 
 

 

 Παρατηρούµε πως το συµπτωτικό πολυώνυµο σχεδόν ταυτίζεται µε τη συνάρτη-

ση στις περιοχές που είναι σχετικά κοντά στα σηµεία σύµπτωσης (για 1<x<2.5), ενώ 

εκτός του διαστήµατος αυτού οι δύο παραστάσεις αποκλίνουν απόλυτα… 

 

 

 

 2.Α.5 Ασκήσεις. 

 

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50

-4 -2 0 2 4

 
 

xi    -1       0       1       2       3 

yi     3       3      -1      -3       3 

 

 

 

  1η) Στη διπλανή γραφ. παράσταση εµφα-

νίζεται µία πολυωνυµική συνάρτηση, της 

οποίας όλες οι ρίζες είναι πραγµατικές.   Να 

βρεθούν: 

• Ο βαθµός της πολ.συνάρτησης. 

• Το πλήθος των ριζών της. 

• Το είδος των ριζών της. 

  2η) Να υπολογισθεί το συµπτ. πολυώνυµο της 

συνάρτησης του διπλανού πίνακα.   
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  3η) Σχεδιάστε τα πολυώνυµα των οποίων ο βαθµός, καθώς και το πλήθος και το εί-

δος των ριζών τους δίνονται στον επόµενο πίνακα: 

    

 Βαθµός Είδος πραγµατικών ριζών 

1 2ος 1 (διπλή) 

2 3ος 1 (απλή)  και  1 (διπλή) 

3 3ος 1 (τριπλή) 

4 4ος 2 (διπλές) 

5 4ος 1 (απλή)  και  1 (τριπλή) 
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2.B TO ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ ΤΟΥ TAYLOR. 
 

 

 Το πρόβληµα της ανάπτυξης µιας συνάρτησης σε σειρά Taylor ίσως να είναι 

γνωστό στους περισσότερους. Η χρησιµότητά του όµως στην αριθµητική ανάλυση µας 

αναγκάζει να αναφερθούµε σ'αυτό εν συντοµία. 

 

 

 2.Β.1 Το πρόβληµα. 
 

 Ζητούµε να υπολογίσουµε µία πολυωνυµική συνάρτηση ψ=π(χ), η οποία να προ-

σεγγίζει την συνάρτηση ψ=f(χ) στην περιοχή
(∗)

 κάποιου σηµείου χο του πεδίου ορισµού 

της f, µε αποτέλεσµα να είναι, στην εν λόγω περιοχή, δυνατή η αντικατάσταση της συ-

νάρτησης f(χ) µε το πολυώνυµο π(χ). Το πολυώνυµο αυτό το αποκαλούµε πολυώνυµο 

Taylor, ή ανάπτυγµα σε σειρά Taylor της συνάρτησης f(χ) στην περιοχή κάποιου σηµεί-

ου χο.   Το σηµείο χο αποκαλείται κέντρο του αναπτύγµατος. 

 

 Η διερεύνηση του προβλήµατος, οδηγεί στα παρακάτω συµπεράσµατα: 

 

� το πολυώνυµο  θα πρέπει να παίρνει την ίδια τιµή µε τη συνάρτηση στο 

χο, δηλαδή: 

f(χο) = π(χο)  

� η κλίση του πολυωνύµου και της συνάρτησης στο σηµείο χο θα πρέπει να 

ταυτίζονται: 

 f'(χο) = π'(χο)  

� πως ο ρυθµός µεταβολής της κλίσης του πολυωνύµου και της συνάρτη-

σης στο χο (δηλαδή οι παράγωγοι 2
ης

 τάξης στο σηµείο χ0), θα πρέπει να 

ταυτίζονται: 

 f''(χο) = π''(χο)  

� πως σε τελική ανάλυση, οι τιµές των παραγώγων της συνάρτησης στο 

σηµείο χο θα πρέπει να είναι ίσες µε τις τιµές των αντιστοίχων παραγώ-

γων του πολυωνύµου: 

 

 f
(ν)

(χο) = π
(ν)

(χο)  

 

 Από τα παραπάνω προκύπτει άµεσα ο περιορισµός, σύµφωνα µε τον οποίο για να 

αναπτυχθεί µία συνάρτηση f(x) σε σειρά Taylor στην περιοχή του σηµείου χο, θα πρέπει 

να είναι παραγωγίσιµη µε συνεχείς παραγώγους στην περιοχή σύµπτωσης. 

 

 
                                                           
∗
 Με τον όρο περιοχή του σηµείου χο, εννοούµε ένα διάστηµα (υποσύνολο του R) της µορ-

φής: (χο -ε ,χο +ε) = Π(χο  ,ε), ένα διάστηµα δηλαδή µε κέντρο το σηµείο χο  και "ακτίνα" 

ίση µε ε.  
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 2.Β.2 Υπολογισµός του πολυωνύµου π(χ). 
 

 Θα διαλέξουµε την γενική µορφή του πολυωνύµου π(χ) µε τέτοιο τρόπο ώστε να 

διευκολύνονται οι πράξεις. Χωρίς λοιπόν να περιορίζεται η γενικότητα της λύσης διαλέ-

γουµε µια µορφή που θυµίζει αρκετά αυτήν που χρησιµοποιήσαµε στην παράγραφο 

1.Α.4: 
 

 π(χ) = α0 + α1(χ-χο) + α2(χ-χο)
2
 + α3(χ-χο)

3
 + .... + αν(χ-χο)

ν
 + ... 

 

 Σύµφωνα µε όσα λέχθηκαν στην προηγούµενη παράγραφο έχουµε πως: 
 

 f(χο) = π(χο) = α0       ⇒  α0 = f(χο) 

 f'(χο) = π'(χο) = [α1+2a2(x-xo)+3a3(x-xo)
2
+...]xo = a1   ⇒  α1 = f'(χο) 

f''(χο) = π''(χο) = [2a2+6a3(x-xo)+...]xo = 2a2    ⇒  α2 = f''(χο)/2 

........................................................ ................  ........................ 

f
(ν)

(χο) = π
(ν)

(χο) = ν!αν       ⇒  αν = f
(ν)

(χο)/ν! 

........................................................ ................   ........................ 

 

οπότε το πολυώνυµο του Taylor παίρνει την παρακάτω µορφή: 

 

          (χ-χο)
2
          (χ-χο)

3
             (χ-χο)

ν
 

π(χ) = f(χο) + (χ-χο)f'(χο) + --------f''(χo) + ---------f'''(χo) + ....+ ---------f
(ν)

(χο) +... 

            2!    3!               ν! 

 

 

 Τώρα πλέον µπορούµε να αντικαταστήσουµε στην περιοχή του χο την συνάρτηση 

f(χ) µε το πολυώνυµο. Φθάνουµε λοιπόν στις σχέσεις (όπου στην τελευταία αντικατα-

στάθηκε το χ-χο µε το h (χ=χο+h)): 

 

 

               (χ-χο)
2
              (χ-χο)

3
  

  f(χ) = f(χο) + (χ-χο)f'(χο) + ---------f''(χo) + ---------f'''(χo) + ... =  

        2!       3!  

                 (χ-χο)
j
  

        = Σ  --------- f(j)
(χο)  = 

          
 j=0

      j! 

          h
2
              h

3
  

        = f(χο) + h*f'(χο) + ----f''(χo) + ----f'''(χo) + ....  

         2!              3! 

 

Αξίζει να παρατηρήσουµε πως εάν ισχύει ο περιορισµός h=χ-χο<1, τότε η σειρά 

συγκλίνει ταχύτατα στην τιµή της f(χ), µέσα σε πολύ λίγους όρους (διότι το h
ν
 τείνει 

γρήγορα στο 0, όταν h<1). 
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 2.B.3. Το σφάλµα αποκοπής. 
 

 Παρατηρούµε πως το πολυώνυµο Taylor µιας συνάρτησης f(x), είναι µία σειρά 

µε άπειρους όρους. Στη συνέχεια θα δεχθούµε πως για τις στοιχειώδεις συναρτήσεις, η 

σειρά αυτή συγκλίνει στην συνάρτηση f(x), για κάθε χ που να ανήκει στο σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών.  

 Στην πράξη βέβαια δεν είναι δυνατό να χρησιµοποιηθούν παρά πεπερασµένου 

πλήθους όροι. Όλοι οι υπόλοιποι παραλείπονται (αποκόπτονται). Η χρήση όµως ενός 

µικρού αριθµού όρων, αυτόµατα µικραίνει το διάστηµα στο οποίο η σειρά µπορεί να 

προσεγγίσει τη συνάρτηση f(χ), το οποίο γίνεται µία περιοχή του χο, η ακτίνα της οποίας 

εξαρτάται από τον αριθµό των όρων που χρησιµοποιούνται. Στην πράξη µάλιστα, όπως 

ειπώθηκε ήδη, η απόλυτη τιµή του h=χ-χο είναι µικρότερη του 1  (Εάν  ¦ h ¦<1  ⇒   

h
6
<<1) .  

 Η τάξη του κάθε όρου καθορίζεται από τον εκθέτη της παρένθεσης (χ-χο), ή από 

την τάξη της παραγώγου f
(ν)

(x).  Έτσι λοιπόν όταν µιλάµε για ανάπτυγµα Τaylor στο 

οποίο διαγράφτηκαν όλοι οι µεγαλύτεροι της δεύτερης τάξης όροι, εννοούµε το: 

        h
2
 

 f(χο+h) = f(χο) + hf'(χο) + ----f''(χο) + Ο(h
3
) 

         2! 

 

 Είναι εποµένως σηµαντικό να έχουµε µία εκτίµηση για τη διαφορά που θα προ-

κύψει ανάµεσα στην τιµή του πολυωνύµου και την τιµή της συνάρτησης σε κάποιο ση-

µείο χ (της περιοχής του χο), η οποία θα οφείλεται στην αποκοπή των όρων της σειράς.  

 

 Ορίζουµε λοιπόν το σφάλµα αποκοπής Ε µε τη σχέση: Ε = f(χ)-π(χ). Είναι φανε-

ρό πως το σφάλµα Ε εξαρτάται από την τάξη ν του τελευταίου όρου της σειράς που 

κρατήθηκε στον υπολογισµό, από το σηµείο χ, αλλά και από την επιλογή του σηµείου 

χο. Αποδεικνύεται
(∗)

 πως το σφάλµα που προκύπτει από την αποκοπή όλων των όρων 

τάξης µεγαλύτερης του n, δίνεται από τη σχέση: 
 

           h
ν+1

 

 Ε(ν,χο,χ) = -------- f
(ν+1)

(ξ) 

          (ν+1)!  
 

όπου το ξ είναι κάποιο σηµείο (συγκεκριµένο µεν αλλά άγνωστο) ανάµεσα στα σηµεία χ 

και χο 
(**)

. 

 Αξίζει να παρατηρήσουµε πως ο τύπος του σφάλµατος θυµίζει έντονα τον ν+1 

όρο της σειράς. Σε τελική ανάλυση εποµένως ο ν+1 όρος του αναπτύγµατος Taylor απο-

τελεί µία προσέγγιση του σφάλµατος αποκοπής. 

 

                                                           
∗
 Η απόδειξη του τύπου που δίνει το Ε(χο  ,χ) ξεφεύγει από τα πλαίσια των σηµειώσεων 

αυτών. 
**

 Το ξ προέρχεται από την εφαρµογή του θεωρήµατος µέσης τιµής του διαφορικού λογι-

σµού. 
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 2.Β.4. Ανάπτυγµα κατά Mac-Laurin. 
 

 Στην ιδιαίτερη περίπτωση που αναπτύσσεται µία συνάρτηση f(χ) κατά Taylor στο 

σηµείο χο=0, το ανάπτυγµα ονοµάζεται ανάπτυγµα κατά Mac Laurin. Στην περίπτωση 

αυτή (η οποία άλλωστε χρησιµοποιείται και πιο συχνά) ο τύπος του αναπτύγµατος παίρ-

νει τη µορφή: 
 

          x
2
            x

3
  

 f(x) = f(0) + xf'(0) + ----f''(0) + ----f'''(0) + .... 

         2!            3!  

 

 2.Β.5. Παράδειγµα. 
 

 Να υπολογισθεί το ανάπτυγµα κατά Mac-Laurin της συνάρτησης y=f(x)=συνx. 

Με τη βοήθεια του αναπτύγµατος αυτού να υπολογισθεί µε ακρίβεια 6 δεκαδικών ψη-

φίων
(*)

 το συνηµίτονο της γωνίας φ=0.2 rad. Τέλος µε τη βοήθεια του υπολογιστή να 

επιβεβαιωθεί το αποτέλεσµα. 

 

 Λύση:  
 

 Εφ'όσον ζητιέται το ανάπτυγµα κατά Mac-Laurin, αναπτύσσουµε µε κεντρικό 

σηµείο το χο=0: 
 

   

Πίνακας παραγώγων 

 

 y = συνχ  ⇒  yo = [συνχ]ο = 1 

 y' =-ηµχ  ⇒  yo' = [-ηµχ]o = 0 

 y'' =-συνχ  ⇒  yo'' = [-συνχ]ο =-1 

 y''' = ηµχ  ⇒  yo''' = [ηµχ]ο = 0 

 y
(4)

 = συνχ  ⇒  yo
(4)

 = [συνχ]o = 1 

 y
(5)

 =-ηµχ  ⇒  yo
(5)

 = [-ηµχ]o = 0 

 y
(6)

 =-συνχ  ⇒  yo
(6)

 = [-συνχ]o =-1  

 κ.λ.π. 

 

       Καταλήγουµε εποµένως στο ανά-

πτυγµα: 

                         χ
2
       χ

4
      χ

6
 

συνχ = 1 -  ---- + ---- -  ---- + .... 

                         2!       4!      6! 

 

ενώ το σφάλµα αποκοπής είναι ίσο µε: 

                            χ
ν+1

 

Ε(n,χ) = --------- συν
(ν+1)

(ξ) 

                          (ν+1)! 

 

 

 Παρατηρούµε πως η απόλυτη τιµή του σφάλµατος αποκοπής είναι πάντα µικρό-

τερη της ποσότητας: 

Μ =    χ
ν+1

/(ν+1)!  

 

µια και η τιµή του συν
(ν+1)

(ξ) ανήκει πάντα στο διάστηµα [-1,1]. Θα θεωρήσουµε εποµέ-

νως πως το Μ αποτελεί µια εκτίµηση (απαισιόδοξη) του σφάλµατος αποκοπής. 

                                                           
*
 Αναφερόµαστε σε ακρίβεια δεκαδικών ψηφίων και όχι σηµαντικών µια και γνωρίζουµε 

καλά την τάξη µεγέθους του αριθµού που αναζητούµε (Το συν0.2 (rad) είναι κοντά στο 1). 
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 Ας υπολογίσουµε τώρα το συν(0.2) µε τη βοήθεια του αναπτύγµατος: 
 

    0.2
2
     0.2

4
      0.2

6
  

συν(.2) = 1 -  ----- + -----  -  ------ = 1 - .02 + 6.6666667*10
-5

 - 8.8888889*10
-8

 = 

     2     24      720 
 

    = .98 διατηρώντας όρους µέχρι και 2ης τάξης, 

    = .980066667 διατηρώντας όρους µέχρι και 4ης τάξης, 

    = .980066577778 διατηρώντας όρους µέχρι και 6ης τάξης,  

 

 

 Τέλος η ποσότητα Μ παίρνει τις τιµές: 
 

Μ2 =.2
3
/3! =.0013333 Μ4 =.2

5
/5! =.00000266667 Μ6 = 2

7
/7! = 2.5397*10

-9
 

 

όπου το Μi δίνει το µέγιστο σφάλµα αποκοπής της κάθε µιας από τις παραπάνω προ-

σεγγίσεις.  

 

 

 Με δεδοµένο ότι η ακριβής τιµή είναι η:  

συν(0.2 rad) = 0.9800665778412 

και συµβολίζοντας µε Σi το πραγµατικό σφάλµα αποκοπής στην περίπτωση που διατη-

ρήσαµε µέχρι i-ης τάξης όρους, έχουµε: 
 

  Σ2 = 0.9800665778412 - 0.98 = 0.00006657784... 

  Σ4 = 0.9800665778412 - 0.980066667 =-0.0000000888254... 

  Σ6 = 0.9800665778412 - 0.980066577778 = 0.0000000000634... 
 

 Παρατηρούµε πως σε κάθε περίπτωση το µέγιστο σφάλµα αποκοπής Μi παραµέ-

νει µεγαλύτερο από το πραγµατικό. 

 
 

 

 2.Β.6. Γενικός τρόπος χρήσης του αναπτύγµατος του Mac Laurin. 

 

 Η γενική µορφή του αναπτύγµατος του Mac Laurin αναφέρεται σε σύνθετες συ-

ναρτήσεις, στις οποίες µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα ήδη γνωστά αναπτύγµατα, 

διευκολύνοντας πολύ τους υπολογισµούς.   Για παράδειγµα το ανάπτυγµα της συνάρτη-

σης συν(π(x)), εάν η π(x) είναι πολυωνυµική συνάρτηση για την οποία ισχύει πως 

π(0)=0,  δίνεται από τη σχέση: 

 
2 4 6( ) ( ) ( )

( ( )) 1 ...
2! 4! 6!

x x x
x

π π π
συν π = − + − +  

 

από την οποία προκύπτει ο τρόπος χρήσης του αρχικού αναπτύγµατος της συνάρτησης 

συνx.   Το ίδιο αποτέλεσµα, προφανώς, προκύπτει και µε πράξεις, οι οποίες όµως είναι 

συχνά ιδιαίτερα περίπλοκες. 
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2.B.7. Επίλυση ορισµένων ολοκληρωµάτων  

 µε τη βοήθεια των αναπτυγµάτων. 
 

 Συχνά, όταν σε ένα ολοκλήρωµα, η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση αποτελείται 

από ένα τµήµα πολυωνυµικό και ένα τµήµα µη πολυωνυµικό, αντικαθιστούµε το µη 

πολυωνυµικό τµήµα µε το ανάπτυγµά του (κατά Taylor) και ολοκληρώνουµε το πολυώ-

νυµο που προκύπτει. 

 

 Παραδείγµατα: 

 1
ο
) Να υπολογισθεί η τιµή του ολοκληρώµατος:  

2
1

0

x
e dxΙ = ∫  

 Λύση: Πρόκειται για ένα ορισµένο ολοκλήρωµα, για το οποίο δεν υπάρχει το 

αντίστοιχο αόριστο.  Πράγµατι δεν υπάρχει συνάρτηση η οποία παραγωγιζόµενη να 

δώσει τη συνάρτηση 
2

x
e .   Παρόλα αυτά θα προσπαθήσουµε να υπολογίσουµε το αόρι-

στο και το ορισµένο ολοκλήρωµα, µε τη βοήθεια των αναπτυγµάτων.  Αρχικά ας υπο-

λογίσουµε το ανάπτυγµα της εν λόγω συνάρτησης: 

 Με δεδοµένο το ανάπτυγµα:  
 

2 3

1 ...
2! 3!

x x x
e x= + + + +    έχουµε 

( ) ( ) ( )2

2 3
2 2

21 ...
2! 3!

x
x x

e x= + + + +   οπότε το αόριστο ολοκλήρωµα γίνεται: 

 

( ) ( ) ( )2

2 3
2 2 3 5 7

21 ... ...
2! 3! 3 2!5 3!7

x
x x x x x

e dx x dx x

 
 = + + + + = + + + +
 
 

∫ ∫  

 

 Συχνά, η µοναδικότητα του αναπτύγµατος της κάθε συνάρτησης, µας κάνει, ανα-

φερόµενοι σ’ αυτό, να µιλάµε για το δακτυλικό αποτύπωµα της εν λόγω συνάρτησης.  

Παρατηρούµε λοιπόν πως το αόριστο ολοκλήρωµα της 
2

x
e  έχει ανάπτυγµα (αποτύπω-

µα) ενώ δεν έχει αναλυτική έκφραση.  Αντικαθιστώντας στη συνέχεια στο ανάπτυγµα τα 

όρια ολοκλήρωσης, βρίσκουµε το αποτέλεσµα του ορισµένου ολοκληρώµατος, µε όση 

ακρίβεια θελήσουµε: 

 

2

11 3 5 7

0 0

1 1 1 1
... 1 ... 0

3 2!5 3!7 3 2!5 3!7 4!9

x x x x
e dx x

 
= + + + + = + + + + + − = 
 

∫  

 

1 0.33333 0.1 0.023809524 0.00462963 0.000757576= + + + + + +  

 

   0.000106838 0.0000132275 0.00000145892 1.4626516+ + + =  

 

όπου αναγκαστήκαµε να φτάσουµε στον 9
ο
 όρο για να επιτύχουµε µια ακρίβεια της τά-

ξης του 0,000001. 
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 2
ο
) Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα:  Ι = 

1

0

∫ x
2
 e

 -x
 dx    µε ακρίβεια  ε=0,001 

 

 Λύση: Πρόκειται για ένα πρόβληµα αντίστοιχο του προηγουµένου, όπου βρί-

σκουµε άµεσα το ανάπτυγµα της e
-x

, και στη συνέχεια το αντικαθιστούµε στο ολοκλή-

ρωµα.   Βέβαια, το συγκεκριµένο ολοκλήρωµα λύνεται και αναλυτικά, κι έτσι µπορούµε 

να βεβαιωθούµε για το ακριβές αποτέλεσµα. 

 

  Εύκολα αποδεικνύεται πως το ανάπτυγµα Taylor της συνάρτησης e
-x

 δίνεται 

από την παρακάτω σχέση: 
 

e
-x

 = 1 - x + x
2
/2! - x

3
/3! + ... 

                    1                                          1
   

Ι =        x
2
 e

 -x
 dx  =        x

2
 (1 - x + x

2
/2! - x

3
/3! + ...) dx = 

     0            0         
 
                    1

                                          x
3
   x

4
      x

5
       x

6
        x

7
        x

8                      1
 

  =       (x
2
 – x

3
 + x

4
/2! - x

5
/3! + ...) dx =  --- - --- + ------ - ------ + ------ - ------- +… 

     0                                          3    4     5*2!    6*3!    7*4!    8*5!           0 
 

   =  1/3 – 1/4  + 1/10 – 1/36 + 1/168 – 1/960 =  0,1605 

 

 Παρατηρούµε πως σταµατήσαµε τον υπολογισµό στον όρο 1/960,  (περίπου 

0,001), θεωρώντας ιδιαίτερα µικρότερους της απαιτούµενης ακρίβειας τους επόµενους 

όρους.   Επιλύοντας το ολοκλήρωµα µε την κλασσική µέθοδο (διπλή κατά παράγοντες 

ολοκλήρωση) βρίσκουµε: 
 
                    1                                                                                1

   

Ι =       x
2
 e

 -x
 dx = -e

 –x
 (x

2
 + 2x + 2)          = -5e

-1
 + 2 =  0,1606 

     0                                           0         
 

 Εποµένως, το απόλυτο σφάλµα είναι µικρότερο της απαιτούµενης ακρίβειας, 

κάτι που δείχνει πως ο απλός τρόπος εκτίµησης του απόλυτου σφάλµατος του αναπτύγ-

µατος (σταµατούµε όταν φθάνουµε σε όρο µικρότερο ή ίσο της απαιτούµενης ακρί-

βειας) είναι αρκετά αποτελεσµατικός. 

 

 

 2.Β.8. Ασκήσεις. 
 

  1η)  Να αποδειχθεί πως ισχύουν τα παρακάτω αναπτύγµατα: 

     i)  e
χ
 = 1 + χ + χ

2
/2! + χ

3
/3! + ... 

    ii)  ηµχ = χ - χ
3
/3! + χ

5
/5! - .... 

   iii)  ln(χ+1) = χ - χ
2
/2 + χ

3
/3 - χ

4
/4 + ... 

    iv)  
2 3 4 5

2 3 4 5

1 1 1* 3 1* 3* 5 1* 3* 5 * 7
1 1 ...

2 2 2! 2 3! 2 4! 2 5!

x x x x
x x+ = + − + − + −   
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   2η)  Με τη βοήθεια των αναπτυγµάτων των συναρτήσεων e
χ
, ηµχ και συνχ να αποδει-

χθεί ο τύπος του Euler: 

e
ix
 = συνx + iηµx 

 

   3η)  Ολοκληρώστε το ανάπτυγµα της συνάρτησης ψ=f(χ)=ηµχ και δείξτε πως επιλέ-

γοντας την σταθερά ολοκλήρωσης  c, σαν -1, οδηγείστε στο ανάπτυγµα της συνάρτησης 

ψ=f(χ)=-συνχ. 

 

   4η) Να υπολογίσετε, µε ακρίβεια ε=0,001,  την τιµή του ολοκληρώµατος: 

         1 

    Α  =      xln(x+1) dx 

           0  
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2.Γ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ. 
 

 2.Γ.1 Γενικά. 

 

 Στο κεφάλαιο αυτό θα προσπαθήσουµε να δώσουµε µιά απάντηση στο πρόβληµα 

του προσδιορισµού της ή των ριζών µιας εξίσωσης f(x)=0. Για την επίλυση του παλαιού 

αυτού προβλήµατος, υπάρχουν πολλές µέθοδοι ανάµεσα από τις οποίες διαλέγουµε κά-

θε φορά αυτήν που µας επιβάλλει η φύση του προβλήµατος αλλά και τα υλικοτεχνικά 

µέσα που διαθέτουµε.  Για παράδειγµα, κάποιοι παράγοντες που µπορούν να καθορί-

σουν τον αλγόριθµο λύσης είναι... 
 

 α) Αν είναι εύκολος ο αναλυτικός υπολογισµός της παραγώγου f'(x). 

 β) Αν είναι εύκολο να υπολογίζεται η τιµή της συνάρτησης f(x) στα σηµεία του 

πεδίου ορισµού. 

 γ) Αν έστω και χοντρικά είναι γνωστή η περιοχή µέσα στην οποία υπάρχει η ρίζα 

της συνάρτησης f που ψάχνουµε. 

 δ) Αν η τιµή της κλίσης της f (δηλαδή η f') είναι µεγαλύτερη ή µικρότερη κατ' 

απόλυτη τιµή του 1. 

 ε) Αν η ρίζα που αναζητούµε είναι περιττής ή άρτιας τάξης. 

 στ) Αν έχουµε στη διάθεσή µας υπολογιστή. κ.λ.π. 

 

 Ένας όµως από τους παράγοντες που µπορεί να βοηθήσει σε µεγάλο βαθµό την 

δουλειά αυτή, είναι η εµπειρία µας πάνω στη συµπεριφορά των συναρτήσεων. Αν για 

παράδειγµα ζητούµε όλες τις ρίζες της συνάρτησης:  f(x) = x
2
 – xlnx -5, πρέπει να θυ-

µόµαστε πως: 
 

� [ ]
0

ln 0lim
x

x x
→

=     (δοκιµάστε µε De l’ Hopital) 

� [ ]
0

( ) 5lim
x

f x
→

= −  

� [ ] 2( )lim lim
x x

f x x
→∞ →∞

 = = ∞   

 

Όπου η τελευταία σχέση δείχνει πως όταν το x τείνει στο άπειρο, η ποσότητα x
2
 

είναι σαφώς ισχυρότερη από την  xlnx.   Με τα δεδοµένα αυτά καταλαβαίνουµε πού 

περίπου µπορούµε να περιµένουµε την ύπαρξη µιας ρίζας (ή τριών σε ειδικές περιπτώ-

σεις) που θα παρουσιάζει η συνάρτηση µια και πρέπει υποχρεωτικά µε τρόπο συνεχή 

(είναι συνεχής για x>0) να περάσει από τις αρνητικές τιµές που παίρνει στην περιοχή 

του µηδενός, σε θετικές… 

 

  

 2.Γ.2 Μέθοδος γραµµικής παρεµβολής (regula falsi). 
 

  Με την µέθοδο αυτή υπολογίζουµε µόνον περιττής τάξης ρίζες. Στο ξεκίνηµά της 

προϋποθέτει:  

(α) πως έχουµε βρει δύο σηµεία χ1 και χ2 του πεδίου ορισµού της f(x) στα οποία 

οι τιµές της f είναι ετερόσηµες και  

(β) πως η συνάρτηση f(Χ) είναι συνεχής στο διάστηµα [χ1,χ2] ∈ Π.Ο.  
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Έχουµε δηλαδή: 

f(x1)f(x2) < 0  

 

Εποµένως η f έχει τουλάχιστον µιά ρίζα περιττής τάξης ανάµεσα στα δύο σηµεία χ1 και 

χ2, έστω η χ=ξ. 

 

 
 

2 1 1
3 1

1 2

( ) ( )

( ) ( )

x x f x
x x

f x f x

−
= +

−
 
(∗)

 

 

 Θα προσπαθήσουµε τώρα να βρούµε την σχετική θέση της ρίζας χ=ρ της συνάρ-

τησης f ως προς το σηµείο χ3. ∆ιακρίνουµε τρείς περιπτώσεις:  

 

 

 

 

Αν συµβαίνει... 
 

...ή ισοδύναµα 
 

Θέση της ρίζας ρ 

 

1η 

 

f(χ3)*f(χ1) > 0 

 

f(χ3)*f(χ2) < 0 

 

ξ ∈ (χ3,χ2) 

2η f(χ3)*f(χ2) > 0 f(χ3)*f(χ1) < 0 ξ ∈  (χ1,χ3) 

3η f(χ3)*f(χ1) = 0 f(χ3)*f(χ2) = 0 ξ = χ3  

 

 

 Έτσι λοιπόν επαναλαµβάνουµε µερικές φορές την προηγούµενη διαδικασία κα-

ταλήγοντας σε µία ακολουθία χ3, χ4, χ5, ... η οποία συγκλίνει στο ρ. Ο υπολογισµός ό-

ρων της ακολουθίας αυτής σταµατά όταν η ρίζα ρ προσεγγιστεί µε την ζητούµενη ακρί-

βεια, όταν δηλαδή το διάστηµα στο οποίο περιορισθεί η ρίζα γίνει µικρότερο ή ίσο µε το 

διπλάσιο της απαιτούµενης ακρίβειας. 

 

 

                                                           
∗
 Η οµοιότητα των τριγώνων µας οδηγεί στην σχέση: 

 

3 1 3 11 1

2 3 2 2 1 1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

x x x xf x f x

x x f x x x f x f x

− −
= ⇒ =

− − − −
 

 

απ' όπου προκύπτει η σχέση για το x3 .. 

                      M1 

      f(x1)   

                                    f(x) 

 

 

                                                    x3         x2   

                      x1                      ξ                          x 

 

     f(x2) 

                                                                 M2  

 Η µέθοδος του υπολογισµού 

της ρίζας της συνάρτησης f µε γραµ-

µική παρεµβολή, προσπαθεί να µειώ-

σει µε διαδοχικά βήµατα το διάστηµα 

που την περιέχει. Ξεκινώντας από τα 

σηµεία χ1 και χ2, υπολογίζω το σηµείο 

χ3, που είναι το σηµείο τοµής του ευ-

θύγραµµου τµήµατος Μ1Μ2 µε τον 

άξονα των χ µε την βοήθεια της σχέ-

σης:  
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 2.Γ.3 Η µέθοδος του Newton. 
 

 

 (α) Το πρόβληµα και η ερµηνεία του τύπου: 
 

 Για τον υπολογισµό µιας πραγµατικής ρίζας της συνάρτησης  y=f(x), θα πρέπει 

να ισχύουν οι εξής προϋποθέσεις: 

 

• H f(x) πρέπει να είναι συνεχής και παραγωγίσιµη, σε µία περιοχή (π0), γύρω από τη 

ρίζα ξ, που αναζητούµε. 

• Γνωρίζουµε µια πρώτη προσέγγιση x1, της ρίζας ξ, η οποία ανήκει στην π0. 
 

 

X

Y

 
 

 

 

 

 

 

 Στη συνέχεια, υιοθετώντας σαν προσεγγιστική ρίζα το χ2, επαναλαµβάνουµε τις 

πράξεις του τύπου, υπολογίζοντας µια νέα προσέγγιση χ3  κ.ο.κ..  Αυτή η διαδικασία 

σταµατά όταν η διαφορά ανάµεσα στην προηγούµενη και στην τελευταία προσέγγιση 

πλησιάζει την απαιτούµενη ακρίβεια. 

 

 

 (β) Απόδειξη του τύπου. 

 

 Η ευθεία ε (στο προηγούµενο σχήµα) είναι εφαπτοµέµνη της καµπύλης της f(χ), 

στο σηµείο (χ1 , f(χ1)).   Εποµένως ο συντελεστής κατεύθυνσής της (η κλίση της) θα εί-

ναι ίσος µε την εφφ, αλλά και µε την παράγωγο της συνάρτησης στο σηµείο χ1.  Από το 

µικρό τριγωνάκι που σχηµατίζεται προκύπτει η σχέση: 
 

1
1

1 2

( )
'( )

f x
f x

x x
εφθ= =

−
    ⇒     x x

x

x

f

f
2 1

1

1

= −
(

' (

)

)
 

 

 

 Τότε η τιµή x2, που προ-

κύπτει από τον επόµενο τύπο, 

είναι (κατά κανόνα) µια καλύτε-

ρη προσέγγιση της ρίζας ξ, 

απ’ότι ήταν η x1. 

 

x x
x

x

f

f
2 1

1

1

= −
(

' (

)

)
 

 

 Η γεωµετρική ερµηνεία 

του τύπου φαίνεται στο διπλανό 

σχήµα, όπου παρατηρούµε πως 

η νέα προσέγγιση της ξ (η χ2) 

γίνεται µε την ευθεία που εφά-

πτεται στην καµπύλη της f(x) 

στο σηµείο:  (χ1 , f(χ1)) 

      ξ        χ 2            χ 1    

Η γεωµετρική ερµηνεία του 

τύπου του Newton. 

f(χ) 

 

 ε 

f(χ1) 

 θ 
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 Παρατηρήσεις:  
 

 1η) Ο τύπος του Newton δεν µπορεί να λειτουργήσει όταν η παράγωγος της συ-

νάρτησης f, στο x1, ή σε κάποιο άλλο από τα xj, είναι ίσο µε το µηδέν (ή, στην πράξη, 

πολύ κοντά στο µηδέν).  Αν διαπιστωθεί πως κάτι τέτοιο συµβαίνει, τότε πρέπει να αλ-

λαχθεί η πρώτη προσεγγιστική τιµή x1. 

 

 

 

 

 

     f(χ1) 

 
.              χ2  
                     ξ        χ1   

 

 

 

 

 

 Εάν τώρα θεωρήσουµε πως υπάρχει η λάθος και η σωστή πλευρά προσέγγισης θα 

πούµε τα εξής: 

 

• Όταν η καµπύλη της f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω, βολεύει να ξεκινούµε δεξιά της 

ρίζας (εκεί όπου η συνάρτηση παίρνει θετικές τιµές). 

• Όταν η καµπύλη της f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω, βολεύει να ξεκινούµε αριστε-

ρά της ρίζας (εκεί όπου η συνάρτηση παίρνει αρνητικές τιµές). 

 

 Τα προηγούµενα µπορούν να ειπωθούν και ως εξής:  Η πρώτη προσέγγιση χ1  

βρίσκεται από τη «σωστή» πλευρά της ρίζας ξ, όταν ισχύει η σχέση: 

 

f(χ1)f ‘’(χ1) > 0  
(∗)

  

 

 

 (γ) Παράδειγµα. 

 

 Να υπολογισθεί µία ρίζα της συνάρτησης: 

 y = f(x) = x
3
 - xLn(x) - e

-x
 - 20        [ x 〉 0 ] 

µε ακρίβεια ε=0,00001 

 

 

                                                           
∗
  Να θυµίσουµε πως όταν η δεύτερη παράγωγος µιας συνάρτησης είναι θετική, αυτή στρέ-

φει τα κοίλα προς τα άνω, ενώ εάν είναι αρνητική, στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω. 
 

 2η) Στην περίπτωση του δι-

πλανού σχήµατος, η πρώτη προσέγγι-

ση της ρίζας ξ (χ1) οδηγεί στην χ2, η 

οποία βρίσκεται από την άλλη πλευρά 

της ρίζας.  Στην περίπτωση αυτή είναι 

δυνατό η απόλυτη τιµή της συνάρτη-

σης στο χ2 να είναι µεγαλύτερη της 

τιµής στο χ1.   Αυτό είναι τελικά φυ-

σιολογικό και το αντιλαµβανόµαστε 

από την αλλαγή του προσήµου της 

τιµής της f. 
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 Ένας αναγνώστης που έχει ευχέρεια στην «αναγνώριση» και την κατανόηση των 

µαθηµατικών συναρτήσεων, θα ξεχώριζε ενδεχόµενα πως στη συνάρτηση:    f(x)  = χ
3
 - 

χLn(χ) - e
-x

 - 20 
 

• όταν το χ αυξάνει, ο ισχυρότερος όρος (µεγαλύτερος σε τιµή) είναι ο χ
3
.    Όλοι οι 

υπόλοιποι είναι είτε πολύ µικροί (ο e
-x

), είτε σταθεροί (ο -20), είτε αύξοντες µεν αλλά 

ασθενέστεροι του χ
3
 (ο χLn(χ)). 

• τα κοίλα στρέφονται προς τα άνω ( για χ µεγαλύτερο του 1) 

• η ρίζα πρέπει να είναι κοντά στο 3 (όπου το χ
3
 αντισταθµίζει το -20) 

 

 Θεωρώντας όµως πως ο αναγνώστης δεν έχει την ευχέρεια να «αναγνωρίζει» τις 

µαθηµατικές συναρτήσεις, ξεκινούµε κάνοντας έναν µικρό πίνακα τιµών της συνάρτη-

σης: 
 

χk           1            2            3 

yk      -19,37    -13,52      3,65 

 

 Στη συνέχεια παραγωγίζουµε τη συνάρτηση f: 
 

y’ = f ’(x) = (x
3
 - xLn(x) - e

-x
 - 20)’ = 3x

2
 - Ln(x) + e

-x
 - 1 

 

οπότε ο τύπος του Newton (που υπολογίζει το χ2 από την πρώτη προσέγγιση χ)   γίνεται: 
 

            x
3
 - xLn(x) - e

-x
 - 20 

x2  =  x -  --------------------------- 

             3x
2
 - Ln(x) + e

-x
 - 1 

 

Τέλος κατασκευάζουµε τον παρακάτω πίνακα τιµών, στον οποίο συµµετέχουν 

όλες οι ποσότητες που παίρνουν µέρος στον τύπο, ξεκινώντας από την τιµή χ=3 (βρί-

σκεται από τη σωστή πλευρά σύµφωνα µε τα προηγούµενα): 

 

x= 3 2,853539 2,845262 2,845236 

f= 3,654376 0,18572 0,000572  

f '= 24,95117 22,43713 22,299  

 

 Θεωρούµε πως έχουµε υπολογίσει τη ρίζα µε την απαιτούµενη ακρίβεια, όταν η 

απόσταση ανάµεσα στην τελευταία προσέγγιση (χν) και στην προηγούµενη (χν-1) είναι 

κατ’ απόλυτη τιµή µικρότερη από την απαιτούµενη ακρίβεια: 

1x xν ν ε−− <  

Βέβαια, µια ισχυρή ένδειξη ακρίβειας είναι και η τιµή της συνάρτησης f(χν) (δη-

λαδή πόσο κοντά είναι στο µηδέν), µόνο που δεν είναι απόλυτη ένδειξη για το πόσο κο-

ντά  είµαστε στην ρίζα που αναζητούµε.  

Αξίζει επίσης να παρατηρήσουµε πως η ακρίβεια της κάθε επόµενης προσέγγισης 

βελτιώνεται κατά δύο επιπλέον δεκαδικά… 

από τον οποίο προκύπτει πως η ρίζα βρίσκε-

ται στο διάστηµα (2 , 3), στα άκρα του οποί-

ου η f παίρνει τιµές ετερόσηµες. 
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 Για παράδειγµα, στο πιο πάνω γράφηµα, η συνάρτηση εµφανίζει 2 ρίζες, στο χ=1 

και στο χ=3.  Και όσον αφορά στο χ=1, η τιµή της f(χ) είναι ικανοποιητικός δείκτης για 

την ακρίβεια υπολογισµού της ρίζας (όταν, δηλαδή, το f(χ) πλησιάζει στο µηδέν, τότε 

και η προσέγγιση της ρίζας χν πλησιάζει όµοια την ρίζα.   Αντίθετα, στην περιοχή του 

χ=3, έχουµε την τιµή της f(χ) να είναι πολύ κοντά στο µηδέν, ενώ η προσέγγιση της ρί-

ζας να είναι ακόµη ιδιαίτερα µακριά απ’ αυτήν. 

 

 

 (δ) ∆ιαχείριση του τύπου του Newton, µε το Excel. 

 

 Αναζητούµε λοιπόν όλες τις πραγµατικές ρίζες µιας συνάρτησης f(χ).   Αρχικά, 

µια και το Excel µας δίνει τη δυνατότητα να κάνουµε εύκολα ακριβείς γραφικές παρα-

στάσεις, αξίζει να κάνουµε τη γραφική παράσταση της f(χ).   [Προφανώς δηµιουργούµε 

έναν πίνακα τιµών της f(χ), στο πεδίο ορισµού που µας ενδιαφέρει, τον οποίο µετατρέ-

πουµε σε γραφική παράσταση…] 

 Το κύριο πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε κατά την αναζήτηση µιας πραγµατικής 

ρίζας της f(χ), είναι να δηµιουργήσουµε έναν πίνακα τιµών σαν τον παρακάτω, ο οποίος 

θα περιέχει τις διαδοχικές προσεγγίσεις της ρίζας ξ, καθώς και τις τιµές f(x) και f ’(x). 

 

Πίνακας τιµών. 
 

 D E F G 

1 x1  x2 = x1 -f(x1)/f’(x1) x3 = x2 -f(x2)/f’(x2) x4 = .... 

2 f(x1) f(x2) .... .... 

3 f’(x1) f’(x2) .... .... 

4     

 

 

 Βέβαια, τα κελιά έχουν διαλεχθεί στην τύχη.   Η διαδικασία που θα ακολουθηθεί 

είναι η εξής: 
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1. Τοποθετούµε την πρώτη προσεγγιστική τιµή χ1, στο κελί D1. 

2. Τοποθετούµε τον τύπο της συνάρτησης f(x),  στο κελί D2,  χρησιµοποιώντας σαν 

µεταβλητή την τιµή του κελιού D1. 

3. Τοποθετούµε τον τύπο της παραγώγου της συνάρτησης f’’(x), στο κελί D3, χρησι-

µοποιώντας και πάλι σαν µεταβλητή την τιµή του κελιού D1. 

4. Τοποθετούµε τέλος στο κελί  E1, τον τύπο:  = D1 - D2/D3. 

5. Μαυρίζουµε τα κελιά D2 - D3, και σύρουµε την κάτω δεξιά γωνία, µία στήλη πιο 

δεξιά, έτσι ώστε να υπολογισθούν οι τιµές f(x2) και f’(x2). 

6. Τελειώνουµε  τη  δηµιουργία του πίνακα,  µαυρίζοντας την περιοχή:  Ε1;E3,  και 

σύροντας την κάτω δεξιά γωνία προς τα δεξιά. 

 

 

 Παρατηρήσεις: 

 

 1η) Αλλάζοντας την τιµή του κελιού D1 (δηλ. του x1), µεταβάλλονται όλες οι 

τιµές του πίνακα, όπως άλλωστε θα έπρεπε να συµβεί. 

 2η) Αλλάζοντας τους τύπους των κελιών D2 και D3, µε µια νέα συνάρτηση και 

την παράγωγό της και σέρνοντάς τους προς τα δεξιά, υπολογίζουµε την (ή τις) ρίζα της 

νέας συνάρτησης. 

 

 

 ε) Παραδείγµατα:   

 

 1
ο
) Να υπολογισθεί µία ρίζα της συνάρτησης: 

 

y = f(x) = 
2

33 12 5
x

e x x− + +  

  

-250

-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

200

250

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12

 
 

 ∆ουλεύοντας µε τον τρόπο που περιγράφηκε στην προηγούµενη παράγραφο και 

τοποθετώντας στα κατάλληλα κελιά την συνάρτηση και την παράγωγό της: 

y’ = f ’(x) = 
2

23
2

3 12
3

x

e x− +  

 

Αρχικά,  κάνουµε  τη γραφική 

παράσταση της  f(x),  όπου 

παρατηρούµε πως  η  f έχει 4 

απλές ρίζες, οι οποίες είναι 

(κατά προσέγγιση) ίσες µε: 
 

ρ1 = -3 

ρ1 = -0,4 

ρ1 = 4,1 

ρ1 = 10,3 
 

όλες βαθµού πολλαπλότητας 1. 
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κατασκευάζουµε τον παρακάτω πίνακα τιµών: 
 

x= -3 -3,2592034 -3,2276743 -3,22716778 -3,2271677 -3,22716765 

f(x)= -3,86466 0,62400162 0,0097137 2,4911E-06 1,634E-13 0 

f '(x)= -14,9098 -19,791315 -19,176127 -19,1662917 -19,166289  

 

πράγµα που σηµαίνει πως η δοθείσα συνάρτηση έχει στην περιοχή του σηµείου -3 την 

ρίζα ρ1=-3,22716765, όπου όλα τα ψηφία είναι σωστά…    

Εάν είχαµε ξεκινήσει από ένα λάθος σηµείο: χ = 2 (σηµείο που βρίσκεται αρκετά 

κοντά στο τοπικό ελάχιστο της περιοχής), τότε η επόµενη πρόβλεψη θα ήταν πολύ µα-

κριά από τη ρίζα που ψάχνουµε.  Αυτό γίνεται φανερό από τον επόµενο πίνακα τιµών 
 

x= 2 -7,8033099 -5,5385926 -4,18298964 -3,48938655 -3,25591922 

f(x)= 24,79367 386,522157 108,46371 28,0570806 5,711159204 0,55910909 

f '(x)= 2,529112 -170,67126 -80,011416 -40,4512046 -24,4623484  

 

όπου η 2
η
 προσέγγιση αποµακρύνεται σηµαντικά από τη ρίζα, για να επιστρέψει ξανά 

κοντά της µετά από πέντε περιστροφές. 

 

Τώρα, εάν αντικαταστήσουµε την 1
η
 προσέγγιση (χ=-3) µε τις προσεγγίσεις των 

υπολοίπων ριζών, παίρνουµε αµέσως τις τρεις επόµενες ρίζες (µε 9 σωστά δεκαδικά 

ψηφία):  

1
η
 προσέγγιση Ρίζα 

-0,4 -0,486513177 

4,1 4,123363116 

10,3 10,31304647 

 

 

 

 Παρατηρήσεις: 

 

 1η) Οι τιµές της συνάρτησης f, πλησιάζουν πολύ σύντοµα στο µηδέν.  ∆εν συνέ-

βη κάτι τέτοιο µονό κατά την πρώτη «περιστροφή» του τύπου, όπου όµως παρατηρούµε 

πως υπήρξε αλλαγή προσήµου (υπήρξε πέρασµα από την άλλη πλευρά της ρίζας, όπως 

αναφέρθηκε σε προηγούµενη παρατήρηση). 

 2η) Η ακρίβεια της προσέγγισης της ρίζας δεν κρίνεται από το πόσο κοντά στο 

µηδέν πλησιάζει η τιµή της f (χρησιµοποιείται µόνον ενδεικτικά), αλλά από την από-

σταση ανάµεσα σε δύο διαδοχικές προσεγγίσεις ( dx = xj - xj-1 ).  Για άλλη µία φορά πα-

ρατηρούµε πως σε κάθε επανάληψη του τύπου, η προσέγγιση βελτιώνεται κατά δύο δε-

καδικά ψηφία. 
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 2
ο
) Να υπολογισθούν και οι τρεις ρίζες της τριτοβάθµιας π.σ.:  

π(χ)= χ
3
 + 2χ

2
 – 4χ + 5 

 

-15
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0
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20
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x -3,5 -3,533333333 -3,532842573 -3,532842466 

f(x) 0,625 -0,009481481 -2,07115E-06 -1,03029E-13 

f ‘(x) 18,75 19,32 19,31155965  
 

την ρίζα  ρ = -3,532842466.  

 

 ii) Υπολογισµός των δύο µιγαδικών ριζών: Όπως είπαµε, εάν η τιµή ρ είναι ρίζα της 

π.σ.  π(χ), τότε αυτή θα διαιρείται µε τον παράγοντα (χ-ρ).   Οπότε, µετά τη διαίρεση, το πηλίκο 

θα είναι µια π.σ. 2
ου

 βαθµού, το οποίο θα έχει ρίζες τις υπόλοιπες δύο  ρίζες του π(χ): 

 

1 2 3
2 3

1 1

( )( )( )( )
( )( ) ( )

( )
x

χ ρ χ ρ χ ρπ χ
χ ρ χ ρ πηλικο

χ ρ χ ρ
− − −

= = − − =
− −

 

 

 Άρα εκτελούµε τη διαίρεση της π(χ) µε τον παράγοντα   (χ+3,532842466): 

 

χ
3
 +          2χ

2
  –         4χ   +             5                   χ  +  3,532842466 

 

     -[χ
3
 +3,532842466 χ

2
]      χ

2
 – 1,532842466χ 

 

            - 1,532842466 χ
2
 –    4χ  +            5 

        - [- 1,532842466 χ
2
  

 

 

 2.Γ.4 Άσκηση:  

 

 ∆ίνεται η πολυωνυµική συνάρτηση:    ψ = f(x) = x
4
 -3x

3
+2x 

 

     i) Τι µορφή πιστεύετε πως θα έχει η γραφική της παράσταση;   Πόσα τοπικά µέγι-

στα και πόσα τοπικά ελάχιστα θα διαθέτει;  Αιτιολογείστε την απάντησή σας. 

    ii) Υπολογίστε τα σηµεία όπου η f(x) παίρνει ακρότατες τιµές. 

   iii) Να κάνετε µια πρόχειρη γραφική παράσταση.                    

 Λύση: Αρχικά, κάνουµε έναν πίνακα τιµών και τη 

γραφική παράσταση της π(χ).    Από αυτήν διαπιστώνου-

µε πως η π(χ) έχει µία µόνο πραγµατική ρίζα (στην περιο-

χή του 3,5 και δύο µιγαδικές… 

 

 i) Υπολογισµός της πραγµατικής ρίζας: Χρησι-

µοποιούµε τον τύπο του Newton  
 

3 2

1 1 1
2 1 2

1 1

2 4 5

3 4 4

x x x
x x

x x

+ − +
= −

+ −
 

 

και µε πρώτη προσέγγιση το χ1= -3,5   έχουµε: 
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2.∆. ΕΠΙΛΥΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ. 

 

 

 2.∆.1 Υπενθυµίσεις για τα γραµµικά συστήµατα. 

 

 Το πρόβληµα της λύσης των γραµµικών συστηµάτων έχει ήδη αντιµετωπισθεί 

στο µάθηµα των Μαθηµατικών Ι.   Το µεγάλο όµως ενδιαφέρον που παρουσιάζει, µας 

αναγκάζει να ασχοληθούµε εν συντοµία, προσανατολίζοντας το ενδιαφέρον του ανα-

γνώστη στην επεξεργασία του προβλήµατος µε το Excel.  Στη συνέχεια, θα θεωρήσουµε 

πως ο αναγνώστης γνωρίζει για τις ορίζουσες και τον τρόπο υπολογισµού τους. 

 

 

 α) Ορισµός ενός γραµµικού συστήµατος. 

 

 Οι ν-επόµενες εξισώσεις ορίζουν ένα σύστηµα µε k-αγνώστους: 

 

   α11x1 + α12x2 + α13x3 + ..... + α1kxk = β1  

   α21x1 + α22x2 + α23x3 + ..... + α2kxk = β2  

   α31x1 + α32x2 + α33x3 + ..... + α3kxk = β3             (1) 

   .......................................................... 

   αv1x1 + αv2x2 + αv3x3 + ..... + αvkxk = βv  

 

 Αναζητούµε τις k-άδες αριθµών της µορφής: 

(λ1, λ2, λ3, ..., λk) 

οι οποίες να επαληθεύουν το σύστηµα (1), και οι οποίες ονοµάζονται λύσεις του γραµ-

µικού συστήµατος (1). 

 

 Ξεχωρίζουµε τις περιπτώσεις: 

 

1. k ≻  ν, όπου οι άγνωστοι είναι περισσότεροι από τις εξισώσεις.  Ως γνωστόν, στην 

περίπτωση αυτή δεν µπορούµε να βρούµε µία και µόνη λύση, αλλά καταλήγουµε 

σε µία συνάρτηση k-ν µεταβλητών, άρα σε άπειρες λύσεις (άπειρες k-άδες αριθ-

µών που επαληθεύουν το σύστηµα (1)). 

2. k = ν.   Στην περίπτωση αυτή (όταν οι k-εξισώσεις είναι γραµµικά ανεξάρτητες µε-

ταξύ τους), αποδεικνύεται πως υπάρχει ακριβώς µία λύση για τους αγνώστους xj.  

3. k ≺  ν, όπου οι εξισώσεις είναι περισσότερες από τους αγνώστους.  Στην περίπτω-

ση αυτή, παίρνουµε τις k πρώτες εξισώσεις, τις επιλύουµε και διαπιστώνουµε το 

εάν συναληθεύουν για τη λύση που βρήκαµε οι υπόλοιπες ν-k εξισώσεις. 

 

 Στη συνέχεια, θα θεωρήσουµε πως το πλήθος των αγνώστων είναι ακριβώς ίσο 

µε το πλήθος των εξισώσεων. 
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 γ) Επίληση των γρ.συστηµάτων µε τη βοήθεια οριζουσών. 

      ∆ιερεύνηση. 

 

 Ορίζουµε την ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων: 

 

  α11    α12     α13    ....     α1v 

  α21    α22     α23    ....     α2v 

       ∆ = α31    α32     α33    ....     α3v 

  ..................................... 

  αv1    αv2     αv3    ....     αvv 

 

 

  β1    α12     α13    ....     α1v 

  β2    α22     α23    ....     α2v 

    ∆x1 = β3    α32     α33    ....     α3v 

  ..................................... 

  βv    αv2     αv3    ....     αvv 

 

 

 

xj =  ∆xj /∆ 

 

 

 Η διερεύνηση του προβλήµατος έχει να κάνει µε την τιµή της ορίζουσας των συ-

ντελεστών των αγνώστων:  ∆.    ∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις: 

 

i) ∆ ≠ 0.   Στην περίπτωση αυτή έχουµε µία και µοναδική λύση του συστήµατος.   

Είναι η περίπτωση που κυρίως µας ενδιαφέρει. 

ii) ∆ = 0  και  ∆xj = 0 για κάθε j.   Στην περίπτωση αυτή το σύστηµα καλείται αό-

ριστο και έχει άπειρες λύσεις.  Συµβαίνει όταν οι εξισώσεις του συστήµατος δεν 

είναι γραµµικά ανεξάρτητες. 

iii) ∆ = 0  και ένα τουλάχιστον  ∆xj ≠  0.   Στην περίπτωση αυτή το σύστηµα καλεί-

ται αδύνατο και δεν έχει καµµία  λύση. 

 

 

 

 δ) Παράδειγµα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

η οποία συµβολίζεται µε το ∆, διότι παί-

ζει το ρόλο της διακρίνουσας κατά τη 

διερεύνηση της λύσης. 

 Στη συνέχεια, ορίζουµε τις ορί-

ζουσες:   ∆x1 , ∆x2 ,..., ∆xv, οι οποίες 

προκύπτουν από την ∆, όταν αντικατα-

σταθεί η στήλη των συντελεστών του 

αντίστοιχου αγνώστου, µε τη στήλη των 

σταθερών όρων.  Σαν παράδειγµα δίνε-

ται δίπλα η ορίζουσα ∆x1. 

 

 Ως γνωστό, η λύση του συστήµα-

τος δίνεται από τις ν-σχέσεις: 

2x - 4y =  5     (Σ1) 

4x - 8y = 10 

 

 

2x - 4y =  5      (Σ2) 

4x - 8y = -3 

 

 Το σύστηµα  (Σ1) είναι αόριστο, µια και η 2η εξίσωση 

προκύπτει από την 1η µε ένα πολλαπλασιασµό επί 2.   Άρα 

δεν έχουµε σύστηµα 2 εξισώσεων µε δύο αγνώστους αλλά µία 

συνάρτηση y=f(x). 

 Αντίθετα το σύστηµα (Σ2) είναι αδύνατο.   Τπ αριστε-

ρό µέλος της 2ης εξίσωσης προέρχεται απ’αυτό της 1ης, ενώ 

το β’µέλος της είναι λανθασµένο (αδύνατο). 
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 2.∆.2 Η µέθοδος Gauss-Cholevsky. 

 

 Πρόκειται για µια εκδοχή της µεθόδου η οποία διδάσκεται στο Λύκειο, µε την ονο-

µασία «µέθοδος του επαυξηµένου πίνακα».  Ορίζουµε λοιπόν τον επαυξηµένο πίνακα του 

συστήµατος (1).   Πρόκειται για τον πίνακα των συντελεστών των αγνώστων, στον οποίο 

έχει προστεθεί η στήλη των σταθερών όρων βi.    

 

      α11   α12  α13  .......  α1ν    β1  

      α21   α22  α23  .......  α2ν    β2  

           G =    α31   α32  α33  .......  α3ν    β3  

      .......................................... 

      αν1   αν2  αν3  .......  ανν    βν   

 

 Ουσιαστικά πρόκειται για µια απεικόνιση του συστήµατος (1), γιαυτό και ισχύουν 

οι παρακάτω ιδιότητες, οι οποίες καθορίζουν κάποιες επιτρεπτές πράξεις που συχνά ονο-

µάζονται «επιτρεπτές γραµµοπράξεις». 

 

i) Μπορούµε να αντιµεταθέσουµε τις γραµµές του G, όπως θα µπορούσαµε να αλλάξουµε 

τη σειρά µε την οποία εµφανίζονται οι εξισώσεις του συστήµατος (1).  Αντίθετα απο-

φεύγουµε να αντιµεταθέσουµε τις στήλες του G, µια και θα αντιστοιχούσαν σε αντιµε-

τάθεση των µεταβλητών του (1). 

 

ii) Μπορούµε να πολλαπλασιάσουµε οποιαδήποτε γραµµή του G µε κάποιο σταθερό α-

ριθµό, (η κάθε γραµµή συµβολίζει µια εξίσωση -ισότητα- της οποίας τα µέλη µπορούν 

να πολλαπλασιασθούν επί έναν σταθερό αριθµό).  Αντίθετα δεν πολλαπλασιάζουµε τα 

στοιχεία µιας στήλης. 

 

iii)Μπορούµε να αντικαταστήσουµε µία γραµµή µε το γραµµικό συνδυασµό αυτής µε κά-

ποιες άλλες (π.χ. να πολλαπλασιάσουµε κάποια γραµµή µε ένα σταθερό αριθµό και να 

την προσθέσουµε σε µιαν άλλη). 

 

 Βασισµένοι στις προηγούµενες ιδιότητες, µετατρέπουµε τον προηγούµενο πίνακα 

στον: 

     1    0    0   .....  0    ω1  

     0    1    0   .....  0    ω1  

    G = 0    0    1   .....  0    ω3       

     ................................. 

     0    0    0   .....  1    ων  

 

που ισοδυναµεί µε το σύστηµα-λύση των εξισώσεων (1): 

 

x1 = ω1 ,   x2 = ω2 ,   x3 = ω3  ,   ...... ,   xν = ων 

 

 Η διαδικασία αυτή περιγράφεται αναλυτικά στη συνέχεια, όταν περιγράφουµε την 

επίλυση µε τη βοήθεια του Excel. 
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 2.∆.3 Οι ορίζουσες και τα γρ.συστήµατα στο Excel. 

 

 α) Μαθηµατικές υπενθυµίσεις. 
 

 Η ορίζουσα ενός τετραγωνικού πίνακα Α, είναι ένα βαθµωτό µέγεθος που προσαρ-

τάται στον πίνακα.  Πρόκειται δηλαδή για µία τιµή που αποδίδεται σ’έναν πίνακα και 

προκύπτει από πράξεις ανάµεσα στα στοιχεία του.    Συµβολίζεται µε την έκφραση: 

det(Α)  =    Α  

 

 Υπολογίζεται µε την ανάπτυξη της ορίζουσας κατά τα στοιχεία µιας γραµµής ή 

µιας στήλης.   Για να συµβεί αυτό πρέπει να δοθεί ο επόµενος ορισµός: 

 

 Ονοµάζουµε ελάσσονα ορίζουσα του τυχαίου στοιχείου α  ij, της ορίζουσας 

det(Α), την ορίζουσα Αij, η οποία προκύπτει από την det(Α) µε την αφαίρεση των στοι-

χείων της i-γραµµής και της j-στήλης, της γραµµής δηλαδή και της στήλης του στοιχείου 

αij.   

 

 Έχουµε λοιπόν πως η ορίζουσα det(Α) αναπτύσσεται ως εξής: 

 

det(Α) = (-1)
i+1
αi1 Ai1 + (-1)

i+2
αi2 Ai2 + ... + (-1)

i+v
αiν Aiν  

 

 

 Ο υπολογισµός όµως µιας ορίζουσας µε τη µέθοδο του αναπτύγµατος σε ορίζουσας 

µικρότερης τάξης είναι ιδιαίτερα επίπονος, για ν µεγαλύτερο του 4.  Γιαυτό επιχειρούµε 

να την υπολογίσουµε στηριζόµενοι στις παρακάτω ιδιότητες: 

 

i)  Η τιµή µιας ορίζουσας αλλάζει πρόσηµο κάθε φορά που αντιµεταθέτουµε µία γράµµη 

µε κάποια άλλη (το ίδιο συµβαίνει και µε αντιµετάθεση δύο στηλών). 

ii)  Η τιµή µιας ορίζουσας δεν µεταβάλλεται εάν στα στοιχεία κάποιας γραµµής προσθέ-

σουµε τα αντίστοιχα στοιχεία κάποιας άλλης γραµµής, πολλαπλασιασµένα επί τον ίδιο 

σταθερό αριθµό. 

iii)  Η τιµή µιας ορίζουσας, της οποίας τα στοιχεία που βρίσκονται πάνω ή (και) κάτω από 

την κύρια διαγώνιο είναι όλα ίσα µε το µηδέν, ισούται µε το γινόµενο των στοιχείων 

της διαγωνίου. 

 

 

 Χρησιµοποιώντας τις προηγούµενες ιδιότητες, προσπαθούµε να µηδενίσουµε τα 

στοιχεία που βρίσκονται κάτω από την κύρια διαγώνιο. Αρχικά, µηδενίζουµε, µε το στοι-

χείο α11 (το πρώτο της πρώτης γραµµής), τα πρώτα στοιχεία των παρακάτω γραµµών (τα 

α21, α31 κ.λ.π.).   Ο µηδενισµός του στοιχείου  α21  επιτυγχάνεται πολλαπλασιάζοντας την 

πρώτη γραµµή µε τη σταθερά: 

 

  κ = -α21/α11,  

 

και προσθέτοντας τα στοιχεία της στα αντίστοιχα της δεύτερης: 
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       *-α21/α11  α11   α12  α13  .......  α1µ       *-α31/α11 

       α21   α22  α23  .......  α2µ  

      Α =      α31   α32  α33  .......  α3µ  

       ................................... 

       αν1   αν2  αν3  .......  ανµ  

 

 Στη συνέχεια, µε παρόµοιο τρόπο, το στοιχείο α22 (αυτό που θα προκύψει µετά τις 

προηγούµενες πράξεις στη θέση αυτή), µηδενίζει τα κάτω απ’αυτό στοιχεία (τα α32, α42, 

κ.λ.π.).   Εάν συµβεί το στοιχείο α22 να είναι ίσο µε το µηδέν, τότε αντιµεταθέτουµε τη 2η 

σειρά µε κάποια από τις παρακάτω, έτσι ώστε το α22 να γίνει διάφορο του µηδενός.  Εάν 

αυτό είναι αδύνατο να συµβεί, οπότε το α22 θα είναι ούτως ή άλλως µηδέν, συµπεραίνουµε 

πως η τιµή της ορίζουσας είναι µηδέν (γινόµενο των στοιχείων της διαγωνίου από τα ο-

ποία το ένα θα είναι µηδέν). 
 

 

 β) Εφαρµογή στο Excel. 
 

 Στο φύλλο του Excel θα επιχειρήσουµε να ορίσουµε έτσι τις πράξεις, ώστε να είναι 

δυνατό να τις επεκτείνουµε µηχανικά.   Και πάλι είναι σηµαντικό να σκεφθούµε τις πρά-

ξεις που θέλουµε να ορίσουµε σε κάθε κελί.   Στο παρακάτω σχεδιάγραµµα δίνονται οι 

επιθυµητές πράξεις για έναν πίνακα 3x3. 

 

 A B C D E F 

1       

2  2 3 4   

3 A= 1 -2 3 =  

4  3 2 2   

5       

6  =B2 =C2 =D2   

7 = =B3-B2*B3/B2 =C3-C2*B3/B2 =D3-D2*B3/B2   

8  =B4-B2*B4/B2 =C4-C2*B4/B2 =D4-D2*B4/B2   

9       

10       

 

 Μια προσεκτικότερη µατιά µας επιτρέπει να αντιληφθούµε πως οι απαιτούµενες 

ενέργειες είναι οι παρακάτω: 

 

i) Ορισµός του κελιού Β6 (=Β2), 

ii) σύρσιµο του κελιού Β6, έως το τέλος της 1ης γραµµής του πίνακα. 

iii) Τοποθέτηση του τύπου που αντιστοιχεί στο κελί Β7 (=B3-B2*B3/B2). 

iv) Τοποθέτηση του συµβόλου $,  στις συντεταγµένες των κελιών που εµφανίζονται στο 

κελί Β7 (προηγούµενη ενέργεια), έτσι ώστε σύροντας το κελί προς τα δεξιά (ώς το 

τέλος της γραµµής), και στη συνέχεια ολόκληρη τη γραµµή προς τα κάτω, να υπολο-

γίζονται όλα όσα θέλουµε. 
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 Από τις προηγούµενες ενέργειες, µόνον η (iv) θέλει κάποια σκέψη, που νοµίζουµε 

πως αξίζει τον κόπο...   Στη συνέχεια µε τον ίδιο τρόπο µηδενίζονται και τα υπόλοιπα 

στοιχεία, έτσι ώστε η τιµή της ορίζουσας να δίνεται από το γινόµενο των στοιχείων της 

διαγωνίου.   

 

 

 Σαν άσκηση, λοιπόν, υπολογίστε την ορίζουσα του παρακάτω πίνακα. 

 

 

 Α Β C D E F G H I J K 

1            

2  1 2 1 0  1 2 1 0  

3  2 2 3 1 = 0 -2 1 1 = 

4  3 1 5 1  0 -5 2 1  

5  2 1 3 2  0 -3 1 2  

6            

7  1 2 1 0  1 2 1 0  

8  0 -2 1 1 = 0 -2 1 1 = 2 

9  0 0 -0,5 -1,5  0 0 -0,5 -1,5  

10  0 0 -0,5 0,5  0 0 0 2  

11            

 

 

 

 

 γ) Λύση γραµµικών συστηµάτων µε το Excel. 

 

 Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούµε µε τον «προγραµµατισµό» της µεθόδου 

των Gauss-Cholevsky, µε το Excel.   Η µαθηµατική περιγραφή της µεθόδου έχει ήδη γίνει.   

Το µόνο που µένει να πούµε είναι πως ο µηδενισµός των συντελεστών του επαυξηµένου 

πίνακα, στο Excel, γίνεται όµοια µε το µηδενισµό των συντελεστών της ορίζουσας, στην 

προηγούµενη παράγραφο. 

 

 Στη συνέχεια, σας ζητούµε να υπολογίσετε τη λύση του συστήµατος: 

 

     2x1  -   x2 + 3x3 + 4x4 =   2 

       x1  - 2x2 + 2x3 +   x4 = -13 

     3x1 + 3x2 + 2x3 + 4x4 =  30 

    -2x1  - 3x2 + 4x3 + 6x4 = -17 

 

 Αξίζει να προσπαθήσετε να παρακολουθήσετε τη σειρά των πράξεων που σας προ-

τείνουµε στη συνέχεια, όπου σε κάθε πέρασµα κάνουµε δύο δουλειές: Μονάδα το στοιχείο 

της διαγωνίου και µηδενισµό των υπολοίπων της στήλης.  Αξίζει επίσης να τονίσουµε πως 

µε τον ίδιο τρόπο µηδενίζουµε και το άνω τριγωνικό τµήµα του πίνακα των συντελεστών, 

µια και το Excel επιτρέπει το προς τα πάνω «σύρσιµο»... 
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 A B C D E F G H I J K L 

1             

2 2 -1 3 4 2 1 -0,5 1,5 2 1 

3 1 -2 2 1 -13 = 0 -1,5 0,5 -1 -14 = 

4 3 3 2 4 30 0 4,5 -2,5 -2 27 

5 -2 -3 4 6 -17 0 -4 7 10 -15  

6            

7 1 -0,5 1,5 2 1 1 -0,5 1,5 2 1 

8 0 1 -0,333 0,667 9,333 = 0 1 -0,333 0,667 9,333 = 

9 0 0 -1 -5 -15 0 0 1 5 15 

10 0 0 5,667 12,667 22,333 0 0 0 -15,667 -62,667 

11            

12 1 -0,5 1,5 0 -7 1 -0,5 0 0 0,5 

13 0 1 -0,333 0 6,6667 = 0 1 0 0 5 = 

14 0 0 1 0 -5 0 0 1 0 -5 

15 0 0 0 1 4 0 0 0 1 4 

16            

17    1 0 0 0 3     

18    0 1 0 0 5     

19    0 0 1 0 -5     

20    0 0 0 1 4     

21             

 

 Τελειώνοντας το φύλλο εργασίας (έχοντας υπολογίσει σωστά τα αποτελέσµατα) 

ξαναεπιχειρείστε να υπολογίσετε τη λύση του συστήµατος: 

 

      x1  -  2x2 + 3x3 + 4x4 =   38 

     5x1  - 6x2 + 7x3 + 8x4 =   70 

     9x1 + 8x2 + 7x3 + 6x4 =  186 

    -5x1  - 4x2 + 3x3 + 2x4 =    0 

 

 

 

 2.∆.4 Συστήµατα εξισώσεων 2 µεταβλητών. 

 

 α) Μαθηµατική ανάλυση: 

 

 Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούµε µε τη λύση 2 µη γραµµικών εξισώσεων, 

µε 2 αγνώστους.   Ας υποθέσουµε λοιπόν πως έχουµε το πιο κάτω σύστηµα: 

f(x,y) = 0 

g(x,y) = 0 

 

όπου οι συναρτήσεις f και q (συναρτήσεις 2 µεταβλητών) συµβολίζουν το αριστερό µέ-

λος των εξισώσεων.    

(Σ1) 
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 Για το σύστηµα αυτό υπάρχει µία ορίζουσα (∆), που ονοµάζεται Ιακωβιανή, η 

οποία είναι ιδιαίτερα σηµαντική και  που ορίζεται µέσω των µερικών παραγώγων των 

συναρτήσεων f και g, ως προς τις µεταβλητάς x και y. 

 

                                    
∂
∂

f

x
          

∂
∂

f

y
 

  ∆ =  
D f g

D x y

( , )

( , )
 =   

                                    
∂

∂

g

x
          

∂

∂

g

y
 

 

 Για να υπάρχει λύση του συστήµατος (Σ1) σε µια περιοχή που καθορίζεται από 

τα διαστήµατα (xo-a ,xo+a)  και  (yo-b , yo+b),  θα πρέπει στην περιοχή αυτή η Ιακωβια-

νή να είναι διάφορη του µηδενός. 

 Οι λύσεις του συστήµατος (Σ1)  είναι το σύνολο όλων των διατεταγµένων δυά-

δων  (xj , yj),  οι οποίες επαληθεύουν το σύστηµα. 

 

 

 β) Γραφική µέθοδος. 

 

 Για να µπορέσουµε να υλοποιήσουµε την γραφική µέθοδο προσδιορισµού των 

λύσεων του συστήµατος (Σ1), θα πρέπει να µπορούµε να επιλύσουµε τις δύο εξισώσεις 

ως προς µία από τις δύο µεταβλητές x ή y.  Θεωρούµε λοιπόν ότι το (Σ1) µετατρέπεται 

στο επόµενο: 

 

 (Σ1)    ⇒   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 γ) Η µέθοδος του Newton. 

 

 Η µέθοδος του Newton λειτουργεί παρόµοια µε την αντίστοιχη, που υπολογίζει 

τις ρίζες µιας συνάρτησης.   Για να ξεκινήσει χρειάζεται µια πρώτη προσέγγιση (xo,yo) 

της λύσης την οποία προσπαθούµε να υπολογίσουµε, ενώ ταυτόχρονα θα πρέπει η Ια-

κωβιανή να είναι διάφορη του µηδενός στην περιοχή του σηµείου (xo,yo), που περιέχει 

τη λύση. 

 

y = f1(x) 

y = f2(x) 
     y 

        

                      f1(x)       f2(x) 

 

    yk 

 

 

                       xk                    x 
  

 Η λύση του συστήµατος θα είναι µία δυάδα η 

οποία επαληθεύει, ταυτόχρονα  και τις δύο συναρτή-

σεις.   Άρα, κάνοντας το γράφηµα των f1 και f2, έχου-

µε  τη δυάδα λύσης, η οποία  δεν είναι παρά η δυάδα 

των συντεταγµένων του σηµείου τοµής:   (xk,yk). 
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 Ξεκινώντας λοιπόν από την πρώτη προσέγγιση (xo,yo), φθάνουµε σε µία καλύτε-

ρη προσέγγιση (x1,y1), µε τη βοήθεια των τύπων: 

 

x1  = xo + a     και      y1 = yo + b 

 

όπου τα a και b αποτελούν τη λύση του επόµενου γραµµικού συστήµατος: 

 

f(xo,yo) + a
f x y

x
b

f x y

y

∂

∂

∂

∂

( , ) ( , )0 0 0 0

+  = 0 

 

g(xo,yo) + a
g x y

x
b

g x y

y

∂

∂

∂

∂

( , ) ( , )0 0 0 0

+  = 0  

 

 

 Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας σαν σηµείο εκκίνησης το (x1,y1), υπολογίζουµε 

µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο την επόµενη προσέγγιση:  (x2,y2). 

 

 

 Παρατηρήσεις: 

 

• Μία ένδειξη πως βαδίζουµε προς τη σωστή κατεύθυνση µας δίνουν οι τιµές των συ-

ναρτήσεων:  f(xj,yj)  και  g(xj,yj), οι οποίες πρέπει διαρκώς να τείνουν προς το µηδέν.   

Κάποιες φορές, ειδικά στο ξεκίνηµα της διαδικασίας, µπορεί κάποιο από τα x ή y  να 

κινηθούν έτσι ώστε οι συναρτήσεις f και g να µην µειώνουν τις απόλυτες τιµές τους.   

Αυτό συµβαίνει συχνά και στην περίπτωση όπου η µία από τις δύο προσέγγιστικές 

τιµές, xo ή yo, είναι πολύ κοντά στη λύση, ενώ η άλλη όχι. 

• Σταµατούµε την επαναληπτική διαδικασία όταν, και για τις δύο µεταβλητές, η διαφο-

ρά ανάµεσα στην προηγούµενη και στην επόµενη προσεγγιστική τιµή είναι µικρότε-

ρη της απαιτούµενης ακρίβειας. 

 

xj - xj-1   ≤  ε 

 

yj - yj-1   ≤  ε 

 

 

 δ) Παράδειγµα. 

 

 ∆ίνεται το σύστηµα των εξισώσεων: 

 Ζητούνται: 

i) Με τη γραφική λύση να υπολογισθεί µια πρώτη προσέγγιση της λύσης του, όταν το 

x ανήκει στο διάστηµα (1,4). 

ii) Με τη µέθοδο του Newton να υπολογισθεί η λύση του συστήµατος, ξεκινώντας 

από την προηγούµενη προσέγγιση  και ακρίβεια  ε=0.001. 

 

f(x,y) = x
2
 + xy

3
e

x
 - 15 = 0 

g(x,y) = xy + x
2
ηµx - 3 = 0 
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 Λύση:   

 

     i) Γραφική Λύση:  Λύνοντας τις δύο εξισώσεις του συστήµατος ως προς y έχουµε: 

 

 y = f1(x) = 
15 2

3
− x

xex
 

 y = f2(x) = 
3 2− x x

x

ηµ
 

 

 

 

 
 

x 

. 

 

f1 
 

f2 

 

1 
 

1,727 
 

2,159 

2 0,906 -0,319 

3 0,463 0,577 

4 

. 
-0,166 3,777 

 

 

 

 

 Βέβαια, η γραφική παράσταση που έγινε µε τη βοήθεια υπολογιστή είναι πολύ 

ακριβέστερη απ’αυτήν που θα κάναµε µε τη βοήθεια του πίνακα τιµών.  Όµως, ακόµη 

και από την προσεγγιστική των τεσσάρων σηµείων, θα µπορούσαµε να εξάγουµε ικανο-

ποιητικά συµπεράσµατα.  Παρατηρούµε λοιπόν πως στο διάστηµα (1,4) για το x, υπάρ-

χουν δύο λύσεις (δύο σηµεία τοµής των f1 και f2).   Αποφασίζουµε να υπολογίσουµε τη 

δυάδα που αντιστοιχεί στο µεγαλύτερο x.   ∆ίνουµε λοιπόν σαν προσεγγιστικές τιµές 

τις: 

 

xo = 2,9   και    yo = 0,5 

 

    ii) Μέθοδος του Newton: Αρχικά υπολογίζουµε τις τέσσερις µερικές παραγώγους 

των συναρτήσεων f και g. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Στη συνέχεια κάνουµε τον πίνακα τιµών για 

τις δύο αυτές συναρτήσεις, καθώς και τη γραφική 

τους παράσταση, από την οποία κάνουµε µια πρώ-

τη πρόβλεψη για τη δυάδα των τιµών της λύσης. 

Οι συναρτήσεις f1 και f2.

-1

0

1

2

3

4

5

6

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

f1

f2

 

   ∂ f        ∂ (x
2
+xy

3
e

x
-15)  

   ----- = --------------------- = 2x+y
3
e

x
(x+1) 

   ∂x                  ∂x 
 

    ∂ f       ∂ ( x
2
+xy

3
e

x
-15) 

    ----- = ---------------------- = 3xy
2
e

x
  

    ∂y                 ∂y 

   ∂g      ∂ (xy + x
2
ηµx - 3) 

   ----- = ---------------------- =  y+2xηµx+x
2
συνx 

   ∂x                 ∂x 

   ∂g      ∂ (xy + x
2
ηµx - 3) 

   ----- = ---------------------- =  x 

   ∂y                 ∂y 
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 Για να συστηµατοποιήσουµε την επίλυση του προβλήµατος, λύνουµε το γραµµι-

κό σύστηµα που έχει σαν αγνώστους τις ποσότητες a και b.  Γράφοντας παραστατικά τις 

µερικές παραγώγους υπό τη µορφή:   f ‘x , f ‘y , g’x , g’y , και τις τιµές των συναρτήσεων 

f και g στο σηµείο (xo,yo)  σαν fo και go, έχουµε: 

 

            fo*g’y - go*f ‘y                                -fo - a*f ‘x   

  a = ----------------------         και      b = -------------- 

          f ‘y*g’x - f ‘x*g’y                                     f ‘y   

 

 

 Για άλλη µια φορά, δηµιουργούµε έναν πίνακα τιµών, στον οποίο ξεκινούµε από 

τις τιµές xo  και  yo (επιλέγουµε τις στρογγυλεµένες τιµές  xo=3 και yo=0,5), υπολογί-

ζουµε στη συνέχεια τις τιµές των συναρτήσεων  f(xo,yo)  και  g(xo,yo), και των τεσσάρων 

µερικών παραγώγων (πάντα στο σηµείο (xo,yo)).    Χρησιµοποιώντας τους προηγούµε-

νους τύπους υπολογίζουµε τα a  και  b.   Τέλος βρίσκουµε µε µια άθροιση τις νέες προ-

σεγγίσεις x1  και  y1.   

 

 Από την περιγραφή των πράξεων που έχουµε να κάνουµε, γίνεται φανερό πως 

πρόκειται για µια µέθοδο που χρειάζεται µάλλον ηλεκτρονικό υπολογιστή. 

 

Πίνακας τιµών. 

 

x 3 2,961565 2,95966 2,959654

y 0,5 0,479743 0,478129 0,478121

f(x,y) 1,532076 0,091172 0,000399 7,96E-09

g(x,y) -0,22992 -0,00873 -2E-05 -2E-10

fx 16,04277 14,37754 14,26876 14,26827

fy 45,19246 39,52308 39,15771 39,15609

gx -7,56321 -7,0888 -7,0659 -7,06583

gy 3 2,961565 2,95966 2,959654

a -0,03843 -0,00191 -6,2E-06 -9,8E-11

b -0,02026 -0,00161 -7,9E-06 -1,7E-10

 

 

 Από τον πίνακα τιµών προκύπτει πως η λύση του πιο πάνω συστήµατος είναι η 

δυάδα  (2,95965 , 0,47812). 

 

 

 Παρατηρήσεις. 

 

• Η µέθοδος αυτή προγραµµατίζεται µε τρόπο προφανή στο Excel.   Άλλωστε ο πί-

νακας τιµών που παραθέσαµε σαν λύση του προβλήµατος προέρχεται αυτούσιος 

από το Excel. 
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• Η λύση που βρίκαµε έχει σαφώς µεγαλύτερη ακρίβεια από την απαιτούµενη.   Αυ-

τό φαίνεται από τον τρόπο που συγκλίνουν οι ακολουθίες των τιµών xj  και  yj. 

• Το ότι είµασταν σε καλό δρόµο, γινόταν φανερό κι από τη σύγκλιση των τιµών 

των συναρτήσεων f  και  g προς το µηδέν. 

• Όποιος έχει τη διάθεση να περάσει το πιο πάνω πρόβληµα στο Excel, θα διαπι-

στώσει πως αλλάζοντας τις αρχικές προσεγγιστικές τιµές, µπορεί να υπολογίσει 

και άλλες λύσεις.   Έτσι, για παράδειγµα, εάν θέσει   

 

xo = 1,3    και      yo = 1,6 

         θα βρεί σαν λύση: 

 

xo = 1,151237    και      yo = 1,554504 

 

         όπου µάλιστα όλα τα ψηφία είναι ακριβή. 

 

 

 

 2.∆.5 Ασκήσεις. 

 

   1η) ∆ίνεται το γραµµικό σύστηµα: 

 

 

 

 

 

 

  2η) ∆ίνεται το σύστηµα: 

 

 

 

• Να  υπολογισθεί η λύση του µε τη µέθοδο του Newton  και ακρίβεια µεγαλύτερη του 

ε=0,001 

 

 

2x + 3y  -    z +    t =  4 

  x  -  2y + 3z  -  2t = -2 

 -x + 2y +   z  +   t =   7 

  x +   y  +   z  +   t =  6 
 

Να επιλυθεί, 

• µε τη µέθοδο των Gauss-Cholevski 

• µε τη βοήθεια των οριζουσών. 

f(x,y) = x
3
 + 4y

2
  = 0 

g(x,y) = xηµx - 2 y  = 0 

• Να υπολογισθεί πρόχειρα η λύση του, 

µε τη γραφική µέθοδο. 
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3. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ - ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ  

ΚΑΙ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ. 
 

 

3.Α. Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ. 
 

 Αν και µε την παρεµβολή θα ασχοληθούµε διεξοδικότερα στο 3ο Κεφάλαιο, εν 

τούτοις θα πούµε δύο λόγια και σ'αυτήν την παράγραφο. Προτιµούµε να αναφερθούµε 

και να ορίσουµε τώρα την έννοια της παρεµβολής, γιατί έχει άµεση σχέση µε τα πολυώ-

νυµα. Στο κεφάλαιο αυτό, και για διδακτικούς µόνο λόγους, θα περιγράψουµε την πα-

ρεµβολή µε έναν τρόπο ιδιαίτερα απλό, ο οποίος όµως, όπως θα διαπιστώσουµε στη 

συνέχεια δεν είναι ο συντοµότερος, ούτε ο αποτελεσµατικότερος. 

 

 

 3.Α.1 Γενικά. 
 

 Πολλές φορές συγχέουµε την έννοια της συνάρτησης µε την ύπαρξη ενός Μαθη-

µατικού τύπου που να καθορίζει την τιµή της συνάρτησης σε κάθε σηµείο του Πεδίου 

Ορισµού της. Πολύ συχνά όµως στις πρακτικές εφαρµογές, µία συνάρτηση µπορεί να 

ορισθεί µε έναν πίνακα τιµών ή την γραφική της παράσταση. Αυτό συµβαίνει γιατί ο 

Μαθηµατικός τύπος µε τον οποίο ορίζεται η συνάρτηση είτε είναι πολύπλοκος, είτε δεν 

υπάρχει
(1)

. 

 Σε καµµιά από τις περιπτώσεις αυτές η τιµή της συνάρτησης δεν ορίζεται µε τρό-

πο συνεχή πάνω στο πεδίο ορισµού της. Συχνά λοιπόν έχουµε την τιµή της συνάρτησης 

για κάποιες τιµές της ανεξάρτητης µεταβλητής, ενώ συνήθως την χρειαζόµαστε σε κά-

ποιες άλλες.  Αντιµετωπίζουµε εποµένως το πρόβληµα του καθορισµού µιας µεθόδου 

µε την οποία να υπολογίζουµε την τιµή µιας συνάρτησης -π.χ. πινακοποιηµένης- για τις 

τιµές της ανεξάρτητης µεταβλητής που βρίσκονται ανάµεσα στις τιµές του πίνακα. Η 

πράξη αυτή λέγεται παρεµβολή γιατί προσπαθεί να παρεµβάλει νέες τιµές ανάµεσα στις 

ήδη υπάρχουσες. 

 

 Το πρόβληµα της παρεµβολής έχει απασχολήσει από παλιά τους Μαθηµατικούς, 

µια και οι τοµείς στους οποίους µπορεί να εφαρµοσθεί είναι πάρα πολλοί. Στην σηµερι-

νή εποχή της τεράστιας τεχνολογικής προόδου και της ανάπτυξης της Πληροφορικής µε 

βάση τις µεθόδους της παρεµβολής επιλύνονται προβλήµατα πολύπλοκα, όπως υπολο-

γισµός πολύπλοκων ολοκληρωµάτων, ολοκληρώσεις συστηµάτων ∆ιαφορικών Εξισώ-

σεων, διόρθωση και εµπλουτισµός δεδοµένων κ.λ.π. 

 

 

 

 

 
(1)

 Πολύ συχνά δεν υπάρχει Μαθηµατικός τύπος γιατί η συνάρτηση περιγράφει κά-

ποια πειραµατικά αποτελέσµατα. 
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 Στην βάση των περισσότερων µεθόδων παρεµβολής υπάρχει η αντικατάσταση 

της άγνωστης ή πολύπλοκης συνάρτησης µε κάποιο πολυώνυµο. Πρόκειται βέβαια για 

το πολυώνυµο που παίρνει τις ίδιες τιµές µε την συνάρτηση, σε κάποια από τα σηµεία 

που αυτή είναι γνωστή και που το ονοµάσαµε ήδη συµπτωτικό. 

 

 

 

 3.Α.2 Εκλογή του συµπτωτικού πολυωνύµου. 
 

 Παρ'όλον ότι οι πολυωνυµικές συναρτήσεις είναι σχετικά απλές, τα προβλήµατα 

που συνοδεύουν την παρεµβολή είναι πολλά και σηµαντικά. Ετσι πρέπει: (i) να αποφα-

σίσουµε γιά τον βαθµό του πολυωνύµου µε το οποίο θα παρεµβάλουµε (άρα για τον 

αριθµό των σηµείων σύµπτωσης πολυωνύµου και συνάρτησης), (ii) να εκτιµήσουµε το 

µέγιστο σφάλµα στο τελικό αποτέλασµα. 

 

 

 

 

     f(x6)                                               * 

                                                   * 

 

                       *                   * 

                              *     *    

     f(x0)    * 

 

                x0   x1    x2    x3    x4    x5    x6  

 

 

 

 

 Αν επιλέξουµε να παρεµβάλουµε µε πολυώνυµο 1
ου

 βαθµού, είναι σαν να αντι-

καθιστούµε στο διάστηµα (χ3 , χ4) τη συνάρτηση f µε το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει 

τα δύο σηµεία.   Από το τµήµα αυτό θα “δανεισθούµε” την τιµή του f(χ0).  Εάν θελή-

σουµε να χρησιµοποιήσουµε και τα 7 σηµεία που µας δίνονται, θα χρειαστούµε το συ-

µπτωτικό τους πολυώνυµο, το οποίο θα είναι 6
ου

 βαθµού.   Όµως οι πράξεις που απαι-

τούνται για τον καθορισµό των 7 παραµέτρων του πολυωνύµου αυτού είναι ασύγκριτα 

περισσότερες σε σύγκριση µ’αυτές του πρωτοβαθµίου, ενώ η ακρίβεια του τελικού απο-

τελέσµατος µπορεί να µην είναι αντίστοιχα σηµαντικότερη.   Χρειαζόµαστε λοιπόν κά-

ποια ένδειξη που να µας βοηθάει στην εκλογή του βαθµού του συµπτωτικού πολυωνύ-

µου, που αποτελεί τη χρυσή τοµή ανάµεσα στην ακρίβεια του υπολογισµού και στην 

ποσότητα των πράξεων που πρέπει να γίνουν. 

 

 

 

 Υποθέτουµε λοιπόν πως η συ-

νάρτηση f δίνεται µε την διπλανή 

γραφική παράσταση και ζητούµε την 

τιµή της σε κάποιο χ0 του διαστήµα-

τος (χ3,χ4).   Προσπαθώντας να υπο-

λογίσουµε την τιµή της συνάρτησης f 

στο σηµείο χ0 µε παρεµβολή, έχουµε 

την δυνατότητα να διαλέξουµε τον 

βαθµό του πολυώνυµου σύµπτωσης, 

άρα και τον αριθµό των σηµείων σύ-

µπτωσης, καθώς και τα συγκεκριµένα 

σηµεία σύµπτωσης. 
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 3.Α.3 Παράδειγµα. 

 

x     0     1     4     9 

f(x)     0     1     2     3 

 

 

 Èα δοθούν δύο λύσεις.  Στην πρώτη θα διαλέξουµε πρωτοβάθµια πολυώνυµα, ενώ 

στη δεύτερη θα υπολογίσουµε το τριτοβάθµιο συµπτωτικό πολυώνυµο, που ορίζεται από 

τα τέσσερα σηµεία του πίνακα. 

 

     i) Πρωτοβάθµια πολυώνυµα. 
 

 (α)  Για το διάστηµα [0,1] τα σηµεία (0,0) και (1,1) ορίζουν το σύστηµα: 

 

                                                           ⇒   Η ευθεία:   y = x 

 

 (β)  Για το διάστηµα [1,4] τα σηµεία (1,1) και (4,2) ορίζουν το σύστηµα: 

 

                                                           ⇒   Η ευθεία:   y = x/3 + 2/3 

 

 (γ)  Για το διάστηµα [4,9] τα σηµεία (4,2) και (9,3) ορίζουν το σύστηµα: 

 

                                                           ⇒   Η ευθεία:   y = x/5 + 6/5 

 

 

     ii) Τριτοβάθµιο πολυώνυµο. 
 

 Ακολουθώντας τη µέθοδο της παραγράφου 1.Α.5, ορίζουµε το πολυώνυµο: 
 

π(χ) = α + β(χ-χ0) + γ(χ-χ0) (χ-χ1) + δ(χ-χ0) (χ-χ1) (χ-χ2) 
 

υιοθετώντας τα εξής χ:    χ0=0 ,  χ1=1 ,  χ2=4.    Έτσι το προηγούµενο πολυώνυµο παίρ-

νει τη µορφή: 

π(χ) = α + βχ + γχ (χ-1) + δχ (χ-1) (χ-4) 

οπότε αντικαθιστώντας τα 4 σηµεία του πίνακα, υπολογίζουµε τις τιµές των αγνώστων 

παραµέτρων: 
 

 π(0) = 0 = α       ⇒   α=0 

π(1) = 1 = β    ⇒   β=1 

π(4) = 2 = 4 + 12γ   ⇒   γ=-1/6 

π(9) = 3 = 9 – 9*8/6 + 9*8*5*δ  ⇒   δ=1/60 

 

 Αντικαθιστώντας τις τιµές των παραµέτρων α, β, γ και δ στη σχέση του πολυω-

νύµου και κάνοντας τις πράξεις, βρίσκουµε: 

 

π(χ) = [
60

1
χ

3
 –15χ

2
 +74χ] 

 Στο διπλανό πίνακα δίνονται τέσσερις τιµές 

µιας συνάρτησης  y=f(x), και πρέπει να υπολογίσου-

µε µε πολυωνυµική παρεµβολή κάποιων ενδιάµεσων 

τιµών. 

0α + β = 0        α=1 

1α + β = 1        β=0 

1α + β = 1        α=1/3 

4α + β = 2        β=2/3 

4α + β = 2        α=1/5 

9α + β = 3        β=6/5 
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 Ας υπολογίσουµε στη συνέχεια την τιµή f(2) µε τα δύο είδη παρεµβολής: 

 

 Με την πρωτοβάθµια (γραµµική). 
 

f(2) = [x/3 + 2/3 ] x=2 = 2/3 + 2/3 = 4/3 = 1,333 

 

 Με την τριτοβάθµια (πλήρη). 
 

f(2) = [
60

1
χ

3
 –15χ

2
 +74χ] x=2 = 96/60 = 1,6 

 

 Παρατήρηση: Είναι κατανοητό πως τα όσα ειπώθηκαν στην παράγραφο αυτή 

αφήνουν αρκετά σηµεία αδιευκρίνιστα.   Όµως θα επανέλθουµε σε επόµενη παράγραφο. 

 

 

 

 2.Α.4 Οι πεπερασµένες διαφορές. 
 

 

xi     x0    x1     x2   ....  xν  

yi     y0    y1     y2   ....  yν  

 

 

 Ένας τέτοιος πίνακας καλείται πίνακας ισαπεχόντων ορισµάτων. 

 

  Προσπαθώντας να κατανοήσουµε τη φύση, τη συµπεριφορά και τις ιδιότητες αυ-

τής της συνάρτησης, ορίζουµε τις διαφορές των τιµών της.  Αφαιρούµε λοιπόν από κάθε 

επόµενη τιµή την αµέσως προηγούµενη και την γράφουµε από κάτω τους και ανάµεσά 

τους, ονοµάζοντάς τες διαφορές πρώτης τάξης.   Στη συνέχεια, µε όµοιο τρόπο, ορί-

ζουµε τις διαφορές των διαφορών (τις οποίες ονοµάζουµε διαφορές δεύτερης τάξης) 

κ.λ.π., προχωρώντας σε διαφορές µεγαλύτερης τάξης. 

 

 

Πίνακας πεπερασµένων διαφορών 

της συνάρτησης y=f(x). 

 

xi  x0   x1   x2   x3   x4 ... 

yi=f(xi)  y0   y1   y2   y3   y4 ... 

  ∆y0   ∆y1   ∆y2   ∆y3  ... 

   ∆
2
y0   ∆

2
y1   ∆

2
y2  ...  

    ∆
3
y0   ∆ 

3
y1 ...   

     ∆
4
y0  ...    

 

όπου έχουµε τις σχέσεις: 

 

 Υποθέτουµε πως γνωρίζουµε τη συνάρτηση 

f(x) µε τη βοήθεια ενός πίνακα τιµών, στον οποίο 
οι τιµές της ανεξάρτητης ισαπέχουν µεταβλητής 

(ισχύει δηλαδή  xi+1-xi = h = σταθ.). 
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Γενική έκφραση 
 

Παράδειγµα 

. 

  ∆yi   = yi+1-yi   ∆y0  = y1-y0 

  ∆
2
yi = ∆yi+1-∆yi = yi+2-2yi+1 +yi   ∆

2
y0 = ∆y1-∆y0 = y2-y1 - y1+y0 = y2-2y1 +y0 

  ∆
3
yi = ∆

2
yi+1-∆

2
yi =  

           = yi+3 -3yi+2+3yi+1 -yi 

  ∆
3
y0 = ∆

2
y1-∆

2
y0 =  y3 -3y2+3y1 -y0 

 

 Παράδειγµα:  Στον επόµενο πίνακα δίνονται οι τιµές µιας συνάρτησης f(x), για 

9 τιµές του ορίσµατος x.  Από κάτω έχουµε υπολογίσει τον πίνακα των πεπερασµένων 

διαφορών. 
 

xi  -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

yi  157 44 13 10 5 -8 -11 38 205 

∆yi  -113 -31 -3 -5 -13 -3 49 167  

∆
2
yi   82 28 -2 -8 10 52 118  

∆
3
yi   -54 -30 -6 18 42 66   

 

 

          3.Α.5 Ιδιότητες των πεπερασµένων διαφορών. 

 

 Οι πεπερασµένες διαφορές έχουν κάποιες σηµαντικές οµοιότητες µε τις παραγώ-

γους.  Αναφέρουµε στη συνέχεια κάποιες ιδιότητες, αναλύοντάς τες αλλά χωρίς να τα 

αποδεικνύουµε: 

 

i) Όταν οι διαφορές πρώτης τάξης (∆yi) είναι µεγαλύτερες του µηδενός, τότε οι τιµές 

της συνάρτησης  yi  είναι αύξουσες (να θυµηθούµε πως ακριβώς το ίδιο συµβαίνει 

και µε την πρώτη παράγωγο).   Όµοια, εάν οι δεύτερης τάξης διαφορές είναι θετι-

κές (αρνητικές), τότε οι τιµές yk δηµιουργούν ένα γράφηµα που στρέφει τα κοίλα 

άνω (κάτω).   Άλλωστε δεν θα πρέπει να ξεχνούµε πως το κλάσµα   ∆yi /h,  είναι 

µια πρώτη προσέγγιση της τιµής της παραγώγου της f στο σηµείο xi. 

ii) Εάν οι τιµές yi  δίνονται από µία πολυωνυµική συνάρτηση ν-οστού βαθµού, τότε οι 

πρώτης τάξης διαφορές δίνονται από κάποια πολυωνυµική συνάρτηση ν-1 βαθµού, 

οι δεύτερης τάξης διαφορές δίνονται από κάποια πολυωνυµική συνάρτηση ν-2 

βαθµού, κ.ο.κ..   (Και η ιδιότητα αυτή ισχύει για τις παραγώγους:   y=x
4
 ,  y ‘ =4x

3
 ,  

y ‘’=12y
2
 ...) 

iii) (Πόρισµα της προηγούµενης) Εάν οι τιµές yi  δίνονται από µία πολυωνυµική συ-

νάρτηση ν-οστού βαθµού, τότε οι διαφορές ν-ής τάξης δίνονται από κάποια πο-

λυωνυµική συνάρτηση µηδενικού βαθµού, δηλαδή είναι σταθερές.   Μάλιστα, η τι-

µή των σταθερών διαφορών ν-τάξης, διηρηµένη µε το βήµα h του πίνακα, υψωµένο 

εις την ν  [ ∆
v
yj /h

v
 ],  είναι ακριβώς ίση µε την τιµή της παραγώγου ν-οστής τάξης, 

η οποία είναι επίσης σταθερή. 

iv) Εάν οι τιµές yi  δίνονται από µία µή πολυωνυµική συνάρτηση ν-οστού βαθµού, τό-

τε δεν καταλήγουµε ποτέ σε σταθερές διαφορές (αντίστοιχα µία µή πολυωνυµική 

συνάρτηση έχει άπειρες παραγώγους).  
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     f(x3)                                            *  ∆y2  

 

 

                                           *  ∆y1  

         

                             *   ∆y0  

     f(x0)   * 

 

                x0         x1          x2           x3  

 

 

 

 

 3.Α.6. Παράδειγµα. 

 

 ∆ίνεται ο πίνακας τιµών της συνάρτησης του προηγουµένου παραδείγµατος: 

 

xi  -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 
yi  157 44 13 10 5 -8 -11 38 205 

 

i) Είναι πολυωνυµική; 

ii) Εάν είναι πολυωνυµική, τότε ποιός είναι ο βαθµός της και ποιός είναι ο συντελε-

στής του µεγιστοβάθµιου όρου της; 

iii) Να υπολογισθεί το εν λόγω πολυώνυµο. 

 

 Λύση: 
 

 Ξανακάνουµε τον προηγούµενο πίνακα διαφορών, επεκτείνοντας τον σε µεγαλύ-

τερης τάξης διαφορές. 
 

xi  -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

yi  157 44 13 10 5 -8 -11 38 205 

∆yi  -113 -31 -3 -5 -13 -3 49 167  

∆
2
yi   82 28 -2 -8 10 52 118  

∆
3
yi   -54 -30 -6 18 42 66   

∆
4
yi    24 24 24 24 24   

 

      i) Οι τέταρτης τάξης διαφορές είναι σταθερές, άρα οι τιµές yi  προέρχονται από µία 

πολυωνυµική συνάρτηση 4ου βαθµού. 
 

    ii) Οι σταθερές διαφορές τέταρτης τάξης θα είναι ίσες µε την τιµή της τετάρτης πα-

ραγώγου (µια και το βήµα h του πίνακα µε το οποίο πρέπει να διαιρεθούν είναι ίσο µε το 

1).  Για να την υπολογίσουµε, ορίζουµε τον τεταρτοβάθµιο όρο σαν:  ax
4
.   Ενθυµούµε-

νοι πως οι όροι µικρότερης τάξης θα χαθούν κατά την παραγώγιση, έχουµε: 

 Στη διπλανή γραφική παρά-

σταση έχουµε: 

 

  (α) διαφορές θετικές  και  

  (β) αύξουσες διαφορές. 

 

 Παρατηρούµε λοιπόν πως η 

συνάρτηση f είναι: 

 

  (α) αύξουσα  και 

  (β) στρέφει τα κοίλα προς τα  

        άνω. 
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y = ax
4
+...  /   y ’= 4ax

3
 +...  /    y ‘’= 12ax

2
 +...  /    y’’’= 24ax+c   /    y

(4)
= 24a 

 

 Εξισώνοντας τη σταθερή 4η παράγωγο µε τη σταθερή 4η διαφορά έχουµε: 

24a = 24   ⇒     a=1 

 

   iii) Για να ορίσουµε ένα πολυώνυµο 4ου βαθµού χρειαζόµαστε 5 σηµεία.  ∆ιαλέγου-

µε λοιπόν 5 από τα σηµεία του πίνακα (τα οποία ονοµάζουµε x0, x1, x2, x3 και x4), 

µ’όποια σειρά θέλουµε.   Όπως κάναµε σε ανάλογο πρόβληµα του προηγουµένου κεφα-

λαίου, ορίζουµε το συµπτωτικό πολυώνυµο µε τη βοήθεια των τεσσάρων από τις πέντε  

τιµών (των x0, x1, x2 και x3).  
 

 π(x) = a0 + a1(x-x0) + a2(x-x0)(x-x1) + a3(x-x0)(x-x1)(x-x2) + 

        + a4(x-x0)(x-x1)(x-x2)(x-x3) = 
 

         = a0 + a1x + a2x(x-1) + a3x(x-1)(x+1) + a4x(x-1)(x+1)(x-2)  

 

επιλέξαµε δηλαδή  x0 = 0 ,  x1 = 1 ,  x2 = -1   και   x3 = 2.    Τοποθετούµε τις 5 τιµές 

(xi,yi) στο συµπτωτικό πολυώνυµο: 
 

 π(0)  = 10  = a0       ⇒   a0 = 10 

 π(1)  =   5   = 10+a1      ⇒   a1 = -5 

 π(-1) = 13  =10+5+2a2     ⇒   a2 = -1   ⇒  

 π(2)  =  -8  = 10 - 10 - 2 +6a3     ⇒   a3 = -1 

 π(3)  = -11 = 10-15-6-24+24a4     ⇒   a4 =  1 

 

 π(x) = 10 + -5x - x(x-1) - x(x-1)(x+1) + x(x-1)(x+1)(x-2)      ⇒  

 

π(x) = x
4
 - 3x

3
 - 2x

2
 - x + 10 

 

 

 Παρατήρηση: Επειδή ο πίνακας µιας συνάρτησης έχει πεπερασµένου πλήθους 

σηµεία (έστω ν), ο πίνακας διαφορών µπορεί να φθάσει µέχρι ττις διαφορές ν-1 τάξης.   

Εάν λοιπόν οι αρχικές τιµές yi  δίνονται από πολυωνυµική συνάρτηση βαθµού µεγαλύ-

τερου του ν, τότε δεν θα συναντήσουµε πουθενά τις σταθερές διαφορές.   Εποµένως δεν 

θα µπορούµε να αποφανθούµε για το εάν οι τιµές yi  προέρχονται από πολυωνυµική ή 

µή πολυωνυµική συνάρτηση.  

 

 

 3.A.7 Το συµπτωτικό πολυώνυµο του Newton. 

 

 Ο προηγούµενος προσδιορισµός του συµπτωτικού πολυωνύµου είναι επίπονος 

και αρκετά δύσκολος στο να προγραµµατισθεί.   Για το λόγο αυτό πιο βολικός είναι ο 

προσδιορισµός του µε τη βοήθεια των πεπερασµένων διαφορών.    

 Ας υποθέσουµε πως το συµπτωτικό πολυώνυµο γράφεται υπό τη µορφή: 
 

yk = π(xk) 
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όπου µε το xk συµβολίζουµε την ανεξάρτητη µεταβλητή του, αλλά και της συνάρτησης.  

Κατά τον υπολογισµό του συµπτωτικού πολυωνύµου εµφανίζεται η παράσταση (xk-

x0)/h, οπότε εκτελούµε την αλλαγή µεταβλητής: 
 

                (xk-x0)   
(1)

 

k = ---------- 

            h 
 

 Το πολυώνυµο αυτό του Newton  είναι όντως το συµπτωτικό, µια και παίρνει τις 

ίδιες τιµές µε τη συνάρτηση του πίνακα:  yk = f(xk) =π(k).   Πράγµατι: 
 

  π(0) = y0 + 0 

  π(1) = y0  + ∆y0 + 0 = y0 + y1 - y0 = y1  

  π(2) = y0  + 2∆y0 + ∆
2
y0 + 0 = y0 + 2y1 - 2y0 + ∆y1 - ∆y0 =  

          = y0 + 2y1 - 2y0 + y2 - y1 - y1 + y0 = y2           κ.λ.π. 

 

 Παρατήρηση: Ο βαθµός του συµπ.πολυωνύµου του Newton µπορεί να επιλεγεί 

από το χρήστη.   Το σκεπτικό σύµφωνα µε το οποίο επιλέγεται θα παρουσιαστεί στην 

επόµενη άσκηση.   Η τελική µορφή του πολυωνύµου
(2)

  δίνεται από τη σχέση: 

 

        k(k-1)               k(k-1)(k-2) 

yk = π(xk) = π(k) = y0 + k∆y0 + --------- ∆
2
y0 + --------------- ∆

3
y0 + ... 

           2!                           3! 

 
 

 

    
(1)

 Όπου h είναι το σταθερό βήµα του πίνακα τιµών.   Λύνοντας τη σχέση αυτή ως 

προς  xk  έχουµε:     

xk = x0+kh     (π.χ.   x3 = x0+3h)   

Εποµένως µε τη σχέση αυτή αντικαθιστούµε την κανονική µεταβλητή xk µε το δείκτη της k.  
 

   
(2)

 Ένας εύκολος τρόπος για να καταλήξει κανείς στο πολυώνυµο του Newton είναι να 

γράψει το yk, συναρτήσει των διαφορών ∆
j 
yk . 

 

y1 = y0+∆y0    

y2 = y1+∆y1 = y0+∆y0+∆y0+∆
2
y0 = y0+2∆y0+∆

2
y0 

y3 = y2+∆y2 = .... = y0+3∆y0+3∆
2
y0+∆

3
y0 

y4 = y3+∆y3 = .... = y0+4∆y0+6∆
2
y0+4∆

3
y0+∆

4
y0   

...................................................................... 

 Παρατηρούµε πως εµφανίζονται οι διωνυµικοί  συντελεστές, οι συντελεστές δηλα-

δή του αναπτύγµατος  (α+β)
k
.  Έτσι λοιπόν γράφουµε: 

 

yk = yk-1+∆yk-1 = .... = 
k

0








 y0+

k

1








 ∆y0+

k

2








 ∆

2
y0+ ... +

k

k −











1
∆

k-1
y0+

k

k








 ∆

k
y0  = 

          k(k-1)               k(k-1)(k-2) 

     = y0 + k∆y0 + --------- ∆
2
y0 + --------------- ∆

3
y0 + ... +k∆

k-1
y0 + ∆

k
y0  

    2!                           3! 
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 2.A.8 Παρεµβολή µε το συµπτ.πολυώνυµο του Newton. 

 

 Με τη χρήση του συµπτ.πολυωνύµου του Newton, η πλήρης παρεµβολή γίνεται 

απλούστερη.   Ας υποθέσουµε λοιπόν πως έχουµε ένα πίνακα τιµών της συνάρτησης f 

και ζητούµε την τιµή της συνάρτησης σε κάποιο ενδιάµεσο σηµείο του πίνακα  xk.  Ερ-

γαζόµαστε λοιπόν ως εξής: 
 

• Επιλέγουµε το βαθµό του συµπτωτικού πολυωνύµου που θα χρησιµοποιήσουµε για 

παρεµβολή.   Ο βαθµός του πολυωνύµου µας επιβάλλει και το πλήθος των σηµείων 

σύµπτωσης (τα οποία προφανώς είναι πολύ λιγότερα από το σύνολο των σηµείων του 

πίνακα). 

• Επιλέγουµε τα σηµεία σύµπτωσης από τον πίνακα έτσι ώστε:  (α) να είναι διαδοχικά  

και  (β) το σηµείο παρεµβολής (xk) να βρίσκεται όσο πιο κεντρικότερα γίνεται ανά-

µεσα στα σηµεία. 

• Ονοµάζουµε το πρώτο από τα επιλεγµένα σηµεία x0 (το οποίο προφανώς δεν είναι 

αναγκαίο να ταυτίζεται µε το πρώτο σηµείο του πίνακα), και ορίζουµε την τιµή του 

δείκτη k  του σηµείου παρεµβολής από τη σχέση: 
 

k = (xk - x0)/h 
 

• Υπολογίζω την τιµή yk, από τον τύπο του Newton. 

 

 

 2.A.9 Γραµµική παρεµβολή. 

 

 Η γραµµική παρεµβολή είναι µία µερική περίπτωση της πλήρους παρεµβολής.    

Χρησιµοποιεί τους δύο πρώτους όρους του συµπτ.πολυωνύµου του Newton.    

yk = π(xk) = π(k) = y0 + k∆y0   

όπου και πάλι: 

k = (xk - x0)/h 

 

 

 

                                                Σ1  

   y1                                           * 

 

 

   yk                    

                Σ0                          ? 

   y0            * 

                                   

                  x0         xk               x1 

 

                           x1  - x0   

 

 

 Ο τύπος της γραµµικής παρεµβο-

λής προκύπτει πολύ εύκολα και µε απλές 

πράξεις (απλή µέθοδος των τριών).   Έστω 

πως γνωρίζουµε τις τιµές της συνάρτησης 

στα σηµεία : 

 

Σ0 (x0,y0)  και  Σ1 (x1,y1) 

 

και ζητούµε την τιµή της συνάρτησης στο 

σηµείο (xk,yk).   Ενώνουµε τα δύο γνωστά 

σηµεία µε ένα ευθύγραµµο τµήµα (το 

Σ0Σ1) και υπολογίζουµε το yk µε τη βοή-

θειά του.  Εποµένως στη γραµµική παρεµ-

βολή αντικαθιστούµε τη συνάρτηση µε 

µία ευθεία (ένα πρωτοβάθµιο πολυώνυ-

µο). 
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 Έχουµε λοιπόν: 
 

   Για ∆x = (x1-x0)  έχουµε  ∆y = (y1-y0) 

   Για ∆x = (xk-x0)  έχουµε  ∆y =    ? 
 

   ?    = (y1-y0)*(xk-x0)/ (x1-x0) = ∆y0*(xk-x0)/h = 

         =  ∆y0*k 
 

οπότε:  yk  = y0 + ? = y0 + k*∆y0  

 

 Παράδειγµα: 
 

 Η συνάρτηση f  ορίζεται µε τον παρακάτω πίνακα: 
 

xi 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 

yi 0 0,09950 0,19601 0,28660 0,36842 0,43879 0,49520 0,53539 0,55737 

 9950 9651 9059 8182 7037 5641 4019 2198  

  -299 -593 -876 -1146 -1396 -1622 -1821  

  -294 -284 -269 -250 -227 -199   

     10   15   19   24   27   
 

όπου οι διαφορές έχουν γραφεί σαν ακέραιες για ευκολία.  Το ψηφίο των µονάδων τους 

όµως αντιστοιχεί στο τελευταίο δεκαδικό ψηφίο των δεδοµένων (5ο).  Εποµένως, η δια-

φορά  -294   είναι στην πραγµατικότητα  το  -0,00294. 

 

i) Τι βαθµού είναι το πολυώνυµο µε το οποίο θα περεµβάλετε ανάµεσα στις τιµές του 

πίνακα; 

ii) Να υπολογίσετε την τιµή f(0,43) χρησιµοποιώντας την πλήρη παρεµβολή. 

iii) Να υπολογίσετε την τιµή f(0,43) χρησιµοποιώντας τη γραµµική παρεµβολή. 

iv) Εάν η συνάρτηση του πίνακα είναι η f(x) = xσυνx, να υπολογίσετε το σχετικό 

σφάλµα των δύο προσεγγιστικών υπολογισµών του f(0,43). 

 

 Λύση: 
 

    i) Στο ερώτηµα αυτό υπάρχουν δύο απαντήσεις:   Εάν γράψουµε τις διαφορές τρί-

της τάξης µε τρία δεκαδικά ψηφία διαπιστώνουµε πως είναι σχεδόν ίσες (κυµαίνονται 

από 0,003 έως το 0,002).  Εάν τις θεωρήσουµε λοιπόν  σταθερές, είναι σαν να δεχόµα-

στε πως η εν λόγω συνάρτηση προσεγγίζεται από ένα τριτοβάθµιο πολυώνυµο (µια και 

το τριτοβάθµιο πολυώνυµο παρουσιάζει σταθερές τις διαφορές τρίτης τάξης).    

 Μπορούµε όµως να θεωρήσουµε σανσταθερές τις διαφορές 4ης τάξης, των οποί-

ων οι τιµές κυµαίνονται από το 0,0001 έως το 0,0003, οπότε θα υιοθετήσουµε τεταρτο-

βάθµιο πολυώνυµο για να περεµβάλουµε στο εσωτερικό του πίνακα. 

 

   ii) Επιλέγουµε να παρεµβάλουµε µε τη βοήθεια του τριτιβάθµιου συµπτ. πολυωνύ-

µου, οπότε θα χρειασθούµε 4 σηµεία, το οποία θα είναι διαδοχικά και θα έχουν στο κέ-

ντρο τους το σηµείο παρεµβολής (0,43).  Προφανώς, θα επιλέξουµε δύο σηµεία αριστε-

ρά και δύο δεξιά του σηµείου παρεµβολής. 
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x0 = 0,3  , x1 = 0,4  , x2 = 0,5  και  x3 = 0,6 

οπότε 

k = (xk-x0)/h = (0,43-0,3)/0,1 = 0,13/0,1 = 1,3 

 

             k(k-1)               k(k-1)(k-2) 

  yk = π(k=1,3) =  y0 + k∆y0 + --------- ∆
2
y0 + --------------- ∆

3
y0  = 

      2!                           3! 

 

       = 0,2866 + 1,3*0,08182 + 1,3*0,3*(-0,01146)/2 +  

  + 1,3*0,3*(-0,7)*(-0,0025)/6 = 

 

       = 0,39085 

 

 

   iii) Για τη γραµµική παρεµβολή έχουµε: 

 

x0 = 0,4  , x1 = 0,5    οπότε    k = (xk-x0)/h = (0,43-0,4)/0,1 =  0,3 

 

 

Άρα: 

 yk = π(k=1,3) =  y0 + k∆y0 =  0,36842 + 0,3*0,07037 = 0,38953 

 

 

 

   iv) Η ακριβής τιµή δίνεται από τη σχέση: 

 

 yk = f(0,43 rad) = [xσυνx] x=0,43  = 0,39086 

 

οπότε το σχετικό σφάλµα των προηγουµένων υπολογισµών για την πλήρη παρεµβολή: 

 

 σσχ = 100*(0,39086 - 039085)/0,39086 = 0,00256 % 

 

και για τη γραµµική: 

 

 σσχ = 100*(0,39086 - 0,38953)/0,39086 = 0,339 % 

 

 

 Είναι φανερό πως η γραµµική παρεµβολή είναι πράξη λιγότερο ακριβής απ’ότι η 

πλήρη παρεµβολή.  Ηταν κάτι που το περιµέναµε, µια και δεν είναι δυνατό ένα ευθύ-

γραµµο τµήµα να ακολουθεί την καµπύλη µιας συνάρτησης µε την ίδια ακρίβεια που 

την ακολουθεί η καµπύλη ενός τριτιβάθµιου πολυωνύµου. 
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 3.ȷ.10 Η παρεµβολή στο Excel. 

 

 Οι υπολογισµοί που απαιτούνται για την παρεµβολή, προγραµµατίζονται ιδιαίτε-

ρα εύκολα µε το Excel.   Ας υποθέσουµε λοιπόν πως έχουµε τον πίνακα τιµών miaς συ-

νάρτησης f, στο εσωτερικό του οποίου θέλουµε να παρεµβάλουµε, σε κάποιο σηµείο xk.  

Στο παράδειγµα που ακολουθεί παρουσιάζεται ένα φύλλο του Excel, όπου: 

 

• Υπάρχουν 6 τιµές από τον πίνακα τιµών της συνάρτησης f (προφανώς περιέχονται 

σηµεία γύρω από το σηµείο παρεµβολής)  

• Υπολογίζεται ο πίνακας διαφορών της συνάρτησης f, ο οποίος φθάνει µέχρι και τη 

διαφορά πέµπτης τάξης. 

• ∆ίνεται το σηµείο παρεµβολής xk (στο παράδειγµα το 0,485). 

• Υπολογίζεται ο δείκτης k του σηµείου παρεµβολής (k=2,425). 

• Υπολογίζεται η τιµή  f(xk), µε τη βοήθεια του πολυωνύµου του Newton, πέµπτου 

βαθµού (αφού έχουµε 6 σηµεία) 

 

 

 

 A B C D E F G H 
1   Παρεµβολή     

2         

3  Πίνακας ∆ιαφορών της πινακοποιηµένης συνάρτησης   

4         

5 x 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1  

6 f(x) 1 0,960789 0,852144 0,697676 0,527292 0,367879  

7 ∆y -0,03921 -0,10865 -0,15447 -0,17038 -0,15941   

8 ∆2y -0,06944 -0,04582 -0,01592 0,010971    

9 ∆3y 0,023613 0,029905 0,026887     

10 ∆4y 0,006292 -0,00302      

11 ∆5y -0,00931       

12         

13   Xk= 0,485 k= 2,425   

14   Yk= 0,790399     

15         

 

 

 

 Έχοντας το προηγούµενο φύλλο σε κάποιο αρχείο του Excel, µπορούµε να πα-

ρεµβάλλουµε σε οποιοδήποτε άλλο πίνακα.   Απλώς πληκτρολογούµε τις νέες τιµές του 

πίνακα, καθώς και το νέο xk.   Αυτόµατα στη θέση του yk εµφανίζεται το νέο αποτέλε-

σµα. 

 

 

 



 55

 2.A.11 ∆ιπλή γραµµική παρεµβολή. 

 

 

    x 

y 

 

       x0            x1          .....       xv 

 

y0 

y1 

.. 

.. 

yv 

 

 

  f(x0,y0)    f(x1,y0)  .....     f(xv,y0) 

  f(x0,y1)    f(x1,y1)  .....     f(xv,y1) 

   ............................................ 

   ............................................ 

  f(x0,yv)    f(x1,yv)  .....     f(xv,yv) 

 

 

 

 Αρχικά επιλέγουµε την τετράδα των σηµείων του πίνακα που βρίσκονται πλησιέ-

στερα στο σηµείο παρεµβολής.   Προφανώς, από τις τιµές xi του πίνακα, θα διαλέξουµε 

σαν x0 και x1 , το προηγούµενο και το επόµενο σηµείο του xk, ενώ ε σαν y0 και y1 , το 

προηγούµενο και το επόµενο σηµείο του yλ. 

 

 

 

 

    x 

y 

 

       x0                       x1   

 

y0 

 

y1 

 

 

  f(x0,y0)                f(x1,y0) 

 

  f(x0,y1)                f(x1,y1) 

 

 

 

 

όπου hx  και  hy  είναι το βήµα του πίνακα στα x και στα y  (δηλαδή  hx= x1-x0  και  hy= 

y1-y0). 

 

 Εκτελώντας δύο παρεµβολές ως προς x και µία ως προς y, καταλήγουµε εύκολα 

στις σχέσεις: 

 

  f(xk,y0)  = f(x0,y0) + k[f(x1,y0) - f(x0,y0)] 

  f(xk,y1)  = f(x0,y1) + k[f(x1,y1) - f(x0,y1)] 

  f(xk,yλ)  = f(xk,y0) + λ[f(xk,y1) - f(xk,y0)] 
 

 

 Έστω η συνάρτηση δύο µε-

ταβλητών  z = f(x,y), η οποία ορίζε-

ται µε έναν πίνακα τιµών, σαν τον 

διπλανό. 

 Η διπλή γραµµική παρεµβο-

λή χρησιµοποιείται για να παρεµβά-

λουµε ανάµεσα στις τιµές του πίνα-

κα αυτού. 

 Ας υποθέσουµε πως ζητούµε 

την τιµή της f στο σηµείο (xk,yλ). 

 

xk  

yλ  

 Ο υπολογισµός του f(xk,yλ) 

γίνεται µε τη βοήθεια τριών γραµµι-

κών παρεµβολών, δύο ως προς x και 

µιας ως προς y, ή δύο ως προς y και 

µιας ως προς x. 

 Αρχικά υπολογίζουµε την 

τιµή των δεικτών του σηµείου πα-

ρεµβολής: 

 

k = (xk-x0)/hx  

λ = (yλ-y0)/hy 
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 Παράδειγµα. 

 

 Η συνάρτηση  z=f(x,y)  δίνεται από τον παρακάτω πίνακα. 

 

         x 

 y 

 

1 
 

1,1 
 

1,2 
 

1,3 
 

1,4 

 

2 

 

5,3069 

 

5,4115 

 

5,5245 

 

5,6445 

 

5,7704 

2,2 6,2515 6,3762 6,5092 6,6492 6,7951 

2,4 7,2845 7,4292 7,5822 7,7422 7,9081 

2,6 8,4045 8,5692 8,7422 8,9221 9,1080 

2,8 

 

9,6104 9,7951 9,9881 10,1880 10,3939 

 

 

    i) Να υπολογισθεί η τιµή  f(1,13 , 2,44). 

   ii) Με δεδοµένο πως η έκφραση της συνάρτησης του πίνακα είναι: 

f(x,y) = xy + y
2
 - ln(xy) 

να υπολογισθεί το σχετικό σφάλµα της παρεµβολής. 

 

 Λύση. 
 

    i) Ξεκινούµε διαλέγοντας την τετράδα των σηµείων πάνω στα οποία θα στηριχθεί η 

διπλή παρεµβολή: 

 

     x 

 y 

 

1,1 
 

1,2 

 
2,4 

 

7,4292 

 

7,5822 

2,6 

 

8,5692 8,7422 

 

 

f(1,13 , 2,4)  = f(x0,y0) + k[f(x1,y0) - f(x0,y0)] = 7,4293 + 0,3*0,153 = 7,4752 

f(1,13 , 2,6)  = f(x0,y1) + k[f(x1,y1) - f(x0,y1)] = 8,5692 + 0,3*0,173 = 8,6211 

f(1,13 , 2,44) = f(xk,y0) + λ[f(xk,y1) - f(xk,y0)] = 7,4752 + 0,2*1,146 = 7,7044 

 
 

   ii) Η ακριβής τιµή της f: 

 

 f(1,13 , 2,44) = [xy + y
2
 - ln(xy)] (x=1,13 , y=2,44) = 7,6966 

 

οπότε το σχετικό σφάλµα της παρεµβολής είναι ίσο µε: 

 

 σσχ = 100(7,6966-7,7044)/7,6966 = 0,062 % 

 Υπολογίζουµε τους δείκτες k και λ: 

 

k = (xk-x0)/hx = (1,13-1,1)/0,1 = 0,3 

λ = (yλ-y0)/hy = (2,44-2,4)/0,2 = 0,2 

 

και στη συνέχεια εφαρµόζουµε τους τύπους της 

διπλής παρεµβολής: 
 



 57

 

 Άσκηση: 

 

 Η συνάρτηση f  ορίζεται µε τον παρακάτω πίνακα: 

 

xi 5 5,25 5,5 5,75 6 6,25 6,5 6,75 

yi 8,04719 8,70570 9,37611 10,05790 10,75056 11,45363 12,16671 12,88941 

 65851 67042 68178 69266 70308 71308 72270  

  1191 1137 1087 1042 1000 962 926 

  -54 -49 -45 -42 -38 -36  

 

i) Τι βαθµού είναι το πολυώνυµο µε το οποίο θα περεµβάλετε ανάµεσα στις τιµές του 

πίνακα; 

ii) Να υπολογίσετε την τιµή f(5,68) χρησιµοποιώντας την πλήρη παρεµβολή. 

iii) Να υπολογίσετε την τιµή f(5,68) χρησιµοποιώντας τη γραµµική παρεµβολή. 

iv) Εάν η συνάρτηση του πίνακα είναι η f(x) = xlnx, να υπολογίσετε το σχετικό σφάλµα 

των δύο προσεγγιστικών υπολογισµών του f(5,68). 
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 3.Β Αριθµητική παραγώγιση. 

 

 

 3.Β.1 Γενικά. 

 

 Η παραγώγιση είναι µια πολύ σηµαντική πράξη των συναρτήσεων.  Η σηµαντι-

κότητά της έγκειται στο ότι αποτελεί στα Μαθηµατικά την γενίκευση της έννοιας της 

ταχύτητας.   Στο επόµενο σχήµα δίνουµε ένα πολύ απλό παράδειγµα, της µετακίνησης 

ενός αυτοκινήτου από τη Θεσσαλονίκη στην Αθήνα. 

 

 

Ένα ταξίδι Θεσ/νίκης-Αθήνας

0

100

200

300

400

500

600

0 50 100 150 200 250 300 350

t (min)

S
 (

K
m

)

Πραγµατικό κινητό

Κινητό µέσης ταχύτητας

 
 

 Παρατηρήσεις: 

 

• Η µετακίνηση του κινητού λαµβάνει χώρα πάνω στον άξονα των διαστηµάτων S και 

όχι πάνω στην καµπύλη c, η οποία βοηθά στο να γνωρίζουµε τη θέση του κινητού 

ανά πάσα χρονική στιγµή.  Η συνάρτηση που αντιστοιχεί στην καµπύλη c  [ η s=s(t) ]  

ονοµάζεται συνάρτηση θέσης του κινητού. 

• ∆ιαιρώντας τη απόσταση που διανύθηκε συνολικά µε το χρόνο που απαιτήθηκε για τη 

µετακίνηση, υπολογίζουµε τη µέση ταχύτητα του κινητού: 

Vµέση = 
S

t

συ

συν

ν

 

• Η µέση ταχύτητα στο γράφηµα ισούται µε την εφαπτοµένη της γωνίας την οποία 

σχηµατίζει µε τον οριζόντιο άξονα (των t), το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει τα ση-

µεία αρχής και τέλους της µετακίνησης. 

• Το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει τα σηµεία εκκίνησης και τέλους της µετακίησης 

είναι το γραφηµα που αντιστοιχεί στην κίνηση ενός φανταστικού κινητού που κινείται 

διαρκώς µε τη µέση ταχύτητα  και διανύει τη συνολική απόσταση στον ίδιο χρόνο µε 

το πραγµατικό κινητό. 

 

 

                    Αθήνα 

 

    Καµένα Βούρλα 

 

                     Λαµία 

 

 

                   Λάρισα 

                     Τέµπη 

 

                Θεσ/νίκη 

      ε 

              c 

   θ 
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• Η κλίση της ευθείας ε ισούται µε την ταχύτητα µετακίνησης (του φανταστικού κινη-

τού). 

• Η ταχύτητα του πραγµατικού κινητού µεταβάλλεται διαρκώς.  Η ταχύτητά του σε 

κάποια χρονική στιγµή ονοµάζεται στιγµιαία ταχύτητα, και είναι η κλίση της συνάρ-

τησης θέσης (της καµπύλης  c) στο αντίστοιχο t.   Η κλίση όµως µιας καµπύλης σε 

ένα σηµείο ορίζεται σαν η κλίση της ευθείας που εφάπτεται στην καµπύλη στο εν λό-

γω σηµείο. 

 

 

 Στα Μαθηµατικά, ονοµάζουµε παράγωγο συνάρτηση µιας συνάρτησης f(x), µιαν 

άλλη συνάρτηση [που συµβολίζεται µε το f ‘(x)] η οποία δίνει σε κάθε σηµείο x την 

κλίση της f. 

 

 

 

 

-2

-1

0

1

2

3

4

-1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2

 
 

 

 

 

 

 3.Β.2 Γραµµικός υπολογισµός της παραγώγου. 

 

 Συνήθως υπολογίζουµε µε αριθµητικές µεθόδους την παράγωγο µιας συνάρτησης 

όταν η συνάρτηση αυτή είναι ορισµένη µ’έναν πίνακα τιµών.  Το συνηθέστερο πρόβλη-

µα είναι να αναζητούµε την παράγωγο σε κάποιο από τα σηµεία του πίνακα (και όχι 

κάπου ενδιάµεσα).  

 Ο αριθµητικός υπολογισµός στηρίζεται σε τρεις απλούστατους τύπους, οι οποίοι 

υπολογίζουν την κλίση ευθειών και εφαρµόζονται, ο πρώτος στην αρχή του πίνακα, ο 

δεύτερος στο τέλος και ο τρίτος σ’όλα τα ενδιάµεσα σηµεία (µια και δίνει τα ακριβέστε-

ρα αποτελέσµατα). 

 

 Παράδειγµα: Έστω πως f(x) = x
2
. 

Αναζητούµε τη συνάρτηση η οποία να “δί-

νει” τις κλίσεις της f.  Αυτή είναι η παρά-

γωγος της f  η: 

 

f ‘(x) = (x
2
)’ = 2x. 

 

 Άρα η κλίση της f στη σηµείο x=1 

ισούται µε: 

 

f ‘(1) = (2x)x=1 = 2 

 

 Αυτή ακριβώς είναι η κλίση της ευ-

θείας (ε) που εφάπτεται στην καµπύλη της 

συνάρτησης (c). 
 

c 

 

     ε 
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        y1                        * 

        y2                                     * 

        y0           * 

 

          x0            x1         x2  

 

 

 

 Γίνεται φανερό πως ο τρίτος τύπος πρέπει να είναι πλησιέστερα στην πραγµατική 

τιµή της παραγώγου (θεωρούµε δηλαδή την κλίση της ε πλησιέστερη στην κλίση της 

ευθείας που εφάπτεται στην καµπύλη της συνάρτησης στο σηµείο x1). 

 

 

 3.Β.3 Πλήρης αριθµητική παραγώγιση. 

 

 Στην πλήρη αριθµητική παραγώγιση επαναλαµβάνουµε τη λογική της πλήρους 

παρεµβολής.   Αντικαθιστούµε την συνάρτηση του πίνακα µε το συµπτωτικό πολυώνυ-

µο και παραγωγίζουµε το πολυώνυµο στη θέση της συνάρτησης.   Μάλιστα για να µην 

ταλαιπωρούµαστε µε τον υπολογισµό του συµπτωτικού πολυωνύµου, παραγωγίζουµε 

κατ’ευθείαν το πολυώνυµο του Newton: 

 

      k(k-1)               k(k-1)(k-2) 

yk = π(xk) = π(k) = y0 + k∆y0 + --------- ∆
2
y0 + --------------- ∆

3
y0 + ... 

         2!                           3! 

 

 ∆εν πρέπει να ξεχνούµε βέβαια πως η προηγούµενη σχέση προέκυψε µε την αλ-

λαγή µεταβλητής (από την κανονική xk  στον δείκτη της k), µέσω της σχέσης: 

 

k = (xk - x0)/h 

 

Εποµένως, στην συνέχεια το πολυώνυµο του Newton (που θα παραγωγισθεί φυσικά ως 

προς xk) θα παραγωγισθεί σαν σύνθετη συνάρτηση.
(1)

   

 

 

 

 

  Όταν έχουµε τη συνάρτηση f(z) όπου όµως το z είναι συνάρτηση του x [z=z(x)], 

τότε ισχύει ο παρακάτω τύπος παραγώγισης: 
df

dx

df

dz

dz

dx
= ∗  

               y1 - y0  

f ’(x1) = ---------        (κλίση της ε1 ) 

               x1 - x0  

 

               y2 - y1  

f ’(x1) = ---------        (κλίση της ε2 ) 

               x2 - x1  

 

               y2 - y0  

f ’(x1) = ---------        (κλίση της ε ) 

               x2 - x0  
 

  ε2 
ε1  

ε 
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 Έχουµε εποµένως: 

 

dyk     dπ(k)     dk       1                  2k-1              3k
2
-6k+2 

---- = ------- * ----- = --- * [ ∆y0 + ------- ∆
2
y0 + ------------ ∆

3
y0 + … ] 

(1) 

dxk      dk        dxk        h                    2!                     3! 

 

 

  Παράδειγµα: 

 

 Επανερχόµαστε στη συνάρτηση του παραδείγµατος της παρεµβολής: 

  

xi 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 

yi 0 0,09950 0,19601 0,28660 0,36842 0,43879 0,49520 0,53539 0,55737 

 9950 9651 9059 8182 7037 5641 4019 2198  

  -299 -593 -876 -1146 -1396 -1622 -1821  

  -294 -284 -269 -250 -227 -199   

     10   15   19   24   27   

 

i) Να υπολογίσετε την τιµή της παραγώγου της f, στο σηµείο xk=0,4, χρησιµοποιώ-

ντας τους τρεις τύπους της γραµµικής προσέγγισης. 

ii) Να υπολογίσετε την τιµή της παραγώγου της f, στο σηµείο xk=0,4, χρησιµοποιώ-

ντας την παράγωγο του συµπτ.πολυωνύµου του Newton. 

iii) Με δεδοµένο πως η συνάρτηση του πίνακα είναι η f(x)=xσυνx, να υπολογισθεί η 

ακριβής τιµή της παραγώγου καθώς και τα σχετικά σφάλµατα των υπολογισµών. 

 

 

 Λύση: 

 

    i) Όπως ήδη εξηγήθηκε στην προηγούµενη παράγραφο, ο πρώτος τύπος στηρίζεται 

στο τρέχον σηµείο (το 0,4) και στο προηγούµενο,  ο δεύτερος στο τρέχον και στο επόµε-

νο, ενώ ο τρίτος στο προηγούµενο και στο επόµενο του τρέχοντος σηµείου.   Υπολογί-

ζουµε λοιπόν: 

 

 f ‘(0,4) = (0,36842-0,28660)/0,1 = 0,8182     (α’ τύπος) 

 

 f ‘(0,4) = (0,43879-0,36842)/0,1 = 0,7037 (β’ τύπος) 

 

 f ‘(0,4) = (0,43879-0,28660)/0,2 = 0,76095 (γ’ τύπος) 

 

 

 

   
(1)

  Όπου  έχουµε: 

hdx

hxxd

dx

dk

k

k

k

1]/)[( 0
=

−
=  
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   ii) Όπως ειπώθηκε στο παράδειγµα της παρεµβολής, επιλέγουµε τριτοβάθµιο 

συµπτ.πολυώνυµο, θεωρώντας τις τρίτης τάξης διαφορές περίπου σταθερές.    Επιλέ-

γουµε εποµένως από τον πίνακα τέσσερα σηµεία σύµπτωσης (διαδοχικά που έχουν κε-

ντρικό το σηµείο 0,4), ξεκινώντας από το x0=0,2.  Βέβαια, θα µπορούσαµε να ξεκινή-

σουµε από το x0=0,3.   Έχουµε λοιπόν: 

 

x0=0,2      xk=0,4    êáé    h=0,1 

οπότε: 

k = (0,4-0,2)/0,1 = 2 

άρα: 

       1                   2k-1              3k
2
-6k+2 

 f ‘(0,4) = --- * [ ∆y0 + ------- ∆
2
y0 + ------------ ∆

3
y0 + … ] k=2 =

 

       h                     2!                     3! 

 

        1                             3                           2 

  = ----- * [ 0,09059 + ---- (-0,00876) + ---- (-0,00269)] = 

                           0,1                           2                           6 

 

  = 0,76508 

 

     iii) Η ακριβής τιµή της παραγώγου: 

 

  f ‘(0,4 rad) = [xσυνx] ’x=0,4 = [συνx - xηµx] x=0,4 = 0,76529 

 

 Εκτιµούµε λοιπόν τα σχετικά σφάλµατα των τεσσάρων προσεγγιστικών υπολογι-

σµών: 

  σσχ(α’τύπου) = 100(0,76529-0,8182)/ 0,76529     = 6,91 % 

  σσχ(α’τύπου) = 100(0,76529-0,7037)/ 0,76529     = 6,16 % 

  σσχ(α’τύπου) = 100(0,76529-0,76095)/ 0,76529   = 0,57 % 

  σσχ(α’τύπου) = 100(0,76529-0,76508)/ 0,76529   = 0,027 % 

 

 Παρατηρούµε το πόσο σηµαντικότερα ακριβής είναι ο τρίτος γραµµικός τύπος σε 

σχέση µε τους προηγούµενους δύο.  Αντίθετα, ήταν απόλυτα αναµενόµενη η ακρίβεια 

του τύπου που προήλθε από την παραγώγιση του συµπτ. πολυωνύµου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 63

 

 3.Γ. Η αριθµητική ολοκλήρωση. 

 

 3.Γ.1. Γενικά. 

 

 Μάθαµε την αόριστη ολοκλήρωση σαν την αντίστροφη πράξη της παραγώγισης.   

Είδαµε πως επειδή η παράγωγος της συνάρτησης   F(x)=x
2
+c   είναι η   f(x)=2x, αντί-

στροφα το αόριστο ολοκλήρωµα (ή η αρχική) της f(x) είναι η F(x)=x
2
+c. 

 Στη συνέχεια µάθαµε για την ορισµένη ολοκλήρωση πως συµβολίζει µια πολλα-

πλή άθροιση γινοµένων, το καθένα από τα οποία είναι απειροελάχιστο.  Το τελικό όµως 

άθροισµα είναι ένας πραγµατικός αριθµός, συνήθως διάφορος του µηδενός, λόγω του 

ότι το πλήθος των γινοµένων είναι πολύ µεγάλο,  

 

 

 

        y                                                 y=f(x) 

 

 

 

 

 

                                                                       x 
              a=x0  x1  x2  x3      .......      xv=b 

 

 

 

 

Si = f(ξi)dxi 

 

 Αθροίζοντας τα γινόµενα αυτά υπολογίζουµε το ορισµένο ολοκλήρωµα της f(x) 

στο διάστηµα (a,b).   Έχουµε δηλαδή: 

 

       
b
                  ν   

    Ι  =     f(x) dx   =    Σ  f(ξi)dxi   

        a                          
 i=0

 

 

  Καταλήξαµε λοιπόν στη γεωµετρική ερµηνεία του ορισµένου ολοκληρώµατος Ι:  

Το ορισµένο ολοκλήρωµα Ι µιας συνεχούς και παντού θετικής συνάρτησης, στο διάστη-

µα (a,b), είναι ίσο µε το εµβαδό της επιφάνειας που ορίζεται από την καµπύλη της f(x), 

τον άξονα των x και τις ευθείες x=a και x=b. 

 

 Με τη βοήθεια του θεωρήµατος µέσης τιµής δείξαµε πως εάν η F(x) είναι το αό-

ριστο ολοκλήρωµα της f(x), τότε η τιµή Ι του ορισµένου ολοκληρώµατος δίνεται από τη 

σχέση: 

 

 Αναλύοντας το διάστηµα ολο-

κλήρωσης (a,b) σε ν υποδιαστήµατα 

µήκους dx, µε τη βοήθεια των ν+1 ση-

µείων: 

 

x0 , x1 , x2 ,  ......  , xv    

 

 Σε κάθε υποδιάστηµα ορίζουµε 

το γινόµενο του µήκους του επί το µέ-

σο όρο των τιµών της συ άρτησης στο 
υποδιάστηµα.  Έτσι στο τυχαίο i-οστό 

διάστηµα έχουµε το γινόµενο:: 
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b               b

 

    Ι  =     f(x) dx   =  F(x)       =  F(b) - F(a) 

        a                          
 
          a  

 

 Ιδιότητες: 

 

i) Όταν η συνάρτηση που ολοκληρώνεται από το a έως το b είναι παντού αρνητική, 

τότε το τελικό αποτέλεσµα ισούται κατ’απόλυτη τιµή µε το αντίστοιχο εµβαδό, 

όµως έχει αρνητικό πρόσηµο. 

ii) Εύκολα γίνονται κατανοητές οι σχέσεις: 

 

       
b    a

 

    Ι  =     f(x) dx  = -    f(x) dx 

        a                     b  

 

       
b    c                              b

 

    Ι  =     f(x) dx  =       f(x) dx +     f(x) dx 

        a                     a                    c   

 

 

 

 3.Γ.2 Η αριθµητική ολοκλήρωση. 

 

 Η αριθµητική ολοκλήρωση περιλαµβάνει µεθόδους οι οποίες προσπαθούν να 

υπολογίσουν προσεγγιστικά την τιµή ενός ορισµένου ολοκληρώµατος.  Συνήθως κατα-

φεύγουµε σε τέτοιες µεθόδους στις παρακάτω περιπτώσεις: 

 

• Όταν γνωρίζουµε τη συνάρτηση µε τη βοήθεια ενός πίνακα τιµών. 

• Όταν δεν είναι δυνατό να υπολογίσουµετο αόριστο ολοκλήρωµα της συνάρτησης που 

ολοκληρώνεται. 

• Όταν η κλασσική µέθοδος ολοκλήρωσης είναι ιδιαίτερα δύσκολη και χρονοβόρα. 

 

 Ήδη γνωρίσαµε µία µέθοδο αριθµητικής ολοκλήρωσης, στο κεφάλαιο των ανα-

πτυγµάτων Taylor και Mac-Laurin.  Εκεί αντικαθιστούσαµε το µη πολυωνυµικό τµήµα 

της υπό το ολοκλήρωµα συνάρτησης, µε το ανάπτυγµά του, ολοκληρώνοντας το ανά-

πτυγµα που προκύπτει.  Για παράδειγµα: 

 

     
b
  ηµx

             a
   [x - x

3
/3! + x

5
/5! - ...] 

  Ι  =         ------- dx  =         ----------------------------  dx = .... 

      a              x             b                         x 

 

όπου αντικαταστήσαµε τη συνάρτηση ηµx µε το ανάπτυγµά της κατά Mac-Laurin. 
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 Στο κεφάλαιο αυτό θα εφαρµόσουµε µια µέθοδο, η οποία στηρίζεται στην ίδια 

αρχή στην οποία στηρίζονταν η παρεµβολή και η αριθµητική παραγώγιση.  Αντικαθι-

στούµε τη συνάρτηση που ολοκληρώνεται µε το συµπτωτικό της πολυώνυµο και 

αντί για τη συνάρτηση ολοκληρώνουµε το πολυώνυµο. 

 

 Για να συµβούν τα παραπάνω θα πρέπει να υπάρχει ο πίνακας τιµών της συνάρ-

τησης.  Εάν αυτός δεν υπάρχει, τότε πρέπει να  τον κατασκευάσουµε.  

 

 

 

 3.Γ.3 Ολοκλήρωση µε τη µέθοδο του τραπεζίου. 

 

   

 

 

  

 

 

 

 

                    E1     E2     E3                  Ev   

 

            a=x0     x1      x2      x3  ....  xv-1    xv =b  

 

 

 

 

 Θεωρούµε πως η τιµή του αόριστου ολοκληρώµατος δίνεται προσεγγιστικά από 

το άθροισµα των εµβαδών των τραπεζίων: 

 

            
b                             Xv

 

 Ι =   f(x) dx  =    f(x) dx  =  E1 + E2 + E3 + .... + Ev =  

   a                           Xo 

 

                  h(y0+y1)       h(y1+y2)      h(y2+y3)                 h(yv-1+yv) 

   = ------------ + ------------ + ------------ + ..... + -------------- = 

                        2                    2                  2                               2 

 

   = (h/2)[ y0 + 2y1 + 2y2 + 2y3 + ....+ 2yv-1+yv ] 

 

 

όπου θέσαµε το h στη θέση του κοινού πλάτους των υποδιαστηµάτων: 

 

h = xj+1 - xj   

 

y2   

 

y1 

y0 

 Υποθέτουµε πως χωρίζουµε 

το διάστηµα ολοκλήρωσης (a,b), 

σε ν υποδιαστήµατα, µε τη βοήθεια 

ν+1 σηµείων: 

 

(x0,y0=f(x0)) , (x1,y1=f(x1)) , ..., 

(xv,yv=f(xv)) 

 

Ενώνοντας τα σηµεία αυτά (αντι-

καθιστώντας δηλαδή στο ενδιάµε-

σο τη συνάρτηση µε ευθύγραµµα 
τµήµατα - πρωτοβάθµια πολυώνυ-

µα), δηµιουργούµε ν µικρά τραπέ-

ζια. 
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 Παρατηρήσεις: 

 

i) Όσο µικρότερο είναι το πλάτος h των υποδιαστηµάτων
(1)

, τόσο ακριβέστερος είναι 

ο προσεγγιστικός υπολογισµός του ολοκληρώµατος. 

ii) Όταν οι τιµές της συνάρτησης yi  είναι αρνητικές, τότε η τιµή του ολοκληρώµατος 

που υπολογίζεται από τον τύπο του τραπεζίου είναι κι’αυτή αρνητική. 

iii) Όταν η συνάρτηση που ολοκληρώνεται στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω (άνω), ο 

τύπος του τραπεζίου δίνει µία τιµή µικρότερη (µεγαλύτερη) της  πραγµατικής. 

 

 

 

 3.Γ.4 Οι τύποι του Cotes. 

 

 Η γενίκευση της µεθόδου του τραπεζίου αναφέρεται στην αντικατάσταση της 

συνάρτησης από το συµπτωτικό πολυώνυµο που αντιστοιχεί στις τιµές του πίνακα και η 

ολοκλήρωση του πολυωνύµου αυτού.   Ο Cotes συστηµατοποίησε τη µέθοδο αυτή.  Υ-

πολόγισε τον τύπο που προκύπτει κατά την ολοκλήρωση πρωτοβαθµίων πολυωνύµων
(2)

, 

τον τύπο που προκύπτει από την ολοκλήρωση πολυωνύµων 2ου, 3ου, 4ου και 6ου βαθ-

µού.   

 Υπολόγισε δηλαδή (µέσω του συµπτ.πολυωνύµου του Newton) το παρακάτω 

ολοκλήρωµα: 

 
      b                    xv                      ν 

   Ι =      f(x) dx   =     π(xk) dxk  =    π(k) dk  
                                      a                   x0                        ο 

 

όπου αφού αντικατέστησε τη συνάρτηση µε το πολυώνυµο, στη συνέχεια έκανε και τη 

γνωστή αλλαγή µεταβλητής  k=(xk-x0)/k ,  για να χρησιµοποιήσει το πολυώνυµο του 

Newton.   Φυσικά, η αλλαγή µεταβλητής προκάλεσε και την αντίστοιχη αλλαγή των 

ορίων ολοκλήρωσης.   Προφανώς, ο προηγούµενος τύπος χρησιµοποιεί πολυώνυµο ν-

οστού βαθµού, γιαυτό και χρησιµοποιεί ν+1 σηµεία.  Οι πράξεις της ολοκλήρωσης δεν 

έχουν ιδιαίτερη δυσκολία, γιαυτό και παραλείπονται.   ∆ίνονται όµως οι τύποι στους 

οποίους καταλήγουν. 

 

 

 

 

 

   
(1)

  Το οποίο το ονοµάσαµε προηγουµένως σαν βήµα του πίνακα τιµών.  Η επιλογή του 

h σαν σταθερό για όλον τον πίνακα σηµαίνει πως έχουµε πίνακα ισαπεχόντων ορισµάτων. 

   
(2)

 Και κατέληξε στον τύπο του τραπεζίου. 
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 Ορισµός και οι τύποι: Ολοκληρώνοντας το συµπτ.πολυώνυµο του ν-οστού βαθ-

µού, χρησιµοποιώντας ν+1 σηµεία (τα x0, x1, x2, .... , xv), καταλήγουµε στην τύπο: 

 

     
Xv

 

  Ι =      y(xk) dxk = Ch[c0y0+ c1y1+ c2y2+ .... + cvyv]   

    Xo 

 

όπου οι συντελεστές C και ci , καθώς και το µέγιστο σφάλµα του κάθε τύπου, δίνονται 

από τον παρακάτω πίνακα: 

 

 
 

ν 

. 

 

C 
 

     c0        c1        c2        c3         c4        c5         c6   
 

Σφάλµα 

 

1 

2 

3 

4 

6 

 

 

1/2 

1/3 

3/8 

2/45 

1/140 

 

      1         1 

      1         4         1 

      1         3         3         1 

      7        32       12       32        7 

     41      216      27      271      27      216       41 

 

-(h
3
/12)y’’(ξ) 

-(h
5
/90)y

(4)
(ξ) 

-(3h
5
/80)y

(4)
(ξ) 

-(8h
7
/945)y

(6)
(ξ) 

-(9h
9
/1400)y

(8)
(ξ) 

 

 

 Παρατηρήσεις: 

 

• Το σφάλµα αποκοπής δείχνει να µειώνεται, όσο ο βαθµός του πολυωνύµου αυξάνε-

ται, ιδιαίτερα εάν το πλάτος h των υποδιαστηµάτων στα οποία χωρίζεται το διάστηµα 

ολοκλήρωσης είναι µικρότερο της µονάδας. 

• Οι τύποι του σφάλµατος περιέχει την παράγωγο της συνάρτησης που ολοκληρώνεται, 

σε κάποιο σηµείο ξ που είναι συνήθως άγνωστο.   Για το λόγο αυτό επιλέγουµε σαν ξ, 

το σηµείο του διαστήµατος ολοκλήρωσης για το οποίο µεγιστοποιείται η τιµή της πα-

ραγώγου (δηλαδή δυσµενέστερο για την εκτίµηση του σφάλµατος). 

• Ας υποθέσουµε πως επιλέξαµε τον τύπο για ν=4, και ότι γνωρίζουµε την τιµή της 6ης 

παραγώγου στον τύπο του σφάλµατος.  Εξισώνοντας το µέγιστο αυτό σφάλµα, µε την 

απαιτούµενη ακρίβεια προκύπτει µία οριακή τιµή για το πλάτος h των υποδιαστηµά-

των.   Εάν το τελικό h που επιλέγουµε είναι µικρότερο του οριακού, τότε το αποτέλε-

σµα της ολοκλήρωσης θα είναι µέσα στα πλαίσια της απαιτούµενης ακρίβειας. 

• Εάν το διάστηµα ολοκλήρωσης είναι ιδιαίτερα µεγάλο, αναγκαζόµαστε να περάσου-

µε τον τύπο ολοκλήρωσης περισσότερες από µία φορές (όπως θα δούµε στα επόµενα 

παραδείγµατα).  Για παράδειγµα, ο τύπος του τραπεζίου, τον οποίο αντιµετωπίσαµε 

στην προηγούµενη παράγραφο, είναι ο τύπος του Cotes για ν=1, ο οποίος επαµαλαµ-

βάνεται πολλές φορές. 
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 Τρόπος δουλειάς: 

 

 Αρχικά θα υποθέσουµε πως πρέπει να ολοκληρώσουµε µια συνάρτηση f, η οποία 

δίνεται µε έναν πίνακα τιµών.   Στην περίπτωση αυτή οι τύποι του Cotes µπορούν να 

λειτουργήσουν, όταν τα άκρα του διαστήµατος ολοκλήρωσης είναι δύο από τα σηµεία 

του πίνακα.    

 Η συνέχεια εξαρτάται από το πλήθος των σηµείων του πίνακα που υπάρχουν στο 

εσωτερικό του διαστήµατος ολοκλήρωσης.   Εάν για παράδειγµα ολοκληρώνουµε από 

το x0  µέχρι το x6, τότε χρησιµοποιούµε τον τύπο ν=6.  Αντίθετα, εάν ολοκληρώνουµε 

από το x0  έως το x9, τότε µας βολεύει να χρησιµοποιήσουµε δύο φορές τον τύπο για ν=4  

(µία φορά από το x0  έως το x5, και µία δεύτερη από το x5  έως το x9). 

 

 Αντίθετα, όταν η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση ορίζεται µε µαθηµατικό τύπο, τό-

τε είµαστε υποχρεωµένοι να δηµιουργήσουµε τον πίνακα τιµών.  Κάνουµε λοιπόν τις 

παρακάτω εργασίες: 

 

• Επιλέγουµε των τύπο του Cotes  µε τον οποίο θα εργαστούµε (συνήθως τον ακρι-

βέστερο ν=6). 

• Υπολογίζουµε την οριακή τιµή (hορ) του βήµατος του πίνακα τιµών. 

• ∆ηµιουργούµε έναν πίνακα τιµών, του οποίου το πλήθος των σηµείων του δίνεται 

από τον τύπο: 

j = κ*ν + 1 

 

 όπου ν είναι η τάξη του τύπου που χρησιµοποιούµε,  ενώ  το  κ  ισούται µε  

 το πλήθος των φορών  που  επαναλαµβάνουµε  τον τύπο.   Προφανώς, τα  j  

 σηµεία ορίζουν j-1 (=κ*ν) υποδιαστήµατα των οποίων το πλάτος είναι: 

 

h = (b-a)/(κ*ν) 

 

• Υπολογίζουµε την τιµή του ολοκληρώµατος από τον τύπο του Cotes. 

 

 

 Παράδειγµα 1ο. 

  
 

xk  
 

yk  

.  
 

0 
 

0,00000 

0,5 0,38940 

1 0,36788 

1,5 0,15810 

2 

. 
0,03663 

 

 

 

 Στο διπλανό πίνακα εµφανίζεται ο πίνακας τιµών µιας συ-

νάρτησης f.   Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα: 

     2   

   Ι =      f(x) dx 

       
0
  

i) Με τη βοήθεια του τύπου του τραπεζίου. 

ii) Όσο ακριβέστερα µπορείτε. 

iii) Εάν η συνάρτηση που ολοκληρώνεται είναι η: 

   f(x) = xe x− 2
 

        να υπολογίσετε το σχετικό σφάλµα των υπολογισµών. 
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 Λύση. 

 

    i) Αρχικά υπολογίζουµε µε τον τύπο του τραπεζίου: 

 

   2   

 Ι =      f(x) dx = (h/2)*[ f(0) + 2f(0,5) + 2*f(1) + 2 f(1,5) + f(2) ] = 

     
0
  

    = (0,25)*1,86739 = 0,46685 

 

   ii) Εφ’όσον έχουµε στη διάθεσή µας πέντε σηµεία, θα χρησιµοποιήσουµε τον τύπο 

για ν=4: 

 

   2   

 Ι =      f(x) dx = (2h/45)*[7f(0) + 32f(0,5) + 12*f(1) + 32 f(1,5) + 7f(2) ] = 

     
0
  

    =  (1/45)*22,19095 = 0,49313 

 

   iii) Ολοκληρώνοντας θεωρητικά έχουµε: 

   2                2  

 Ι =     xe x− 2
dx  =  (1/2)     e

-t
 dt  = -0,5 e x− 2

    = 0,0091578 + 0,5 =  

    0                 0 

 

    = 0,49084 

 

 

οπότε έχουµε τα σχετικά σφάλµατα: 

 

 για ν=1         σσχ = 100(0,49084-0,46685)/ 0,49084 = 4,89 % 

 

 για ν=4         σσχ = 100(0,49084-0,49313)/ 0,49084 = 0,47 % 

 

 Τελειώνοντας, αξίζει να παρατηρήσουµε πως ο τύπος για ν=4  είναι πολύ ακρι-

βέστερος του τύπου του τραπεζίου, παρ’όλον ότι και οι δύο τύποι απαιτούν το ίδιο πλή-

θος πράξεων. 

 

 

 

 Παράδειγµα 2ο. 

 

 Να υπολογισθεί αριθµητικά το ολοκλήρωµα: 

 

 

µε ακρίβεια ε=0,0001, όταν δίνεται πως    f
(8)

(ξ) ≤  1500. 

   2   

Ι =      xe x− 2
dx 

    0  
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 Λύση. 

 

   (i) Ξεκινούµε µε τον υπολογισµό του οριακού βήµατος του πίνακα, έτσι ώστε να 

επιτευχθεί η απαιτούµενη ακρίβεια: 

 

(9h
9
/1400)*y

(8)
(ξ) ≤  (9h

9
/1400)*1500 = 0,0001  

 

απ’όπου προκύπτει:     h ≤  0,2794 , πράγµα που σηµαίνει πως επιλέγοντας το βήµα του 

πίνακα µικρότερο του 0,28 θα επιτύχουµε την ακρίβεια που µας ζητείται. 

 

(ii) Επιλέγουµε τον τύπο του Cotes για ν=6.  Εάν τον εφαρµόσουµε µία µόνο φορά 

πάνω στο διάστηµα ολοκλήρωσης (0,2), τότε θα το υποδιαιρέσουµε σε 6 υποδιαστήµα-

τα, οπότε το βήµα του πίνακα θα είναι:   h=(b-a)/6=2/6=0,33333 , το οποίο ξεπερνά το 

οριακό βήµα που υπολογίσαµε στην προηγούµενη παράγραφο.   Αναγκαζόµαστε λοιπόν 

να εφαρµόσουµε δύο φορές τον τύπο, οπότε: 

 

h = (b-a)/(2*6) = 1/6   (≤  hορ  δεκτό!) 

 

   (iii) ∆ηµιουργούµε στη συνέχεια τον πίνακα τιµών, µε τη βοήθεια του οποίου υπολο-

γίζουµε την τιµή του ολοκληρώµατος. 

 

Πίνακας τιµών 

 
 

xk 
 

yk 

. 

 

0 

 

0 

1/6 0,16210 

2/6 0,29828 

3/6 0,38940 

4/6 0,42745 

5/6 0,41613 

1 0,36788 

7/6 0,29911 

8/6 0,22535 

9/6 0,15810 

10/6 0,10363 

11/6 0,06361 

2 

 

0,03663 

 

 

 

 

 

 

   2            1    2   

Ι =      xe x− 2
dx =      xe x− 2

dx  +    xe x− 2
dx = 

    0              0       1   

    

   =  (h/140)*[ 41y(0)+216y(1/6)+27y(2/6)+272y(3/6)+ 

              +27y(4/6)+216y(5/6)+41y(1) ] + 

     + (h/140)*[ 41y(1)+216y(7/6)+27y(8/6)+272y(9/6)+ 

              +27y(10/6)+216y(11/6)+41y(2) ] = 

 

    =  (h/140)*[ 41y(0)+216y(1/6)+ ..... +82y(1)+ 

                         +216y(7/6)+ ..... + 41y(2) ] = 

 

    =[(1/6)/140] * 412,30867 = 0,49084 

 

 

 Συγκρίνοντας το αποτέλεσµα αυτό µε το ακριβές απο-

τέλεσµα που υπολογίσαµε στο προηγούµενο παράδειγµα, 

διαπιστώνουµε πως η ακρίβεια του προσεγγιστικού υπολογι-

σµού είναι απόλυτη. 
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 3.Γ.5 Εφαρµογή στο Excel. 

 

 Αξίζει να προσπαθήσουµε να καθορίσουµε µε τέτοιο τρόπο το φύλλο εργασίας µας, έτσι 

ώστε να µπορούµε εύκολα να µεταβάλλουµε το πλήθος κ των φορών επανάληψης του τύπου. 

 

 Ας υποθέσουµε πως θέλουµε να υπολογίσουµε το επόµενο ολοκλήρωµα: 

I = ∫
0

4π

xηµx dx   

 

 Η µορφή του φύλλου εργασίας θα είναι κατά βάση η επόµενη (υιοθετούµε k=1): 

 

 A B C D E F 
1       

2  α= 0   

3  β= 12,56637061 h= =(C3-C2)/(6*C4)  

4  κ= 1    

5       

6  x f(x) Συν/στης  c c*f(x)  

7       

8  αρχ.τιµή α Η τιµή της 41 Τα γινόµενα  

9  προηγ.+ h συνάρτησης 216 που θα  

10  κ.λ.π. που 27 αθροιστούν  

11   αντιστοιχεί 272   

12   στα διπλανά χ 27   

13    216   

14    41   

15  ..... ..... ..... .....  

16     Άθροισµα  

17       

18  Τελ.αποτέλ. ....    

19       

 

 

 Εάν οι πράξεις τοποθετηθούν σωστά στο φύλλο εργασίας, τότε το τελικό αποτέλεσµα θα 

είναι:       Ι = -21,98.      Το ακριβές όµως αποτέλεσµα είναι ίσο µε Ιακρ. = -12,566.   ∆ιαπιστώνουµε 

λοιπόν πως η προσέγγιση που επιτύχαµε είναι κάκιστη.   Για να εµηνεύσουµε αυτό το προσεγγι-

στικό σφάλµα παρατηρούµε αρχικά το βήµα ολοκλήρωσης (h=2,09)  το οποίο είναι τεράστιο.    

Στη συνέχεια κάνουµε τη γραφική παράσταση της υπό ολοκλήρωση συνάρτησης στηριζόµενοι στα 

επτά σηµεία του πίνακα ολοκλήρωσης. 

 

 Στην αριστερή από τις δύο επόµενες γραφικές παραστάσεις εµφανίζονται τα επτά σηµεία 

ολοκλήρωσης της συνάρτησης  f(x)=xηµx.   Παρατηρούµε πως τα σηµεία αυτά δυσκολεύονται να 

εκφράσουν την υπό ολοκλήρωση συνάρτηση.   Στη δεξιά γραφική παράσταση παρατηρούµε το 

πολυώνυµο έκτου βαθµού που ορίζεται από τα προηγούµενα επτά σηµεία.    Η προσέγγιση τώρα 

είναι εµφανώς καλύτερη αλλά και πάλι απέχει από την ακριβή λύση. 
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Τα 7 σηµεία της συνάρτησης

-12

-8

-4

0
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8

0 5 10 15

Χ

Ψ

 

Το πολυώνυµο 6ου βαθµού
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0

4

8
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Χ

Ψ

 
 

Τα επτά σηµεία της συνάρτησης που ολοκληρώνεται (αριστερά)  

και το πολυώνυµο 6ου βαθµού που τα προσεγγίζει (δεξιά). 

 

 

 
41 

216 

27 

272 

27 

216 

82 
216 

27 

... 

216 

82 

216 

27 

... 

216 

41 

 

 

όπως δείχνει και ο διπλανός πίνακας. 

 

 

 Τα παρακάτω γραφήµατα φανερώνουν το «µυστικό της επιτυχίας».   Παρατηρούµε πως η 

προσέγγιση της συνάρτησης  f(x)=xηµx  µε τη βοήθεια των 19 σηµείων είναι πολύ ακριβέστερη, 

οπότε και τα τρία πολυώνυµα 6ου βαθµού που προσαρµόζονται πάνω σ’αυτά ακολουθούν πιστά 

τη συνάρτηση.   Με τον τρόπο αυτό επιτυγχάνεται ένα ακριβέστατο αποτέλεσµα. 

 Αντίθετα, εάν εφαρµόσουµε τρείς φορές τον τύπο ολοκλήρωσης (εάν 

δηλαδή διαµελίσουµε σε 18 υποδιαστήµατα το διάστηµα ολοκλήρωσης, µε τη 

βοήθεια 19 σηµείων) τότε υπολογίζουµε την προσεγγιστική τιµή του ολοκληρώ-

µατος: 

 

Ι = -12,568   αντί του ακριβούς    Ιακρ. = -12,566 

 

 Για ευκολία ενοποιούµε τον τελευταίο συντελεστή του πρώτου περάσµα-

τος µε τον πρώτο του δεύτερου, όπως και τον τελευταίο συντελεστή του δεύτε-

ρουτου περάσµατος µε τον πρώτο του τρίτου.   Αντί να έχουµε δηλαδή: 

 

[41y0+...+216y5+41y6] + [41y6+...+216y11+41y12] +[41y12+...+216y17+41x18]  

 

έχουµε: 

 

[41y0+...+216y5+82y6+...+216y11+82y12+...+216y17+41x18] 
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Τα 19 σηµεία της συνάρτησης
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Η πολυωνυµική συνάρτηση
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Τα 19 σηµεία της συνάρτησης που ολοκληρώνεται (αριστερά)  

και τα τρία πολυώνυµα 6ου βαθµού που τα προσεγγίζουν (δεξιά). 

 

 

 Να παρατηρήσουµε πως επαναλαµβάνοντας µερικές φορές τον τύπο του Cotes, επιτυγχά-

νουµε εντυπωσιακή ακρίβεια.   Το πόσες επαναλήψεις χρειάζονται υπολογίζεται θεωρητικά από 

τον τύπο του σφάλµατος.   Στην πράξη, για τις τρέχουσες ανάγκες, και εφ’όσον πρόκειται για συ-

ναρτήσεις που δεν έχουν πολύ γρήγορες και µεγάλες αυξοµοιώσεις τιµών, αρκεί να διατηρούµε 

ένα βήµα h µικρότερο του 0,5. 

 

 

 

 

 

 



 

           3.ȹ Λύση ∆ιαφορικών Εξισώσεων. 

 

 3.ȹ.1 Γενικά γύρω από τις ∆ιαφορικές Εξισώσεις (∆.Ε). 

 

 Οι ∆.Ε. αποτελούν ένα σηµαντικότατο εργαλείο στην προσπάθειά µας να 

εκφράσουµε τα φυσικά φαινόµενα µε µαθηµατικές σχέσεις.   Σε προηγούµενα µα-

θήµατα έχει ήδη αναλυθεί η έννοια των ∆.Ε. και έχουν λυθεί κάποιες µορφές τους.   

Στην παράγραφο αυτή θα ξαναθυµηθούµε κάποιες βασικές έννοιες των ∆.Ε., οι 

οποίες θα µας βοηθήσουν να κατανοήσουµε τις µεθόδους αριθµητικής επίλυσής 

τους. 

 

 Αρχικά να θυµίσουµε πως το ζητούµενο σε µία ∆.Ε., η άγνωστη ποσότητα 

δηλαδή που πρέπει να προσδιορισθεί, είναι µία συνάρτηση, η οποία συνήθως πε-

ριγράφει ένα φυσικό πρόβληµα.   Η λύση λοιπόν µιας ∆.Ε. είναι µία συνάρτηση. 

 Η ∆.Ε. ν-οστης τάξης δίνεται παραστατικά µε µία σχέση της µορφής: 

 

F( x, y(x), y’(x) ,..., y
(v)

(x) ) = 0   (1) 

 

 Πρόκειται δηλαδή για µία σχέση, που αναπαρίσταται µε το F, η οποία συν-

δέει την µεταβλητή x, µε την άγνωστη συνάρτηση y(x)  και µε τις παραγώγους της 

άγνωστης συνάρτησης:   y’(x) ,..., y
(v)

(x).   Η τάξη της µεγαλύτερης παραγώγου 

ισούται µε την τάξη της ∆.Ε.. 

 ∆ηλαδή, µία ∆.Ε. περιγράφει, µε τη βοήθεια των παραγώγων της, µία συ-

νάρτηση y=y(x), η οποία είναι και η λύση της.  Μία συνάρτηση όµως για να είναι 

λύση της ∆.Ε. (1), θα πρέπει να την επαληθεύει, πράγµα που σηµαίνει πως εάν 

αντικαταστήσουµε στην (1) τη συνάρτηση y(x) και τις παραγώγους της, η (1) πρέ-

πει να παραµένει ισότητα. 

 

 

 Παράδειγµα: ∆ίνεται η παρακάτω ∆.Ε..   Να δειχθεί πως η συνάρτηση   

y(x) = e
x
ηµx,  είναι λύση της. 

 

f(x,y,y’,y’’) = y’’ - 2y’ + y + e
x
ηµx = 0   (2) 

 

y(x) = e
x
ηµx                      (2) 

y’(x) = e
x 
(ηµx+συνx)      ⇒    2e

x
συνx - 2 e

x 
(ηµx+συνx) + e

x
ηµx + e

x
ηµx = 0 

y’’(x) = 2e
x
συνx 

 

 Παρατηρούµε πως η τελευταία αυτή σχέση αληθεύει, κάτι που µαρτυρά 

πως η συνάρτηση y(x) = e
x
ηµx είναι πράγµατι λύση της ∆.Ε. (2). 



 3.ȹ.2 Γεωµετρική ερµηνεία της ∆.Ε. 1ης τάξης. 
 

 Σύµφωνα µε τα όσα είπαµε, η ∆.Ε. 1ης τάξης συµβολίζεται µε τη σχέση: 

 

F(x,y,y ’) = 0  

 

 Στη συνέχεια θεωρούµε πως η προηγούµενη σχέση είναι αρκετά βολική, 

έτσι ώστε να µπορούµε να τη λύσουµε ως προς y ’, µετατρέποντάς την στην: 

 

y ‘ = f(x,y)    (1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Μια νέα απορία µας γεννιέται τώρα:  «Τί είδους συνάρτηση είναι αυτή η 

οποία διέρχεται απ’όλα τα σηµεία του επιπέδου Οxy; »
(2)

     Στην ερώτηση αυτή θα 

δοθεί µία απάντηση στην επόµενη παράγραφο, όπου ξαναθυµίζουµε τις έννοιες 

της γενικής και της µερικής λύσης µιας ∆.Ε.. 

 

 

 

 

   
(1)

 Εποµένως  λ  είναι η κλίση της καµπύλης της άγνωστης συνάρτησης y(x), ή 

αλλοιώς  λ  είναι η κλίση της ευθείας ε η οποία εφάπτεται στην άγνωστη συνάρτηση 

στο σηµείο (x0  , y0 ), ή τέλος εάν ονοµάσουµε θ τη γωνία της ε µε τη θετική προέ-

κταση του άξονα τωνx, θα ισχύει  λ=εφθ. 

   
(2)

 Εφ’όσον γνωρίζουµε την κλίση της y(x) σε κάθε σηµείο του επιπέδου Oxy, 

συµπεραίνουµε πως αυτή θα διέρχεται από κάθε σηµείο του επιπέδου. 

 

  

   y                                   ε 

 

 

   y0  

                              φ 

 

 

                   x0                    x 

 Η σχέση (1) ορίζει µε πεπλεγµένο τρόπο την πρώτη 

παράγωγο της άγνωστης συνάρτησης y(x),  από την οποία 

πρέπει να υπολογίσουµε την y(x).  Εάν λοιπόν θέσουµε 

στην (1) τις συντεταγµένες ενός τυχαίου σηµείου (x0,y0) του 

επιπέδου Οxy (στο οποίο το β’ µέλος της ∆.Ε. -το f(x,y)- να 

λειτουργεί), έχουµε: 

 

y ‘ = f(x0,y0) = λ = σταθ. 

 

 ∆ηλαδή η ∆.Ε. (1) µας επιτρέπει να γνωρίζουµε την 

τιµή της παραγώγου της άγνωστης συνάρτησης, σε οποιο-

δήποτε σηµείο του επιπέδου.  Για παράδειγµα, στο σηµείο 

(x0,y0) η τιµή της παραγώγου είναι ίση µε το λ 
(1)

. 

 



 3.ȹ.3 Η γενική και η µερική λύση µιας ∆.Ε. 1ης τάξης. 
 

 Ξαναγυρνούµε στη ∆.Ε. της µορφής  y ‘ = f(x,y).   Ας πάρουµε σαν παρά-

δειγµα την εξίσωση: 

y ‘ = f(x,y) = 2xy     (1) 

 

 Παρατηρούµε (κάνοντας την αντικατάσταση στη σχέση), πως λύση της (1) 

είναι η συνάρτηση
(1)

   y(x) = e
x²

.   Όµως λύσεις της είναι και όλες οι συναρτήσεις 

της µορφής (επαληθεύουν την (1)): 

y(x) = Ce
x²

               (2) 

 

όπου το C είναι µια αυθαίρετη σταθερή ποσότητα. 

 

Η συνάρτηση

-12

-6

0

6

12
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C=- 0,1 C=- 2

 
 

 

 

 Εάν για παράδειγµα στην προηγούµενη ∆.Ε. δοθεί σαν αρχική συνθήκη το 

σηµείο (0,1), ή όπως συνηθέστερα γράφεται  y(0)=1, υπολογίζουµε το C: 

 

1= Ce
0
     ⇒      C=1    ⇒       H συνάρτηση:    y(x) = e

x²
 

 

 

 

    
(1) 

 Πρόκειται για µία απλή ∆.Ε. χωριζοµένων µεταβλητών, η λύση της οποίας 

διδάχθηκε σε προηγούµενο µάθηµα. 

 Εποµένως η λύση µιας ∆.Ε. 

1ης τάξης δεν είναι µία και µόνη συ-

νάρτηση αλλά µια οικογένεια συναρ-

τήσεων που διαφέρουν κατά µία στα-

θερή, της οποίας το γράφηµα για πέ-

ντε τιµές του C εµφανίζεται στη δι-

πλανή γραφική παράσταση. 

 Παρατηρούµε λοιπόν πως για 

κάθε σηµείο του επιπέδου υπάρχει 

µία καµπύλη της οικογένειας, η οποία 

διέρχεται απ’αυτό.  Όταν µας δοθούν 

οι συντεταγµένες ενός σηµείου (x0 , 

y0), εύκολα µπορούµε να υπολογί-

σουµε την τιµή του C, για την οποία η 

καµπύλη της συνάρτησης να διέρχε-

ται απ’αυτό.  Οι συντεταγµένες του 

σηµείου αυτού τις ονοµάζουµε «αρχι-

κή συνθήκη». 
 

y(x) = Ce
x²

 



 ∆ιαπιστώνουµε λοιπόν πως: 

 

 Η γενική λύση µιας ∆.Ε. 1ης τάξης (...ν-οστής τάξης) είναι µια µονοπαρα-

µετρική (...ν-παραµετρική) οικογένεια συναρτήσεων, της µορφής: 

 

y=y(x,c)          (... y=y(x,c1,c2,...,cv) ) 

 

Από τη γενική λύση προκύπτει µία και µόνη λύση, µε τη βοήθεια µιας αρχικής 

συνθήκης, η οποία ονοµάζεται µερική λύση που αντιστοιχεί στη δοσµένη αρχι-

κή συνθήκη: 

y(x0)=y0     

(... των αρχικών συνθηκών  y(x0)=y0, y’(x0)=y’0, y’’(x0)=y’’0 ,..., y
(v)

(x0)=y
(v)

0 ) 

 

 

 

          3.ȹ.4 Η αριθµητική λύση της ∆.Ε.  y’=f(x,y). Η µέθοδος του Euler. 

 

 Καταφεύγουµε στην αριθµητική λύση µιας ∆.Ε. 1ης τάξης της µορφής 

y’=f(x,y), όταν δεν είναι δυνατή η ολοκλήρωσή της µε τις κλασσικές µεθόδους 

λύσης των ∆.Ε..   Όταν µιλούµε για αριθµητική λύση της y’=f(x,y) µιλούµε για: 

 

• µερική λύση της ∆.Ε., κι’όχι για γενική λύση, 

• για ορισµό της άγνωστης συνάρτησης y(x) µε τη βοήθεια ενός πίνακα τιµών 

κι’όχι µε µαθηµατικό τύπο. 

 

 Εποµένως είναι απαραίτητο να δίνεται µαζί µε την ∆.Ε. και η αρχική συν-

θήκη  y(x0)=y0.   Από την αρχική συνθήκη ξεκινά η µέθοδος του Euler, η οποία 

υπολογίζει, από τη ∆.Ε., την κλίση (λ) της άγνωστης συνάρτησης, στο σηµείο 

(x0,y0).    Στη συνέχεια, αντικαθιστά την άγνωστη συνάρτηση y(x),  µε την ευθεία 

 

 

 

 

      y1                                        ε 

 

      y0  

 

 

                       x0            x1 = x0+h  

                                h 

 

ε (της οποίας η κλίση είναι λ), που εφάπτεται 

στην καµπύλη της y(x), στο σηµείο (x0 ,y0).  Με 

τον τρόπο αυτό υπολογίζουµε την τιµή της y(x), 

στο σηµείο x1=x0+h,  µε την προϋπόθεση πως 

το h ειναι ιδιαιτερα µικρο.   Ευκολα προκυπτει 

ο τυπος του Euler: 

 

y1 = y0+∆y = y0+hλ = y0+hy ’(x0)   ⇒  

 

y1  = y0 + hf(x0,y0) 
 



 Παρατηρήσεις: 

 

i) Γίνεται φανερό πως όσο µικρότερο είναι το βήµα ολοκλήρωσης της ∆.Ε. h, 

τόσο ακριβέστερος είναι ο υπολογισµός των τιµών y1, y2, κ.λ.π.. 

ii) Συνήθως επιλέγουµε ιδιαίτερα µικρό h όταν έχουµε µεγάλη και γρήγορη 

διακύµανση των  τιµών της άγνωστης συνάρτησης y(x).   Αυτό µπορούµε 

να το συµπεράνουµε από το µέγεθος και τη διακύµανση των τιµών της πα-

ραγώγου (η οποία δίνεται από την ∆.Ε.).   Όσο µεγαλύτερη είναι η τιµή της 

παραγώγου και όσο ταχύτερα µεταβάλλεται, τόσο µικρότερη πρέπει να εί-

ναι η τιµή του h. 

iii) Το κάθε επόµενο σηµείο στηρίζεται στο αµέσως προηγούµενο.  Εποµένως 

το µοναδικό σηµείο που δεν περιέχει σφάλµα είναι το πρώτο (x0,y0), της 

αρχικής συνθήκης.    Το επόµενο σηµείο (x1,y1) περιέχει το σφάλµα που 

οφείλεται στην αντικατάσταση της καµπύλης, από την εφαπτόµενη ευθεία.   

Το µεθεπόµενο σηµείο (x2,y2) επαναλαµβάνει τον προηγούµενο υπολογι-

σµό, θεωρώντας το σηµείο (x1,y1)  σαν αρχική συνθήκη.   Άρα στο τρίτο 

σηµείο έχουµε άθροιση του σφάλµατος λόγω του υπολογισµού κι του 

σφάλµατος που εµπεριέχεται στην τιµή του y1.   Εποµένως κατά την αριθ-

µητική ολοκλήρωση των ∆.Ε., το σφάλµα του υπολογισµού διαρκώς µεγα-

λώνει. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Παράδειγµα: Να επιλυθεί µε τη µέθοδο του Euler η ∆.Ε.:        

 x
2
y ’ -xy - x

4
e

x
 = 0  

µε αρχική συνθήκη την τιµή   y(1)=1, φθάνοντας µέχρι το σηµείο  x=1,5,  µε βήµα 

ολοκλήρωσης της ∆.Ε.  h=0,1.    Στη συνέχεια, λύνοντας θεωρητικά την εν λόγω 

∆.Ε. να υπολογίσει το σχετικό σφάλµα του προσεγγιστικού υπολογισµού, για την 

τιµή x=1,5. 

 

 Λύση: Λύνοντας την δοθείσα ∆.Ε. ως προς y ‘, έχουµε: 

y ‘ = f(x,y) = 
y

x
 + x

2
e

x
  

 

 

iv) Η µέθοδος του Euler ουσιαστικά χρησι-

µοποιεί τη λογική της σκίασης στη ζω-

γραφική, όπου µε εφαπτόµενες ευθείες 

«καθορίζεται» η θέση µιας καµπύλης, 

όπως αυτό φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 
 

       y 

 

 

 

 

     y0 

                                                           x 

 

                 x0   



 Αµέσως µετά δηµιουργούµε τον παρακάτω πίνακα τιµών, ξεκινώντας από 

το σηµείο της αρχικής συνθήκης και συνεχίζοντας βήµα-βήµα, µια και κάθε φορά 

τα προηγούµενα δεδοµένα επιτρέπουν τον υπολογισµό του επόµενου σηµείου: 

 

x 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 

y 1 1,3718 1,8600 2,4931 3,3050 4,3359 

y' = f(x,y) = 

y/x+x
2
e

x
 

 

3,7183 
 

4,8821 
 

6,3310 
 

8,1189 
 

10,3089 
 

12,974 

 

 Παράδειγµα υπολογισµού: 

 

  x1 = x0+ h = 1+0,1 = 1,1     

  y(1,1) = y(1) + hf(1,1) = 1 + 0,1*3,7183 = 1,3718 

  κ.λ.π. 

 

 Θεωρητική λύση: Η ∆.Ε. που δόθηκε είναι µία γραµµική ∆.Ε. 1ης τάξης, 

της οποίας η γενική µορφή δίνεται από τη σχέση: 

 

y’ + P(x)y = Q(x) 

 

 Η γενική της λύση δίνεται (Μαθηµατικά ΙΙ) από τον τύπο: 

 

y(x) = e
P x dx

c Q x e
P x dx

dx
− + ∫
∫ ∫( )

[ ( )
( )

] 

 

 Στην συγκεκριµένη ∆.Ε. έχουµε σαν P και Q τις συναρτήσεις: 

 

P(x) = y/x     και       Q(x) = x
2
e

x
    

 

οπότε, λύνουµε τα ολοκληρώµατα: 

 

      P(x) dx  =  -    1/x dx  =  -lnx 

 

 

                             P(x)dx 

      Q(x) e               dx  =         x
2
e

x
e

-lnx 
 dx  =      xe

x
 dx  = e

x
 (x-1) 

 

 

οπότε η γενική λύση παίρνει τη µορφή: 

 

y(x,c) = cx + e
x
 (x

2 
- x) 

 



 Στη συνέχεια, αντικαθιστώντας τις τιµές της αρχικής συνθήκης στη γενική 

λύση, υπολογίζουµε την τιµή του c που αντιστοιχεί στην αρχική συνθήκη. 

 

1 = c*1 + e
1
*1(1-1)    ⇒     c=1 

και η µερική λύση: 

y(x) = x + e
x
 (x

2 
- x) 

 

 Θέτοντας τώρα την τιµή x=1,5  στη θεωρητική λύση, βρίσκουµε την ακριβή 

τιµή της συνάρτησης  y(x), στο σηµείο αυτό: 

 

 Ακριβής λύση  : 4,861267 

 Προσεγ.λύση  : 4,335929 

 

            4,861267-4,335929 

 σσχ = 100*---------------------------  = 10,74 % 

          4,861267 

 

 Να παρατηρήσουµε πως η µέθοδος του Euler είναι εύκολη και σύντοµη, 

όµως δεν είναι ιδιαίτερα ακριβής, ιδιαίτερα όταν προσπαθεί να ακολουθήσει µια 

συνάρτηση εκθετική.    Εάν επιζητούσαµε µεγαλύτερη ακρίβεια, τότε το πρώτο 

που θα µπορούσαµε να κάνουµε είναι το να µειώσουµε την τιµή του βήµατος h.   

Για παράδειγµα, εάν υιοθετούσαµε την τιµή  h=0,025, τότε η νέα προσεγγιστική 

τιµή θα ήταν: 

y(1,5) = 4,722622 

 

µε σχετικό σφάλµα:    σσχ = 2,85 %. 

 

 

 

          3.ȹ.5. Η µέθοδος του Τaylor. 

 

 Η µέθοδος του Taylor χρησιµοποιεί το γνωστό ανάπτυγµα του Taylor.   Να 

θυµίσουµε πως πρόκειται για ένα πολυώνυµο το οποίο παίρνει τις ίδιες τιµές µε τη 

συνάρτηση.  Η κατασκευή του στηρίζεται στην ιδιότητά του, η τιµή του καθώς και 

οι τιµές των παραγώγων του σε κάποιο σηµείο χο (το κέντρο του αναπτύγµατος) 

να ταυτίζονται µε τις αντίστοιχες της συνάρτησης.  Όπως είδαµε, δίνεται από τη 

σχέση: 
 

          h
2
           h

3
  

  f(χο+h) = f(χο) + h*f'(χο) + ----f''(χo) + ----f'''(χo) + ....  

          2!           3! 

 



 Το ...µειονέκτηµά του είναι πως έχει άπειρους όρους.   Στην πράξη, µπο-

ρούµε να γνωρίζουµε την τιµή της συνάρτησης, σε κάποιο διπλανό σηµείο του χο 

(το χο+h), χρησιµοποιώντας έναν µικρό σχετικά αριθµό όρων. 

 

 Στην περίπτωση της ∆.Ε. 1ης τάξης  (της y ‘=f(x,y)), µπορούµε να ορίσουµε 

το ανάπτυγµα της άγνωστης συνάρτησης y(x), µε τη βοήθεια της αρχικής συνθή-

κης (y(xo)), της πρώτης παραγώγου (y’(xo)=f(xo,yo)),  αλλά και των υπολοίπων 

παραγώγων οι οποίες προκύπτουν από την παραγώγιση της σχέσης της ∆.Ε.. Βέ-

βαια θα πρέπει να θυµηθούµε την πεπλεγµένη παραγώγιση
(1)

. 

 Ολοκληρώνοντας τη γραφή του αναπτύγµατος στο σηµείο xo, υπολογίζουµε 

την τιµή του  y(x1) = y(xo+h), υπολογισµό τον οποίο επαναλαµβάνουµε µε κέντρο 

το σηµείο (x1,y1), για να βρούµε τα σηµεία (x2,y2), (x3,y3), κ.λ.π.. 

  

 

 

 Παράδειγµα:  Επανερχόµαστε στο παράδειγµα της ∆.Ε.:        

 x
2
y ’ -xy - x

4
e

x
 = 0  

µε αρχική συνθήκη την τιµή   y(1)=1, την οποία θα ολοκληρώσουµε µε τη βοήθεια 

του δευτεροβαθµίου αναπτύγµατος του Taylor, φθάνοντας µέχρι το σηµείο  x=1,5,  

µε βήµα ολοκλήρωσης της ∆.Ε.  h=0,1, υπολογίζοντας στη συνέχεια το σχετικό 

σφάλµα του προσεγγιστικού υπολογισµού, για την τιµή x=1,5. 

 

 

 

 

 

 

 

   
(1)

 Η πεπλεγµένη παραγώγιση χρησιµοποιείται σε µία συνάρτηση η οποία δεν 

είναι λυµένη ως προς την εξαρτηµένη της µεταβλητή, της µορφής  f(x,y)=0.  Σαν 

απλό µνηµονικό κανόνα αναφέρουµε το: «παραγωγίζουµε κανονικά τη σχέση f, ως 

προς x και y,  γνωρίζοντας πως το y δεν είναι µία µεταβλητή, αλλά µία συνάρτηση.  

Τέλος, λύνουµε ως προς το y’».    Παράδειγµα: 

 

  f(x,y) = x
2
 + y

3
 + xηµy = 0    

οπότε:    

  2x + 3y
2
y’ + ηµy + xy’συνy = 0      ⇒  

  2x + ηµy + y’(3y
2
 + xσυνy) = 0     ⇒  

 

      2x + ηµy 

  y’ = -  ----------------- 

    3y
2
 + xσυνy 



 Λύση: Αρχικά παραγωγίζουµε τη ∆.Ε., για να βρούµε τη δεύτερη παράγω-

γο της άγνωστης συνάρτησης  y(x): 

 

   y’  = y/x + x
2
e

x
   ⇒  

              xy’ - y 

   y’’ = ---------- + 2xe
x
 + x

2
e

x
  

                  x
2
    

 

 Να παρατηρήσουµε πως στη σχέση της δεύτερης παραγώγου είναι δυνατό 

να αντικαταστήσουµε το y’ µε το ίσο του από την πρώτη παράγωγο, κάτι που συ-

νήθως αποφεύγουµε διότι όταν υπολογίζουµε την τιµή της 2ης παραγώγου, γνωρί-

ζουµε ήδη την τιµή της 1ης, την οποία και αντικαθιστούµε.   ∆ηµιουργούµε λοιπόν 

και πάλι τον επόµενο πίνακα τιµών, ξεκινώντας από το σηµείο της αρχικής συνθή-

κης και συνεχίζοντας βήµα-βήµα, µια και κάθε φορά τα προηγούµενα δεδοµένα 

επιτρέπουν τον υπολογισµό του επόµενου σηµείου: 

 

 

x 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 

y 1,0000 1,4262 1,9871 2,7145 3,6459 4,8261 

y'=f(x,y)= 

=y/x+x2ex 

 

3,7183 
 

4,9316 
 

6,4369 
 

8,2892 
 

10,5524 
 

13,3012 

y''=(xy'-y)/x2 

+2xex+x2ex 

 

10,8731 
 

13,5488 
 

16,7334 
 

20,5114 
 

24,9800 
 

30,2514 

 

 

 Παράδειγµα υπολογισµού: 

 

  x1 = x0+ h = 1+0,1 = 1,1     

  y(1,1) = y(1) + hf(1,1) + h
2
y’’(1)/2!  = 1 + 0,1*3,7183 + 

0,1
2
*10,8731/2 

    = 1,4262 

  κ.λ.π. 

 

 

 Από το προηγούµενο παράδειγµα γνωρίζουµε θεωρητικά τη γενική λύση 

της ∆.Ε.:    

y(x) = x + e
x
 (x

2 
- x) 

 

απ’όπου προκύπτει το σχετικό σφάλµα του υπολογισµού της τιµής της y(1,5): 

 

σσχ = 100*(4,8613-4,8261)/4,8613 = 0,723 % 



 Παρατηρήσεις. 

 

• Η µέθοδος του Euler ουσιαστικά αντικαθιστούσε την άγνωστη συνάρτηση 

y(x) µε την ευθεία που εφάπτονταν στην καµπύλη της y(x).   Η µέθοδος του 

Taylor κάνει κάτι αντίστοιχο:   Αντικαθιστά την άγνωστη συνάρτηση y(x) µε 

ένα πολυώνυµο 2ου βαθµού (3ου, 4ου, κ.λ.π.), το οποίο: 

1. παίρνει την ίδια τιµή µε την y(x) στο σηµείο xo 

2. έχει την ίδια 1η παράγωγο µε την y(x) στο σηµείο xo 

3. έχει την ίδια 2η παράγωγο µε την y(x) στο σηµείο xo (ί-

δια 3η, 4η κ.λ.π. παράγωγο...) 

 πρόκειται δηλαδή για µία καµπύλη η οποία περνά από το σηµείο (xo,y0), όπως 

και η y(x), έχοντας την ίδια  κλίση, αλλά και την ίδια «καµπυλότητα» µε την 

y(x). 

• Η µέθοδος του Taylor, ακόµη κι όταν χρησιµοποιούµε µέχρι και τον όρο 2ης 

τάξης, υπερέχει αισθητά σε ακρίβεια της µεθόδου του Euler (η οποία ουσια-

στικά είναι ο πρωτοβάθµιος τύπος του Taylor).     Εάν µάλιστα δουλεύουµε 

µε ηλεκτρονικό υπολογιστή, τότε εύκολα παίρνουµε περισσότερους όρους 

(φθάνοντας για παράδειγµα µέχρι τους όρους 4ης τάξης), επιτυγχάνοντας µε-

γάλη ακρίβεια. 

• Το δυσκολότερο σηµείο της µεθόδου είναι συνήθως ο υπολογισµός των πα-

ραγώγων 2ης, 3ης, κ.λ.π. τάξης, ιδιαίτερα όταν είναι πολύπλοκο το 2ο µέλος 

της ∆.Ε. (το f(x,y)).    Το µειονέκτηµα αυτό προσπαθούν να το θεραπεύσουν 

οι τύποι των Runge-Kutta, που περιγράφονται στην επόµενη παράγραφο. 

 

 

 

 3.ȹ.6 Η µέθοδος των Runge-Kutta. 

 

 Η µέθοδος των Ινδών µαθηµατικών Runge και Kutta, δίνει τύπους µε ακρί-

βεια αντίστοιχη των τύπων του Taylor (2ης, 3ης, κ.λ.π. τάξης), αποφεύγοντας ό-

µως τον σκόπελο της παραγώγισης της ∆.Ε..   Θα εξηγήσουµε θεωρητικά τον τύπο 

2ης τάξης, ο οποίος αντιστοιχεί στον τύπο 2ης τάξης του Taylor. 

 

 Η µέθοδος των Runge-Kutta 2ης τάξης, αντί να χρησιµοποιεί τη δεύτερη 

παράγωγο της y(x), χρησιµοποιεί δύο φορές την 1η παράγωγο, ως εξής:  

 

• Ξεκινώντας από την αρχική συνθήκη (xo,yo), υπολογίζουµε το επόµενο σηµείο 

(x1,y1), µε τον τύπο του Euler, το οποίο βέβαια δεν έχει την απαιτούµενη ακρί-

βεια.  

• Στη συνέχεια υπολογίζουµε την κλίση της y(x) στο σηµείο (x1,y1), την τιµή δη-

λαδή y’=f(x1,y1). 



• Γυρνώντας, τέλος, στο αρχικό σηµείο (xo,yo), ξαναπαίρνουµε τον τύπο του 

Euler, υιοθετώντας σαν παράγωγο το ηµιάθροισµα των κλίσεων που βρήκαµε 

στα σηµεία (xo,yo) και (x1,y1). 

 

 Ο τύπος: 
 

 y1 = y(x1) = y(xo) + h
K K1 2

2

+
       όπου 

 

 

 

 

 Γεωµετρική ερµηνεία. 

 

 

  y 

 

      ε1      ε2 

 (y1)       

         ε 

   y1      

 

   yo 

 

             x 

  xo                   x1   

 

 

 

 

• Γράφουµε:  Κ2 = f(x1,(y1)) = f(xο+h, y0+hK1)) 

• Επανερχόµαστε στο αρχικό σηµείο (xo,yo), χαράσσουµε την ευθεία ε της οποίας 

η κλίση είναι το ηµιάθροισµα των κλίσεων των ε1 και ε2: 

  λ=(Κ1+Κ2)/2 ) 

• Χρησιµοποιούµε για δεύτερη φορά τον τύπο του Euler, µε κέντρο το (xo,yo), 

υιοθετώντας σαν παράγωγο (κλίση) το λ, και φθάνουµε στον τύπο που προανα-

φέραµε: 

 

y1 = y(x1) = yo + hλ = y(xo) + h
K K1 2

2

+
 

 

 Στο διπλανό γράφηµα βλέ-

πουµε παραστατικά τον τρόπο 

λειτουργίας του τύπου: 

• Υπολογίζουµε την κλίση Κ1 

της y(x) στο (xo,yo), άρα την 

κλίση της ευθείας ε1, που  εφά-

πτεται στην y(xo).  Γράφουµε: 

Κ1=f(xo,yo), και µε τον τύπο 

του Euler  υπολογίζουµε το 

προσωρινό (y1) 

 (y1) = y0+hK1 

• Υπολογίζουµε την κλίση Κ2 

της y(x) στο (x1,(y1)), άρα την 

κλίση της ευθείας ε2. που  εφά-

πτεται στην y(x), στο σηµείο 

(x1,(y1)). 

Κ1 = f(xo , yo)                      και 

K2 = f(xo+h , yo+hK1) 



 Οι τύποι των Runge-Kutta. 

 

 Με παρόµοια λογική ορίζεται και ο τύπος της 4ης τάξης.   Καταγράφουµε 

λοιπόν το σύνολο των τύπων: 

 

    (i) Runge-Kutta 2ης τάξης: 

 

y1 = y(x1) = y(xo) + h
K K1 2

2

+
                          όπου 

 

 

   (ii) Runge-Kutta 4ης τάξης: 

 

 

 

y1 = y(x1) = y(xo) + h
K K K K1 2 3 42 2

6

+ + +
       όπου 

 

 

 

 

 

 Παρατήρηση: Ένας εύκολος και απλός τρόπος για να ελέγξουµε την ακρί-

βεια της µεθόδου των R-K, είναι να παρακολουθήσουµε τις τιµές των Kj.  Εάν η 

διακύµανση των τιµών αυτών είναι ιδιαίτερα σηµαντική, τότε υπάρχει µια σηµα-

ντική ένδειξη για χαµηλή ακρίβεια των αποτελεσµάτων.   Η λύση του προβλήµα-

τος αυτού επέρχεται µε τη µείωση της τιµής του βήµατος h. 

 

 

 

 Παράδειγµα:  Επανερχόµαστε, για τελευταία φορά, στο παράδειγµα της 

∆.Ε.:        

 x
2
y ’ -xy - x

4
e

x
 = 0  

 

µε αρχική συνθήκη την τιµή   y(1)=1, την οποία θα ολοκληρώσουµε µε τη βοήθεια 

του τύπου των Runge-Kutta 2ης τάξης, φθάνοντας µέχρι το σηµείο  x=1,5,  µε βή-

µα ολοκλήρωσης της ∆.Ε.  h=0,1, υπολογίζοντας στη συνέχεια το σχετικό σφάλµα 

του προσεγγιστικού υπολογισµού, για την τιµή x=1,5,  και συγκρίνοντάς το µε το 

αντίστοιχο του τύπου του Taylor, από το προηγούµενο παράδειγµα. 

 

 

 

Κ1 = f(xo , yo)                       και 

K2 = f(xo+h , yo+hK1) 

Κ1 = f(xo , yo) 

K2 = f(xo+
h

2
 , yo+

h

2
K1) 

K3 = f(xo+
h

2
 , yo+

h

2
K2)     και 

K4 = f(xo+h , yo+hK3) 

 



 Λύση: Για άλλη µία φορά, η λύση του προβλήµατος στηρίζεται στη δη-

µιουργία ενός πίνακα τιµών, ξεκινώντας από το σηµείο της αρχικής συνθήκης και 

συνεχίζοντας βήµα-βήµα (υπολογίζοντας το Κ1 , το Κ2 και µ’αυτά το y του επόµε-

νου σηµείου) , µια και κάθε φορά τα προηγούµενα δεδοµένα επιτρέπουν τον υπο-

λογισµό του επόµενου σηµείου: 

 

 

x 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 

y 1,0000 1,4300 1,9960 2,7298 3,6694 4,8596 

K1 3,7183 4,9351 6,4443 8,3010 10,5692 13,3235 

x+h 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 

προσωρινό (y) 1,3718 1,9235 2,6404 3,5599 4,7263 6,1919 

K2 4,8822 6,3839 8,2322 10,4910 13,2347 16,5497 

 

 

 Στον πιο πάνω πίνακα, αµέσως µετά τον υπολογισµό του Κ1, αναγράφουµε 

το επόµενο x (το τρέχον συν το βήµα h), καθώς και το προσωρινό (y)=yo+hK1 , 

έτσι ώστε να διευκολυνόµαστε στον υπολογισµό του Κ2.   Πράγµατι, το Κ2  υπο-

λογίζεται όπως και το Κ1 (µε τον ίδιο τύπο), θέτοντας στη θέση του x το x+h, και 

στη θέση του y το προσωρινό (y). 

 

 Η θεωρητική γενική και µερική λύση, όπως υπολογίστηκαν στο κεφάλαιο 

της µεθόδου του Euler, δίνει σαν ακριβή τιµή το:     y(1,5)=4,8613.   Εποµένως το 

σχετικό σφάλµα της µεθόδου των R-K ισούται µε: 

 

σσχ = 100*(4,8613-4,8596)/4,8613 = 0,343 % 

 

 Παρατηρούµε δηλαδή µια µικρή υπεροχή της µεθόδου των R-K 2ης τάξης, 

απέναντι στην αντίστοιχη (2ης τάξης) µέθοδο του Taylor. 

 

 

 
 

 3.ȹ.7 Υπολογισµός µε το Excel. 

 

 Θέλουµε να διαµορφώσουµε το φύλλο εργασίας µας, έτσι ώστε να δίνουµε σε 

κάποια κελιά την αρχική συµθήκη (x0,ψ0), το ∆x και τον τύπο της συνάρτησης του 

β’ µέλους της ∆.Ε. και τα υπόλοιπα να υπολογίζονται µε σύρσιµο του ποντικιού 

προς τα δεξιά και προς τα κάτω.   Προσπαθείστε λοιπόν να δηµηουργήσετε ένα φύλ-

λο της µορφής: 
 

 



 

 

 

 A B C D E F G 

1        

2  Χο=  ∆x=    

3  Υο=      

4        

5  Χ Υ Κ1 Χ(Euler) Y(Euler) K2 

6        

7  =C2 =C3 Στο 1ο Περιέχει Περιέχει Στο 1ο 

8  Στη συνέχεια Το κελί C8 κελί γράφου- το άθροισµα την τιµή κελί γράφου- 

9  προσθέτει το γράγουµε µε τον τύπο των του Υ που µε τον τύπο 

10  στο προηγού- τελευταίο. του β’µέλους αντίστοιχων προκύπτει του β’µέλους 

11  µενο κελί Περιέχει της ∆.Ε.,  κελιών των από τον της ∆.Ε.,  

12  το ∆χ, το άθροισµα µε τιµές Χ, µε το τύπο του µε τιµές 

13  δηλ. το E2. του προηγού- των Χ και Υ ∆x (E2) Euler. των Χ(Euler) 

14   µενου κελιού αριστερά.  Υ=Υο+∆x και Υ(Euler) 

15   µε το Τα υπόλοιπα  *K1 Τα υπόλοιπα 

16   ∆x(K1+K2)/2 πρέπει να   πρέπει να 

17    προκύπτουν!   προκύπτουν! 

18        

 

 

 Παρατηρούµε πως στον πίνακα αυτό οι τιµές των x και y εµφανίζονται κατά στήλες 

(κατακόρυφα) κι όχι κατά γραµµές (οριζόντια), όπως κάναµε στο παράδειγµα.   Αµέσως 

µετά τον υπολογισµό του K1, έχουµε το   x(Euler)   και το   y(Euler), αντί για το x+h  και το 

προσωρινό (y), που χρησιµοποιούσαµε στο αριθµητικό παράδειγµα. 

 

 

 

 

 Παράδειγµα.   

 
 Θέλουµε να λύσουµε τη ∆.Ε. 
                    2  

    ψ’ = f(x,ψ) = 2ψηµ(x)συν(x) + e
-συν (χ)

   
 

µε αρχική συµθήκη  (x0=0 , ψ0=1)  ή όπως συνηθίζεται να διατυπώνεται  ψ(0)=1.   Το σύ-

νολο των αποτελεσµάτων (µε βήµα ολοκλήρωσης ∆x=0,2) εµφανίζεται στον επόµενο πίνα-

κα: 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 A B C D E F G 

1       

2 Χο= 0 ∆χ= 0,2   

3 Υο= 1     

4       

5 Χ Υ Κ1 X(Euler) Y(Euler) Κ2 

6 0 1,000 0,368 0,2 1,074 0,801 

7 0,2 1,117 0,818 0,4 1,280 1,347 

8 0,4 1,333 1,385 0,6 1,610 2,007 

9 0,6 1,672 2,065 0,8 2,085 2,700 

10 0,8 2,149 2,763 1 2,702 3,203 

11 1 2,746 3,243 1,2 3,394 3,170 

12 1,2 3,387 3,165 1,4 4,020 2,318 

13 1,4 3,935 2,290 1,6 4,393 0,743 

14 1,6 4,238 0,752 1,8 4,389 -0,992 

15 1,8 4,214 -0,915 2 4,031 -2,210 

16 2 3,902 -2,112 2,2 3,479 -2,604 

17       

 

 

 

0,000

4,000

8,000

12,000

0 2 4 6 8 10

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 Στο διπλανή γραφική πα-

ρά-σταση εµφανίζεται το αποτέ-

λεσµα της επίλυσης της ∆.Ε. 

(φθάνοντας µέχρι την τιµή x=8).   

Τα µικρά τριγωνάκια δείχνουν την 

ακριβή τιµή της λύσης, ενώ η συ-

νεχής καµπύλη την προσεγγιστι-

κή.    

 Παρατηρούµε πως η ακρί-

βεια είναι αποδεκτή, παρ’όλον ότι 

το βήµα ∆x (=0,2) είναι ιδιαίτερα 

µεγάλο. 
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