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1.2  Μέζνδνο Newton (Newton–Raphson) 

 

1.2.3 Σν πξόβιεκα θαη ε γεωκεηξηθή εξκελεία ηεο κεζόδνπ 

 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό κηαο πξαγκαηηθήο ξίδαο ηεο ζπλάξηεζεο  ( )y f x , ζα πξέπεη λα ηζρύνπλ νη εμήο 

πξνϋπνζέζεηο: 

 

 H ( )f x  πξέπεη λα είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε, ζε κία πεξηνρή (π0), γύξσ από ηε 

ξίδα μ, πνπ αλαδεηνύκε. 

 Γλσξίδνπκε κηα πξώηε πξνζέγγηζε x1, ηεο ξίδαο μ, ε νπνία αλήθεη ζηελ π0. 

 

Τόηε ε ηηκή x2, πνπ πξνθύπηεη από ηνλ επόκελν ηύπν, είλαη (θαηά θαλόλα) κηα θαιύηεξε 

πξνζέγγηζε ηεο ξίδαο μ, απ’ όηη ήηαλ ε x1. 

 

1
2 1

1

( )

( )

f x
x x

f x
 


  

 

Η γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ ηύπνπ θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα (Σρήκα 2.3), όπνπ 

παξαηεξνύκε πσο ε λέα πξνζέγγηζε ηεο μ (ε x2) γίλεηαη κε ηελ επζεία πνπ εθάπηεηαη ζηελ θακπύιε 

ηεο ( )f x  ζην ζεκείν:   1 1, ( )x f x   

 

 
΢ρήκα 2.4  Γεσκεηξηθή εξκελεία ηεο κεζόδνπ ηνπ Newton.. 

 

 

Σηε ζπλέρεηα, πηνζεηώληαο ζαλ πξνζεγγηζηηθή ξίδα ην x2, επαλαιακβάλνπκε ηηο πξάμεηο ηνπ 

ηύπνπ, ππνινγίδνληαο κηα λέα πξνζέγγηζε x3  θ.ν.θ.  Απηή ε δηαδηθαζία ζηακαηά όηαλ ε απόιπηε ηηκή 

ηεο δηαθνξάο αλάκεζα ζηελ πξνεγνύκελε x  θαη ζηελ επόκελε 
1x   πξνζέγγηζε είλαη κηθξόηεξε από 

ηελ απαηηνύκελε αθξίβεηα (ε). 

 

1x x     
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1.2.3 Απόδεημε ηνπ ηύπνπ ηνπ Newton. 

 

 

Η επζεία ε (ζην πξνεγνύκελν ζρήκα) είλαη εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ηεο ( )f x , ζην ζεκείν 

 1 1, ( )x f x .   Δπνκέλσο ν ζπληειεζηήο θαηεύζπλζήο ηεο (ε θιίζε ηεο) ζα είλαη ίζνο κε ηελ tan(ζ), 

αιιά θαη κε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν x1.  Από ην κηθξό ηξίγσλν πνπ ζρεκαηίδεηαη 

πξνθύπηεη ε ζρέζε: 

 

1 1
1 2 1

1 2 1

( ) ( )
'( ) tan

( )

f x f x
f x x x

x x f x
    


  

 

 

1.2.3 Σαρύηεηα ζύγθιηζεο ηεο κεζόδνπ Newton – Raphson. 

 

Σε γεληθέο γξακκέο, ε ηαρύηεηα ζύγθιηζεο ηεο κεζόδνπ είλαη κεγάιε. Θα κπνξνύζακε λα πνύκε όηη 

ζε θάζε επαλάιεςε πιεζηάδεη ζηελ ξίδα, βειηηώλνληαο ηελ αθξίβεηα ηεο πξνζέγγηζεο θαηά δύν 

δεθαδηθά. Βέβαηα, ην πόζν γξήγνξα αξρίδεη λα ζπγθιίλεη, εμαξηάηαη από ηελ επηινγή ηεο αξρηθήο 

ηηκήο x1. 

Αο πάξνπκε γηα παξάδεηγκα ηελ ζπλάξηεζε 5 1( )f x x  , πνπ έρεη ηελ (πξνθαλή) ξίδα 1x   

θαη αο εθαξκόζνπκε ηελ κέζνδν γηα λα βξνύκε απηή ηελ ξίδα. Αο δνθηκάζνπκε αξρηθά λα πάξνπκε 

σο αξρηθή ηηκή ηελ 
1 1.3x  . Σηελ πεξίπησζε απηή έρνπκε ηελ παξαθάησ αθνινπζία επαλαιήςεσλ 

ηεο κεζόδνπ. 

 

i xi f (x) f ′(x) 

1 1,3000000000000 2,712930000000000 14,280500000000000 

2 1,1100255593292 0,685252168341106 7,591051188765370 

3 1,0197545084166 0,102752802670365 5,406952328078820 

4 1,0007506784518 0,003759031672218 5,015030483042310 

5 1,0000011253464 0,000005626744727 5,000022506966240 

6 1,0000000000025 0,000000000012664 5,000000000050660 

 

 

Αλ ηώξα δνθηκάζνπκε ηώξα λα πάξνπκε σο αξρηθή ηηκή ηελ 
1 0.7x  , κηα ηηκή πνπ απέρεη 

από ηελ ξίδα ίδηα απόζηαζε κε ηελ πξνεγνύκελε αξρηθή ηηκή, αιιά πνπ βξίζθεηαη από ηελ άιιε 

πιεπξά ηεο ξίδαο. Σηελ δεύηεξε απηή πεξίπησζε έρνπκε ηελ παξαθάησ αθνινπζία επαλαιήςεσλ ηεο 

κεζόδνπ. 

 

 

i xi f (x) f ′(x) 

1 0,7000000000000 -0,831930000000000 1,200500000000000 

2 1,3929862557268 4,244863099628170 18,825968591096000 

3 1,1675071214614 1,169190489143240 9,289838362733340 

4 1,0416501965623 0,226336065632397 5,886506188352070 

5 1,0032002130933 0,016103807374954 5,064312158795830 

6 1,0000203523600 0,000101765942046 5,000407059625830 

7 1,0000000008284 0,000000004142017 5,000000016568070 
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Παξαηεξνύκε όηη ε όηη ε πξώηε πξνζέγγηζε ηεο ξίδαο, δειαδή ε 
1 0.7x  , νδεγεί ζηελ ηηκή 

2 1.3929862557268x  , ε νπνία βξίζθεηαη από ηελ άιιε πιεπξά ηεο ξίδαο θαη κάιηζηα πην καθξηά 

από ηελ πξώηε πξνζέγγηζε, όπσο κπνξνύκε λα δνύκε θαη ζην Σρήκα 2.5. Δπίζεο θαη ε ηηκή ηεο 

2( )f x  είλαη, θαη’ απόιπηε ηηκή, κεγαιύηεξε ηεο 
1( )f x , απέρεη δειαδή πεξηζζόηεξν από ηελ 

επηζπκεηή ηηκή )( 0f x  . 

 

 
΢ρήκα 2.5  Ξεθηλώληαο ηελ κέζνδν Newton – Raphson κε αξρηθή ηηκή από ηελ «ιάζνο» πιεπξά ηεο ξίδαο. 

 

 

Δάλ ηώξα ζεσξήζνπκε πσο ππάξρεη ε ιάζνο θαη ε ζσζηή πιεπξά πξνζέγγηζεο ζα πνύκε ηα 

εμήο: 

 

 Όηαλ ε θακπύιε ηεο  f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ, βνιεύεη λα μεθηλνύκε από ηελ 

πιεπξά  ηεο ξίδαο όπνπ ε ζπλάξηεζε παίξλεη ζεηηθέο ηηκέο. 

 Όηαλ ε θακπύιε ηεο f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ, βνιεύεη λα μεθηλνύκε από ηελ 

πιεπξά ηεο ξίδαο όπνπ ε ζπλάξηεζε παίξλεη αξλεηηθέο ηηκέο. 

 

Τα πξνεγνύκελα κπνξνύλ λα εηπσζνύλ θαη σο εμήο:  Η πξώηε πξνζέγγηζε x1  βξίζθεηαη από 

ηε «ζσζηή» πιεπξά ηεο ξίδαο μ, όηαλ ηζρύεη ε ζρέζε: 

 

1 1(( ) ) 0ff xx    

 

1.2.3 Πεξηπηώζεηο απνηπρίαο ηεο κεζόδνπ Newton – Raphson. 

 

Η κέζνδνο Newton – Raphson είλαη κηα πνιύ ηζρπξή αιιά θαη πνιύ απιή κέζνδνο. Η δύλακε ηεο 

κεζόδνπ είλαη όηη, γεληθά, ζπγθιίλεη πνιύ γξήγνξα ζηελ ξίδα ηεο εμίζσζεο. Γπζηπρώο, όπσο ζρεδόλ 

όια ηα ηζρπξά εξγαιεία, ε Newton – Raphson κπνξεί λα απνηύρεη αλ δελ ρξεζηκνπνηεζεί θαηάιιεια. 

Η επηηπρία εύξεζεο ηεο ξίδαο εμαξηάηαη από ηελ κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο θαη θπζηθά ηελ επηινγή ηεο 

πξώηεο πξνζεγγηζηηθήο ηηκήο x1. 

Σηελ ζπλέρεηα, ζα εμεηάζνπκε ηηο πεξηπηώζεηο απνηπρίαο ηεο κεζόδνπ Newton – Raphson, 

ρξεζηκνπνηώληαο σο παξάδεηγκα ηελ ζπλάξηεζε: 
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2

( ) xf x xe  

 

ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε θαίλεηαη ζην Σρήκα 2.6 

 

 
΢ρήκα 2.6  Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f(x). 

 

Φπζηθά, κε κηα απιή κόλν καηηά κπνξνύκε λα δνύκε όηη ε κνλαδηθή ξίδα ηεο παξαπάλσ ζπλάξηεζεο 

είλαη ε 0x   (ην 
ae , όπνπ α έλαο νπνηνδήπνηε αξηζκόο είλαη πάληα κεγαιύηεξν ηνπ 0). Παξόιν, 

ινηπόλ, πνπ θαλείο δελ ζα ρξεζηκνπνηνύζε θάπνηα ππνινγηζηηθή κέζνδν γηα λα βξεη ηελ ξίδα ηεο 

παξαπάλσ ζπλάξηεζεο, εληνύηνηο απνηειεί έλα πνιύ θαιό παξάδεηγκα απνηπρίαο ηεο κεζόδνπ 

Newton – Raphson. 

 

 

 

Πεξίπηωζε 1
ε
  

 

Ο ηύπνο ηνπ Newton δελ κπνξεί λα ιεηηνπξγήζεη όηαλ ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο  f, ζην x1, ή ζε 

θάπνην άιιν από ηα xj, είλαη ίζε κε ην κεδέλ (ή, ζηελ πξάμε, πνιύ θνληά ζην κεδέλ).  Σηελ 

πεξίπησζε πνπ είλαη ίζε κε ην κεδέλ, έρνπκε πξνθαλώο ζηνλ επαλαιεπηηθό ηύπν δηαίξεζε κε ην 

κεδέλ. Σηελ πεξίπησζε πνπ είλαη πνιύ θνληά ζην κεδέλ, ηόηε ε εθαπηνκέλε είλαη ζρεδόλ νξηδόληηα 

θαη ην επόκελν xj ζα είλαη έλαο πάξα πνιύ κεγάινο αξηζκόο. Αλ δηαπηζησζεί πσο θάηη ηέηνην 

ζπκβαίλεη, ηόηε πξέπεη λα αιιαρζεί ε πξώηε πξνζεγγηζηηθή ηηκή x1. 

 

Έζησ ινηπόλ όηη επηιέγνπκε ζαλ αξρηθή ηηκή ηελ 
1 0.5065x  . Η εθαξκνγή ηνπ ηύπνπ ησλ 

Newton – Raphson καο δίλεη ηελ παξαθάησ αθνινπζία βεκάησλ, ε νπνία εκθαλίδεηαη γξαθηθά ζην 

Σρήκα 2.7.  

 

i xi f (xi) f ′(xi) 

1 0,5065 0,391890347027432 0,376737382562755 

2 −0,533721557949993 −0,401422935899464 0,323624370882431 

3 0,706676174782243 0,428881783399895 0,000738942035565 

4 −579,6930882965420 0 0 

 

Βιέπνπκε όηη ζην ηξίην βήκα πιεζηάδνπκε πνιύ θνληά ζην ηνπηθό κέγηζην ηεο ζπλάξηεζεο, 

όπνπ ε παξάγσγνο είλαη πνιύ θνληά ζην κεδέλ θαη ε κέζνδνο καο ζηέιλεη… ζην θεγγάξη!  Δθεί 
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βέβαηα ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηεο παξαγώγνπ ηεο είλαη ηόζν κηθξέο πνπ ν Η/Υ δελ κπνξεί λα ηηο 

ππνινγίζεη (κηθξόηεξεο από ην 
30810

) θαη ηηο ζεσξεί κεδέλ.  

 

 
΢ρήκα 2.7  Πεξίπησζε απνηπρίαο ζηελ νπνία ε κέζνδνο ζπλαληά έλα ζεκείν ζην νπνίν ε  f΄(x) είλαη ζρεδόλ 

κεδέλ. 

 

 

Πεξίπηωζε 2
ε
  

 

Η ζπλάξηεζε λα ηείλεη ζην κεδέλ όηαλ ην x ηείλεη ζην άπεηξν (ή ζην κείνλ άπεηξν). Σε απηή ηελ 

πεξίπησζε κπνξεί λα παγηδεπηεί ε κέζνδνο θαη λα αθνινπζήζεη ηελ ζπλάξηεζε πξνο ην άπεηξν 

λνκίδνληαο όηη ζα βξεη ηελ ξίδα. Αιιά ξίδα δελ ππάξρεη. Η ζπλάξηεζε δελ ζα γίλεη πνηέ κεδέλ. Η 

πεξίπησζε απηή θαίλεηαη γξαθηθά ζηα Σρήκαηα 2.8 θαη  2.9. 

Τν ίδην κπνξεί λα ζπκβεί όηαλ ε ζπλάξηεζε δελ ηείλεη ζην κεδέλ, αιιά ζε έλαλ άιιν αξηζκό 

α θαη, θαζώο ην x ηείλεη ζην άπεηξν, ε ζπλάξηεζε είλαη θνίιε ( 0f   ) αλ 0a   ή θπξηή  ( 0f   ) αλ 

0a  , δειαδή, ζπλδπάδνληαο ηηο δύν πεξηπηώζεηο, αλ ( ) 0a f x   

 

 
΢ρήκα 2.8  Πεξίπησζε απνηπρίαο ζηελ νπνία ε κέζνδνο αθνινπζεί ηελ ζπλάξηεζε ζην άπεηξν. 
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΢ρήκα 2.9  Πεξίπησζε απνηπρίαο ζηελ νπνία ε κέζνδνο, αθνύ πιεζηάζεη έλα ηνπηθό αθξόηαην, ζηέιλεηαη ζε 

ζεκείν ηέηνην ώζηε ζηελ ζπλέρεηα λα αθνινπζεί ηελ ζπλάξηεζε ζην κείνλ άπεηξν. 

 

 

 

Πεξίπηωζε 3
ε
  

 

Τέινο, αλ θαη πνιύ ζπάληα, ππάξρεη πεξίπησζε, ε κέζνδνο λα εγθισβηζηεί ζε έλαλ «θαύιν» θύθιν, 

όπνπ κεηά από θάπνηεο επαλαιήςεηο λα επηζηξέθεη ζε έλα από ην πξνεγνύκελα xi θαη ε αθνινπζία 

ησλ xi λα επαλαιακβάλεηαη πεξηνδηθά. 

Σηελ ζπλάξηεζε 
2

( ) xf x xe , πνπ ρξεζηκνπνηνύκε σο παξάδεηγκα, απηό κπνξεί λα ζπκβεί 

αλ δώζνπκε αξρηθή ηηκή 
1 0.5x  , όπσο θαίλεηαη θαη ζην Σρήκα 2.10  

 

 
΢ρήκα 2.10  Πεξίπησζε απνηπρίαο ζηελ νπνία ε κέζνδνο εγθισβίδεηαη ζε έλαλ «θαύιν» θύθιν. 

 

 

 

Πεξίπηωζε επηηπρίαο!  
 

Όπσο είδακε ζηα πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο, ε κέζνδνο Newton – Raphson απνηπγράλεη λα βξεη ηελ 

ξίδα ηεο ζπλάξηεζεο 
2

( ) xf x xe , αλ ε αξρηθή ηηκή είλαη 1 0.5x  . Γηα ηελ ηηκή 1 0.5x   ε κέζνδνο 
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εγθισβίδεηαη ζε θαύιν θύθιν, ελώ γηα ηηκή 1 0.5x   ε κέζνδνο «νιηζζαίλεη» πξνο ην άπεηξν (κείνλ ή 

ζπλ). 

Αληηζέησο, αλ ε αξρηθή καο ηηκή είλαη 1 0.5x   ε κέζνδνο επηηπγράλεη λα βξεη ηελ ξίδα θαη 

κάιηζηα πνιύ γξήγνξα, όπσο κπνξνύκε λα δνύκε ζηνλ παξαθάησ πίλαθα επαλαιήςεσλ. 

 

i xi f (xi) f ′(xi) 

1 0,5065 0,391890347027432 0,376737382562755 

2 −0,533721557949993 −0,401422935899464 0,323624370882431 

3 0,706676174782243 0,428881783399895 0,000738942035565 

4 −579,6930882965420 0 0 

 

 

Σην Σρήκα 2.11 εκθαλίδνληαη γξαθηθά νη πξώηεο ηέζζεξηο επαλαιήςεηο ηνπ παξαπάλσ 

πίλαθα 

 

 
΢ρήκα 2.11  Οη πξώηεο 4 επαλαιήςεηο ηηο κεζόδνπ γηα αξρηθή ηηκή 0.49. Η κέζνδνο ζπγθιίλεη γξήγνξα πξνο ηελ 

ξίδα.. 

 

 

 

1.2.3 Παξαδείγκαηα  

 

Παξάδεηγκα 1
ν
 

  

Γηα ηειεπηαία θνξά επαλεξρόκαζηε ζην παξάδεηγκα ησλ πξνεγνύκελσλ παξαγξάθσλ, αλαδεηώληαο 

ηελ πξαγκαηηθή ξίδα ηεο ζπλάξηεζεο  

 
2( ) 4xf x xe x    

 

μεθηλώληαο από ην ζεκείν x1 = 1.6, πνπ είλαη ην δεμί άθξν ηνπ αξρηθνύ δηαζηήκαηνο, ην νπνίν 

επηιέγνπκε επεηδή ε ζπλάξηεζε f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ. 

Θα δεκηνπξγήζνπκε ινηπόλ έλαλ πίλαθα όπνπ ζα εκθαλίδνληαη ηα βαζηθά ζηνηρεία ηνπ 

ηύπνπ: 
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1

1 1

2

1 1 1
1 1

1 1 1

2

)

)

( 4

( 2

x

x x

f x x
x x x

f x

x e

e x e x






  

 
 

 

x 1,6 1,458972 1,439751 1,439433396 1,43943331 

f (x) 1,364852 0,147221 0,002356 6,31775E-07 4,61853E-14 

f '(x) 9,677884 7,659412 7,415383 7,41140737 7,411406304 

 

 

Παξάδεηγκα 2
ν
 

 

Να ππνινγηζζεί κία ξίδα ηεο ζπλάξηεζεο: 

 

 3( ) ln( 2) 0 0xy f x x x x e x       

 

κε αθξίβεηα ε=0,00001 

Όπσο θαη ζε πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο, μεθηλνύκε θάλνληαο έλαλ κηθξό πίλαθα ηηκώλ ηεο 

ζπλάξηεζεο, αληηθαζηζηώληαο ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζην 0 κε ην όξην ηεο f(x), όηαλ ην  x ηείλεη 

ζην 0 από κεγαιύηεξεο ηηκέο (θαη κε ηε βνήζεηα ηνπ θαλόλα ηνπ De l’ Hopital): 

 
xk  0 1 2 3 

yk  -21 -19,37 -13,52 3,65 

 

από ηνλ νπνίν πξνθύπηεη πσο ε ξίδα βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα (2 , 3), ζηα άθξα ηνπ νπνίνπ ε f παίξλεη 

ηηκέο εηεξόζεκεο. 

 

Σηε ζπλέρεηα παξαγσγίδνπκε ηε ζπλάξηεζε f: 

 

3 2'( ) ln( ) 20 3 ln( ) 1x xd
f x x x x e x x e

dx

            

 

νπόηε ν ηύπνο ηνπ Newton (πνπ ππνινγίδεη ην x2 από ηελ πξώηε πξνζέγγηζε x)   γίλεηαη: 

 
3

1 2

ln( ) 20

3 ln( ) 1

x

x

x x x e
x x

x x e





  
 

 



 

  
 

  
 

 

Τέινο θαηαζθεπάδνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα ηηκώλ, ζηνλ νπνίν ζπκκεηέρνπλ όιεο νη 

πνζόηεηεο πνπ παίξλνπλ κέξνο ζηνλ ηύπν, μεθηλώληαο από ηελ ηηκή x=3 (βξίζθεηαη από ηε ζσζηή 

πιεπξά ζύκθσλα κε ηα πξνεγνύκελα): 

 
x 3 2,853539 2,845262 2,845236 

f 3,654376 0,18572 0,000572  

f ' 24,95117 22,43713 22,299  

 

 Θεσξνύκε πσο έρνπκε ππνινγίζεη ηε ξίδα κε ηελ απαηηνύκελε αθξίβεηα, όηαλ ε 

απόζηαζε αλάκεζα ζηελ ηειεπηαία πξνζέγγηζε (xλ) θαη ζηελ πξνεγνύκελε (xλ1) είλαη θαη’ απόιπηε 

ηηκή κηθξόηεξε από ηελ απαηηνύκελε αθξίβεηα: 

 

1x x     

 

Βέβαηα, κηα ηζρπξή έλδεημε αθξίβεηαο είλαη θαη ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f(xλ) (δειαδή πόζν 

θνληά είλαη ζην κεδέλ), κόλν πνπ δελ είλαη απόιπηε έλδεημε γηα ην πόζν θνληά  είκαζηε ζηελ ξίδα 

πνπ αλαδεηνύκε.  
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Αμίδεη επίζεο λα παξαηεξήζνπκε πσο ε αθξίβεηα ηεο θάζε επόκελεο πξνζέγγηζεο 

βειηηώλεηαη θαηά δύν επηπιένλ δεθαδηθά… 

 
 

 
΢ρήκα 2.12  Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f (x) = x

4
 – 10 x

3
 + 36 x

2
 – 54 x + 27. 

 

 

 

Γηα παξάδεηγκα, ζην πην πάλσ γξάθεκα (Σρήκα 2.11), ε ζπλάξηεζε 

 
4 3 2 310 36 54 27 ( 1)( 3)( ) x x x x x xf x         

 

εκθαλίδεη 2 ξίδεο, ζην x=1 θαη ζην x=3.  Καη όζνλ αθνξά ζην x=1, ε ηηκή ηεο ( )f x είλαη 

ηθαλνπνηεηηθόο δείθηεο γηα ηελ αθξίβεηα ππνινγηζκνύ ηεο ξίδαο (όηαλ, δειαδή, ην ( )f x πιεζηάδεη 

ζην κεδέλ, ηόηε θαη ε πξνζέγγηζε ηεο ξίδαο 
ix πιεζηάδεη όκνηα ηελ ξίδα.   Αληίζεηα, ζηελ πεξηνρή ηνπ 

3x  , έρνπκε ηελ ηηκή ηεο ( )f x λα είλαη πνιύ θνληά ζην κεδέλ, ελώ ε πξνζέγγηζε ηεο ξίδαο λα είλαη 

αθόκε ηδηαίηεξα καθξηά απ’ απηήλ. 

 

 

 

1.2.3 Δηαρείξηζε ηνπ ηύπνπ ηνπ Newton, κε ην Excel. 

 

Αλαδεηνύκε ινηπόλ όιεο ηηο πξαγκαηηθέο ξίδεο κηαο ζπλάξηεζεο f(x).   Αξρηθά, κηα θαη ην Excel καο 

δίλεη ηε δπλαηόηεηα λα θάλνπκε εύθνια αθξηβείο γξαθηθέο παξαζηάζεηο, αμίδεη λα θάλνπκε ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f(x). Πξνθαλώο, δεκηνπξγνύκε έλαλ πίλαθα ηηκώλ ηεο f(x), ζην πεδίν 

νξηζκνύ πνπ καο ελδηαθέξεη, ηνλ νπνίν κεηαηξέπνπκε ζε γξαθηθή παξάζηαζε. 

Τν θύξην πξόβιεκα πνπ αληηκεησπίδνπκε θαηά ηελ αλαδήηεζε κηαο πξαγκαηηθήο ξίδαο ηεο 

f(x), είλαη λα δεκηνπξγήζνπκε έλαλ πίλαθα ηηκώλ ζαλ ηνλ παξαθάησ, ν νπνίνο ζα πεξηέρεη ηηο 

δηαδνρηθέο πξνζεγγίζεηο ηεο ξίδαο μ, θαζώο θαη ηηο ηηκέο f(x) θαη f ′(x). 

 

 
 D E F G 

1 x1  x2 = x1 -f(x1)/f’(x1) x3 = x2 -f(x2)/f’(x2) x4 = .... 

2 f(x1) f(x2) .... .... 

3 f ’(x1) f ’(x2) .... .... 

4     
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Βέβαηα, ηα θειηά έρνπλ δηαιερηεί ζηελ ηύρε.   Η δηαδηθαζία πνπ ζα αθνινπζεζεί είλαη ε εμήο: 

 

1. Τνπνζεηνύκε ηελ πξώηε πξνζεγγηζηηθή ηηκή x1, ζην θειί D1. 

2. Τνπνζεηνύκε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f(x),  ζην θειί D2,  ρξεζηκνπνηώληαο ζαλ 

κεηαβιεηή ηελ ηηκή ηνπ θειηνύ D1. 

3. Τνπνζεηνύκε ηνλ ηύπν ηεο παξαγώγνπ ηεο ζπλάξηεζεο f ′(x), ζην θειί D3, 

ρξεζηκνπνηώληαο θαη πάιη ζαλ κεηαβιεηή ηελ ηηκή ηνπ θειηνύ D1. 

4. Τνπνζεηνύκε ηέινο ζην θειί  E1, ηνλ ηύπν:  = D1 - D2/D3. 

5. Μαπξίδνπκε ηα θειηά D2 - D3, θαη ζύξνπκε ηελ θάησ δεμηά γσλία, κία ζηήιε πην 

δεμηά, έηζη ώζηε λα ππνινγηζζνύλ νη ηηκέο  f (x2) θαη  f ′(x2). 

6. Τειεηώλνπκε  ηε  δεκηνπξγία ηνπ πίλαθα,  καπξίδνληαο ηελ πεξηνρή:  Δ1:E3,  θαη 

ζύξνληαο ηελ θάησ δεμηά γσλία πξνο ηα δεμηά. 

 

Παξαηεξήζεηο: 
 

7. Αιιάδνληαο ηελ ηηκή ηνπ θειηνύ D1 (δει. ηνπ x1), κεηαβάιινληαη όιεο νη ηηκέο ηνπ 

πίλαθα, όπσο άιισζηε ζα έπξεπε λα ζπκβεί. 

8. Αιιάδνληαο ηνπο ηύπνπο ησλ θειηώλ D2 θαη D3, κε κηα λέα ζπλάξηεζε θαη ηελ 

παξάγσγό ηεο θαη ζέξλνληαο ηνπο πξνο ηα δεμηά, ππνινγίδνπκε ηελ ξίδα ηεο λέαο 

ζπλάξηεζεο. 

 

 

Παξαδείγκαηα:   
 

1
ν
) Να ππνινγηζζεί κία ξίδα ηεο ζπλάξηεζεο:   

2
33( ) 12 5

x

f x e x x     

 

Αξρηθά,  θάλνπκε  ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f(x) (βιέπε Σρήκα 2.13),  όπνπ παξαηεξνύκε 

πσο  ε  f  έρεη 4 απιέο ξίδεο, νη νπνίεο είλαη ίζεο (θαηά πξνζέγγηζε) κε: 

 

 ξ1 = -3 

 ξ1 = -0,4 

 ξ1 = 4,1 

 ξ1 = 10,3 

 

όιεο βαζκνύ πνιιαπιόηεηαο 1  

 

 
΢ρήκα 2.13  Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f (x). 
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Γνπιεύνληαο κε ηνλ ηξόπν πνπ πεξηγξάθεθε ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν θαη 

ηνπνζεηώληαο ζηα θαηάιιεια θειηά ηελ ζπλάξηεζε θαη ηελ παξάγσγό ηεο: 

 

2
23

2
( ) 3 12

3

x

f x e x    

 

θαηαζθεπάδνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα ηηκώλ: 

 

x -3 -3,2592034 -3,2276743 -3,22716778 -3,2271677 -3,22716765 

f(x) -3,86466 0,62400162 0,0097137 2,4911E-06 1,634E-13 0 

f '(x) -14,9098 -19,791315 -19,176127 -19,1662917 -19,166289  

 

πξάγκα πνπ ζεκαίλεη πσο ε δνζείζα ζπλάξηεζε έρεη ζηελ πεξηνρή ηνπ ζεκείνπ -3 ηελ ξίδα ξ1=-

3,22716765, όπνπ όια ηα ςεθία είλαη ζσζηά…   

 Δάλ είρακε μεθηλήζεη από έλα ιάζνο ζεκείν: x= 2 (ζεκείν πνπ βξίζθεηαη αξθεηά θνληά ζην 

ηνπηθό ειάρηζην ηεο πεξηνρήο), ηόηε ε επόκελε πξόβιεςε ζα ήηαλ πνιύ καθξηά από ηε ξίδα πνπ 

ςάρλνπκε.  Απηό γίλεηαη θαλεξό από ηνλ επόκελν πίλαθα ηηκώλ: 

 

x= 2 -7,8033099 -5,5385926 -4,18298964 -3,48938655 -3,25591922 

f(x)= 24,79367 386,522157 108,46371 28,0570806 5,711159204 0,55910909 

f '(x)= 2,529112 -170,67126 -80,011416 -40,4512046 -24,4623484  

 

όπνπ ε 2
ε
 πξνζέγγηζε απνκαθξύλεηαη ζεκαληηθά από ηε ξίδα, γηα λα επηζηξέςεη μαλά θνληά ηεο κεηά 

από πέληε πεξηζηξνθέο. 

Τώξα, εάλ αληηθαηαζηήζνπκε ηελ 1
ε
 πξνζέγγηζε (x=-3) κε ηηο πξνζεγγίζεηο ησλ ππνινίπσλ 

ξηδώλ, παίξλνπκε ακέζσο ηηο ηξεηο επόκελεο ξίδεο (κε 9 ζσζηά δεθαδηθά ςεθία):  

 

1ε πξνζέγγηζε Ρίδα 

-0,4 -0,486513177 

4,1 4,123363116 

10,3 10,31304647 

 

 

Παξαηεξήζεηο: 
 

1. Οη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο f, πιεζηάδνπλ πνιύ ζύληνκα ζην κεδέλ.  Γελ ζπλέβε θάηη 

ηέηνην κνλό θαηά ηελ πξώηε επαλάιεςε ηνπ ηύπνπ, όπνπ όκσο παξαηεξνύκε πσο 

ππήξμε αιιαγή πξνζήκνπ (ππήξμε πέξαζκα από ηελ άιιε πιεπξά ηεο ξίδαο, όπσο 

αλαθέξζεθε ζε πξνεγνύκελε παξαηήξεζε). 

2. Η αθξίβεηα ηεο πξνζέγγηζεο ηεο ξίδαο δελ θξίλεηαη από ην πόζν θνληά ζην κεδέλ 

πιεζηάδεη ε ηηκή ηεο f (ρξεζηκνπνηείηαη κόλνλ ελδεηθηηθά), αιιά από ηελ απόζηαζε 

αλάκεζα ζε δύν δηαδνρηθέο πξνζεγγίζεηο (
1i ix x x   ).  Γηα άιιε κία θνξά 

παξαηεξνύκε πσο ζε θάζε επαλάιεςε ηνπ ηύπνπ, ε πξνζέγγηζε βειηηώλεηαη θαηά 

δύν δεθαδηθά ςεθία. 

 
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2
ν
) Να ππνινγηζζνύλ θαη νη ηξεηο ξίδεο ηεο ηξηηνβάζκηαο π.ζ.:  

 
3 22) 4 5( xf x x x    

 

Αξρηθά, θάλνπκε έλαλ πίλαθα ηηκώλ θαη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f(x) (βιέπε Σρήκα 2.14). 

Από απηήλ δηαπηζηώλνπκε πσο ε  f(x) έρεη κία κόλν πξαγκαηηθή ξίδα (ζηελ πεξηνρή ηνπ 3.5) θαη δύν 

κηγαδηθέο… 

 

 
΢ρήκα 2.14  Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο π.ζ.  f (x). 

 

 

Τπνινγηζκόο ηεο πξαγκαηηθήο ξίδαο:  
 

 

Φξεζηκνπνηνύκε ηνλ ηύπν ηνπ Newton 

  
3 2

1 1 1
2 1 2

1 1

2 4 5

3 4 4

x x x
x x

x x

  
 

 
 

 

θαη παίξλνληαο σο πξώηε ηηκή ην x1= -3,5   έρνπκε 

 

x -3,5 -3,533333333 -3,532842573 -3,532842466 

f (x) 0,625 -0,009481481 -2,07115E-06 -1,03029E-13 

f ′(x) 18,75 19,32 19,31155965  

 

ηελ ξίδα  ξ1 = -3.532842466  

 

 

Τπνινγηζκόο ηωλ δύν κηγαδηθώλ ξηδώλ 
 

 Όπσο είπακε, εάλ ε ηηκή ξ είλαη ξίδα ηεο π.ζ. ( )f x , ηόηε απηή ζα δηαηξείηαη κε ηνλ παξάγνληα (x – 

ξ).   Οπόηε, κεηά ηε δηαίξεζε, ην πειίθν ζα είλαη κηα π.ζ. 2
νπ

 βαζκνύ, ην νπνίν ζα έρεη ξίδεο ηηο 

ππόινηπεο δύν  ξίδεο ηνπ ( )f x : 

 



14 

1 2 3
2 3

1 1

( )( )( )( )
( )( ) πηλίκο( )

( )

x x xf x
x x x

x x

  
 

 

  
    

 
 

 

Άξα εθηεινύκε ηε δηαίξεζε ηεο ( )f x  κε ηνλ παξάγνληα   (x+3.532842466): 

 

 

 

 

 

 
3 2

3 2 2

2

2

2 4 5 3.532842466

3.532842466 1.532842466 1.415290958

1.532842466 4 5

1.532842466 5.415290958

1.415290958 5

1.415290958 5

0

x x x x

x x x x

x x

x x

x

x

   

   

  





 

 

 

Δπνκέλσο νη δύν κηγαδηθέο ξίδεο ηεο πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο  

 
3 22) 4 5( xf x x x    

 

είλαη νη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ: 

 

p(x) = x
2
 –1.532842466x + 1.415290958 

 

νη νπνίεο είλαη ξ2,3 = 0.76642  0.909884 i 

 

 

Κξηηήξηα αμηνιόγεζεο 
 

Κξηηήξην αμηνιόγεζεο 1 
 

Δίλεηαη ε πνιπωλπκηθή ζπλάξηεζε  f (x) = x
4
 -3x

3
+2x 

 

1. Ση κνξθή πηζηεύεηε πωο ζα έρεη ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε;   Πόζα ηνπηθά κέγηζηα θαη 

πόζα ηνπηθά ειάρηζηα ζα δηαζέηεη;  Αηηηνινγείζηε ηελ απάληεζή ζαο. 

2. Τπνινγίζηε ηα ζεκεία όπνπ ε f (x) παίξλεη αθξόηαηεο ηηκέο. 

3. Να θάλεηε κηα πξόρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε.                    

 

 

Κξηηήξην αμηνιόγεζεο 2 
 

Nα ππνινγηζζνύλ νη ηξεηο ξίδεο ηωλ ζπλαξηήζεωλ: 

 

1. f (x) = x
3
+2,585786438x

2
 + 7.343145751x – 16.97056275 

2. f (x) = x
3
+0.82x

2
 – 0.36x – 2.36 


