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1 Φπήζη ηων αναπηςγμάηων Taylor – Mac Laurin 

 

1.2 Tο πολςώνςμο ηος Taylor 

 

Η ηδέα ηέηνησλ πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ πνπ λα πξνζεγγίδνπλ κε πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο 

είλαη πνιύ παιηά.  Επί πιένλ ε ρξεζηκόηεηά ηεο είλαη αλακθηζβήηεηε.   Γηα παξάδεηγκα, ην λα 

ππνινγίζνπκε ηελ ηηκή ηεο  

 
3 5

( )
6 120

x x
p x x    

 

γηα x=0.2, κε ραξηί θαη κνιύβη, παξ’ όιν πνπ απαηηεί θάπνηεο πξάμεηο, είλαη κηα εύθνιε ππόζεζε. 

Αληίζεηα, ην λα ππνινγίζνπκε ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο: 

 

( ) sin( )f x x  

 

γηα x=0.2 rad, κε ραξηί θαη κνιύβη, απνηειεί κία ηδηαίηεξα δύζθνιε ππόζεζε. 

Υπνζηεξίδνπκε ινηπόλ πσο ε π.ζ.  p(x) δίλεη κε κεγάιε αθξίβεηα ηελ ηηκή ηνπ εκηηόλνπ πνπ 

αλαδεηνύκε!   Πξάγκαηη: 

 
3 5 3 5

0.2

0.2 0.2
(0.2) 0.2 0.19866933

6 120 6 120
x

x x
p x



 
       
 

 

 

ελώ ν ππνινγηζηήο ηζέπεο δίλεη: 

 

sin(0.2 rad) = 0.19866933 

 

Απηό ην πξόβιεκα επηρεηξεί λα ην ιύζεη ην «αλάπηπγκα κηαο ζπλάξηεζεο ζε ζεηξά Taylor, 

πνπ ίζσο λα είλαη γλσζηό ζηνπο πεξηζζόηεξνπο. Η ρξεζηκόηεηά ηνπ όκσο ζηελ αξηζκεηηθή αλάιπζε 

καο αλαγθάδεη λα αλαθεξζνύκε ζ' απηό ελ ζπληνκία. 

 

 

 

1.3 Το ππόβλημα 

 

Ζεηνύκε λα ππνινγίζνπκε κία πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε ( )y p x , ε νπνία λα πξνζεγγίδεη ηελ 

ζπλάξηεζε ( )y f x  ζηελ πεξηνρή θάπνηνπ ζεκείνπ x0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο  f, εθ’ όζνλ ε  f  είλαη 

παξαγσγίζηκε ζε νιόθιεξε ηελ πεξηνρή.  Με ηνλ όξν πεξηνρή ηνπ ζεκείνπ x0, ελλννύκε έλα 

δηάζηεκα (ππνζύλνιν ηνπ ) ηεο κνξθήο: (x0 – ε , x0 + ε) = Π(x0 , ε), έλα δηάζηεκα δειαδή κε θέληξν 

ην ζεκείν x0  θαη "αθηίλα" ίζε κε ε.  

Ο ζηόρνο είλαη  ε αληηθαηάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) κε ην πνιπώλπκν p(x) ζηελ ελ ιόγσ 

πεξηνρή.  Τν πνιπώλπκν απηό ην απνθαινύκε πνιπώλπκν Taylor, ή αλάπηπγκα ζε ζεηξά Taylor ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x) ζηελ πεξηνρή ηνπ ζεκείνπ x0.   Τν ζεκείν x0 απνθαιείηαη κένηπο ηος 

αναπηύγμαηορ. 
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 Η δηεξεύλεζε ηνπ πξνβιήκαηνο, νδεγεί ζηα παξαθάησ ζπκπεξάζκαηα: 

 

 ην πνιπώλπκν  ζα πξέπεη λα παίξλεη ηελ ίδηα ηηκή κε ηε ζπλάξηεζε ζην x0, δειαδή: 

0 0(( ) )f p xx    

 

 ε θιίζε ηνπ πνιπσλύκνπ θαη ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν x0 ζα πξέπεη λα 

ηαπηίδνληαη: 

0 0) (( )f x p x  

  

 πσο ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηνπ πνιπσλύκνπ θαη ηεο ζπλάξηεζεο ζην x0 

(δειαδή νη παξάγσγνη 2
εο

 ηάμεο ζην ζεκείν x0), ζα πξέπεη λα ηαπηίδνληαη: 

0 0) ( )(f p xx   

  

 πσο ζε ηειηθή αλάιπζε, νη ηηκέο όισλ ησλ παξαγώγσλ ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν x0 

ζα πξέπεη λα είλαη ίζεο κε ηηο ηηκέο ησλ αληηζηνίρσλ παξαγώγσλ ηνπ πνιπσλύκνπ: 
( )

0

( )

0)( ( )n nf p xx    

 

Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη άκεζα ν πεξηνξηζκόο, ζύκθσλα κε ηνλ νπνίν γηα λα αλαπηπρζεί 

κία ζπλάξηεζε f(x) ζε ζεηξά Taylor ζηελ πεξηνρή ηνπ ζεκείνπ x0, ζα πξέπεη λα είλαη παξαγσγίζηκε 

κε ζπλερείο παξαγώγνπο ζηελ πεξηνρή ζύκπησζεο. 

 

 

1.4 Υπολογιζμόρ ηος πολςωνύμος p(x). 

 

Θα δηαιέμνπκε ηελ γεληθή κνξθή ηνπ πνιπσλύκνπ ( )p x  κε ηέηνην ηξόπν ώζηε λα δηεπθνιύλνληαη νη 

πξάμεηο. Φσξίο ινηπόλ λα πεξηνξίδεηαη ε γεληθόηεηα ηεο ιύζεο δηαιέγνπκε ηελ παξαθάησ κνξθή 
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0 1 0 2 0 0

3

3 0) ( ) ( ) ( )( ) ( n

np x a xa a x x xx a x x a x          

 

Σύκθσλα κε όζα ιέρζεθαλ ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν έρνπκε πσο: 

 

 

0

0

0

2 3

0 0 0 1 0 2 0 3 0 0 0 0

2

0 0 1 0 0 1 0

0
0 0 2

2 3 1

23 0

0

)

2

(

0

( )

( ) ( ...

( ) ( ...

( ) ( (

) ( ) ( ) ( ) ( )

) 2 ( ) 3 ( ) ( )

( )
) 2 6 ) ... 2

2

( )) !(

x

x

n

x

n

n

n

f x p x a a a

f x p

a a x x a x x x x f x

a a x x a x x f x

f x
a

x a a

f x p x x x a

f x p

a

anx

a

a

     

       



      

     


    



 





( )

0( )

!

nf x

n


 
 

 

νπόηε ην πνιπώλπκν ηνπ Taylor παίξλεη ηελ παξαθάησ κνξθή: 

 

 
2

0 0
0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

2! !

n
nx x x x

p x f x x x f x f x f x
n

 
         

 

Τώξα πιένλ κπνξνύκε λα αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ πεξηνρή ηνπ x0 ηελ ζπλάξηεζε ( )f x  κε ην 

πνιπώλπκν. Φζάλνπκε ινηπόλ ζηηο ζρέζεηο (όπνπ ζηελ ηειεπηαία αληηθαηαζηάζεθε ην 
0x x  κε ην h 

(δειαδή 
0x hx  ): 
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   

   

2 3

0 0
0 0 0 0 0

0
0

0

2 3

0 0 0 0 0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) '( ) ''( ) '''( ) ...

2! 3!

( )

!

( ) '( ) ''( ) '''( ) ...
2! 3! !

j
j

j

j
j

j

x x x x
f x f x x x f x f x f x

x x
f x

j

h h h
f x hf x f x f x f x

j









 
      

 
  

 

 
       

 





 

 

Αμίδεη λα παξαηεξήζνπκε πσο εάλ ηζρύεη ν πεξηνξηζκόο 
0 1h x x   , ηόηε ε ζεηξά 

ζπγθιίλεη ηαρύηαηα ζηελ ηηκή ηεο ( )f x , κέζα ζε πνιύ ιίγνπο όξνπο (δηόηη ην 
nh  ηείλεη γξήγνξα ζην 

0, όηαλ h<1). 

 

 

1.5 Το ζθάλμα αποκοπήρ. 

 

Παξαηεξνύκε πσο ην πνιπώλπκν Taylor κηαο ζπλάξηεζεο ( )f x , είλαη κία ζεηξά κε άπεηξνπο όξνπο. 

Σηε ζπλέρεηα ζα δερζνύκε πσο γηα ηηο ζηνηρεηώδεηο ζπλαξηήζεηο, ε ζεηξά απηή ζπγθιίλεη ζηελ 

ζπλάξηεζε ( )f x , γηα θάζε x πνπ λα αλήθεη ζην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ.  

Σηελ πξάμε βέβαηα δελ είλαη δπλαηό λα ρξεζηκνπνηεζνύλ παξά πεπεξαζκέλνπ πιήζνπο όξνη. 

Όινη νη ππόινηπνη παξαιείπνληαη (απνθόπηνληαη). Η ρξήζε όκσο ελόο κηθξνύ αξηζκνύ όξσλ, 

απηόκαηα κηθξαίλεη ην δηάζηεκα ζην νπνίν ε ζεηξά κπνξεί λα πξνζεγγίζεη ηε ζπλάξηεζε ( )f x , ην 

νπνίν γίλεηαη κία πεξηνρή ηνπ x0, ε αθηίλα ηεο νπνίαο εμαξηάηαη από ηνλ αξηζκό ησλ όξσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαη. Σηελ πξάμε κάιηζηα, όπσο εηπώζεθε ήδε, ε απόιπηε ηηκή ηνπ 
0h x x   είλαη 

κηθξόηεξε ηνπ 1  (Εάλ  61 1h h  ) .  

Η ηάμε ηνπ θάζε όξνπ θαζνξίδεηαη από ηνλ εθζέηε ηεο παξέλζεζεο 
0( )x x , ή από ηελ ηάμε 

ηεο παξαγώγνπ ( ) ( )nf x .  Έηζη ινηπόλ όηαλ κηιάκε γηα αλάπηπγκα Taylor ζην νπνίν δηαγξάθηεθαλ 

όινη νη κεγαιύηεξνη ηεο δεύηεξεο ηάμεο όξνη, ελλννύκε ην: 

 

 
2

3

0 0 0 0( ) ( ) '( ) ''( )
2!

h
f x h f x hf x f x O h      

 

Είλαη επνκέλσο ζεκαληηθό λα έρνπκε κία εθηίκεζε γηα ηε δηαθνξά πνπ ζα πξνθύςεη αλάκεζα 

ζηελ ηηκή ηνπ πνιπσλύκνπ θαη ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζε θάπνην ζεκείν x (ηεο πεξηνρήο ηνπ x0), ε 

νπνία ζα νθείιεηαη ζηελ απνθνπή ησλ όξσλ ηεο ζεηξάο.  

Οξίδνπκε ινηπόλ ην ζθάικα απνθνπήο Ε κε ηε ζρέζε: ( ) ( )E f x p x  . Είλαη θαλεξό πσο ην 

ζθάικα Ε εμαξηάηαη από ηελ ηάμε ν ηνπ ηειεπηαίνπ όξνπ ηεο ζεηξάο πνπ θξαηήζεθε ζηνλ 

ππνινγηζκό, από ην ζεκείν x, αιιά θαη από ηελ επηινγή ηνπ ζεκείνπ x0. Απνδεηθλύεηαη πσο ην 

ζθάικα πνπ πξνθύπηεη από ηελ απνθνπή όισλ ησλ όξσλ ηάμεο κεγαιύηεξεο ηνπ ν, δίλεηαη από ηε 

ζρέζε: 

 

 
 

 
1

1

0, , ( )
1 !

h
E x x f




 








 
 

όπνπ ην ξ είλαη θάπνην ζεκείν (ζπγθεθξηκέλν κελ αιιά άγλσζην) αλάκεζα ζηα ζεκεία x θαη x0 Τν μ 

πξνέξρεηαη από ηελ εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο κέζεο ηηκήο ηνπ δηαθνξηθνύ ινγηζκνύ. 
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Αμίδεη λα παξαηεξήζνπκε πσο ν ηύπνο ηνπ ζθάικαηνο ζπκίδεη έληνλα ηνλ λ+1 όξν ηεο 

ζεηξάο. Σε ηειηθή αλάιπζε επνκέλσο ν λ+1 όξνο ηνπ αλαπηύγκαηνο Taylor απνηειεί κία πξνζέγγηζε 

ηνπ ζθάικαηνο απνθνπήο. 

 

 

 

 

 

1.6 Ανάπηςγμα καηά Mac-Laurin 

 

Σηελ ηδηαίηεξε πεξίπησζε πνπ κία ζπλάξηεζε ( )f x  αλαπηύζζεηαη θαηά Taylor ζην ζεκείν 
0 0x  , ην 

αλάπηπγκα νλνκάδεηαη αλάπηπγκα θαηά Mac Laurin. Σηελ πεξίπησζε απηή (ε νπνία άιισζηε 

ρξεζηκνπνηείηαη θαη πην ζπρλά) ν ηύπνο ηνπ αλαπηύγκαηνο παίξλεη ηε κνξθή: 

 
2 3

( ) (0) '(0) ''(0) '''(0) ...
2! 3!

x x
f x f x f f f      

 

 

Παπάδειγμα. 
 

Να ππνινγηζζεί ην αλάπηπγκα θαηά Mac-Laurin ηεο ζπλάξηεζεο ( ) cos( )y f x x  . Με ηε βνήζεηα 

ηνπ αλαπηύγκαηνο απηνύ λα ππνινγηζζεί κε αθξίβεηα 6 δεθαδηθώλ ςεθίσλ ην ζπλεκίηνλν ηεο γσλίαο 

x=0.2 rad. Τέινο κε ηε βνήζεηα ηνπ ππνινγηζηή λα επηβεβαησζεί ην απνηέιεζκα. Αλαθεξόκαζηε ζε 

αθξίβεηα δεθαδηθώλ ςεθίσλ θαη όρη ζεκαληηθώλ κηα θαη γλσξίδνπκε θαιά ηελ ηάμε κεγέζνπο ηνπ 

αξηζκνύ πνπ αλαδεηνύκε (ην cos(0.2) (rad) είλαη θνληά ζην 1). 

 

Εθόζνλ δεηείηαη ην αλάπηπγκα θαηά Mac-Laurin, αλαπηύζζνπκε κε θεληξηθό ζεκείν ην 

0 0x  . Υπνινγίδνπκε πξώηα ηηο παξαγώγνπο ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηελ ηηκή πνπ ζα έρεη ε ζπλάξηεζε 

θαη θάζε κία από ηηο παξαγώγνπο ηεο ζην 
0 0x  . 

 

(5) (

(4) (

5)

(6

4)

) (6

( ) cos( ) (0) cos(0) 1

( ) sin( ) (0) sin(0) 0

( ) cos( ) (0) cos(0) 1

( ) sin( ) (0) sin(0) 0

( ) cos( ) (0) cos(0) 1

( ) sin( ) (0) sin(0) 0

( ) cos( )

f x x f

f x x f

f x x f

f x x f

f x x f

f x x f

f x x f

   

      

       

    

   

     

   ) (0) cos(0) 1   

 

 

αληηθαζηζηώληαο ηηο ηηκέο απηέο ζηελ εμίζσζε 

 
42 3

(4)( ) (0) '(0) ''(0) '''(0) (0) ...
2! 3! 4!

x x x
f x f x f f f f       

 

θαηαιήγνπκε ζην αλάπηπγκα 

 
2 4 6

cos( ) 1 ...
2! 4! 6!

x x x
x       

 

ελώ ην ζθάικα απνθνπήο είλαη ίζν κε 
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 
 

   
1

1
,0, cos

1 !

x
E x




 








 

 

Παξαηεξνύκε πσο ε απόιπηε ηηκή ηνπ ζθάικαηνο απνθνπήο είλαη πάληα κηθξόηεξε ηεο 

πνζόηεηαο: 

 
1

( 1)!

vx
E M

v



 


 

 

κηα θαη ε ηηκή ηνπ cos
(λ+1)

(μ) αλήθεη πάληα ζην δηάζηεκα [-1,1]. Θα ζεσξήζνπκε επνκέλσο πσο ην Μ 

απνηειεί κηα εθηίκεζε (απαηζηόδνμε) ηνπ ζθάικαηνο απνθνπήο E. 

Αο ππνινγίζνπκε ηώξα ην ζπλ(0.2) κε ηε βνήζεηα ηνπ αλαπηύγκαηνο: 

 
2 4 6 2 4 6

ηρ

ηρ

5 8

0,2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
cos(0.2) 1 . 1

2! 4! 6! 2 24 720

1 0.02 6.6666667 10 8.8888889 10

0.98 διατηπώνταρ όποςρ μέσπι 2  τάξηρ

0.98006667 διατηπώνταρ όποςρ μέσπι 4  τάξηρ

0.98006657778 διατηπώντα

 

        

      





 ηρρ όποςρ μέσπι 6  τάξηρ

 

 

Τέινο ε πνζόηεηα Μ παίξλεη ηηο ηηκέο: 

 
3

3

2 0.0013333 1.33
0

33 10
3

.2

!

     

5

4

60.00000266667 2.666
0.2

67 10
5!

     

7

6

90.0000000025397 2.53
0.2

97 10
7!

     

 

όπνπ ην Μi δίλεη ην κέγηζην ζθάικα απνθνπήο ηεο θάζε κηαο από ηηο παξαπάλσ πξνζεγγίζεηο.  

Με δεδνκέλν όηη ε αθξηβήο ηηκή είλαη ε:  

 

cos(0.2 rad) = 0.9800665778412 

 

θαη ζπκβνιίδνληαο κε ζi ην πξαγκαηηθό ζθάικα απνθνπήο ζηελ πεξίπησζε πνπ δηαηεξήζακε κέρξη i-

εο ηάμεο όξνπο, έρνπκε: 

 

ζ2 = 0.9800665778412 − 0.98 = 0.00006657784... 

ζ4 = 0.9800665778412 − 0.980066667 =−0.0000000888254... 

ζ6 = 0.9800665778412 − 0.980066577778 = 0.0000000000634... 

 

Παξαηεξνύκε πσο ζε θάζε πεξίπησζε ην κέγηζην ζθάικα απνθνπήο Μi παξακέλεη κεγαιύηεξν από 

ην πξαγκαηηθό. 
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1.2.3 Γενικόρ ηπόπορ σπήζηρ ηος αναπηύγμαηορ ηος Mac Laurin. 

 

Η γεληθή κνξθή ηνπ αλαπηύγκαηνο ηνπ Mac Laurin αλαθέξεηαη ζε ζύλζεηεο ζπλαξηήζεηο, ζηηο νπνίεο 

κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα ήδε γλσζηά αλαπηύγκαηα, δηεπθνιύλνληαο πνιύ ηνπο 

ππνινγηζκνύο.   Γηα παξάδεηγκα ην αλάπηπγκα ηεο ζπλάξηεζεο cos(π(x)), εάλ ε π(x) είλαη 

πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία ηζρύεη πσο π(0)=0,  δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 
2 4 6( ) ( ) ( )

cos( ( )) 1 ...
2! 4! 6!

x x x
x

  
       

 

από ηελ νπνία πξνθύπηεη ν ηξόπνο ρξήζεο ηνπ αξρηθνύ αλαπηύγκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο cos( )x . Τν 

ίδην απνηέιεζκα, πξνθαλώο, πξνθύπηεη θαη κε πξάμεηο, νη νπνίεο όκσο είλαη ζπρλά ηδηαίηεξα 

πεξίπινθεο. 

 

 

1.7 Επίλςζη οπιζμένων ολοκληπωμάηων με ηη βοήθεια ηων 

αναπηςγμάηων. 

 

Σπρλά, όηαλ ζε έλα νινθιήξσκα, ε ππό νινθιήξσζε ζπλάξηεζε απνηειείηαη από έλα ηκήκα 

πνιπσλπκηθό θαη έλα ηκήκα κε πνιπσλπκηθό, αληηθαζηζηνύκε ην κε πνιπσλπκηθό ηκήκα κε ην 

αλάπηπγκά ηνπ (θαηά Taylor) θαη νινθιεξώλνπκε ην πνιπώλπκν πνπ πξνθύπηεη. 

 

 

1.2.3 Παπαδείγμαηα 

 

Παπάδειγμα 1
ο
 

 

Να ππνινγηζζεί ε ηηκή ηνπ νινθιεξώκαηνο:  

  

2
1

0

xI e dx   

 

Λύζη: 
 

Πξόθεηηαη γηα έλα νξηζκέλν νινθιήξσκα, γηα ην νπνίν δελ ππάξρεη ην αληίζηνηρν αόξηζην.  Πξάγκαηη 

δελ ππάξρεη ζπλάξηεζε ε νπνία παξαγσγηδόκελε λα δώζεη ηε ζπλάξηεζε 
2xe .   Παξόια απηά ζα 

πξνζπαζήζνπκε λα ππνινγίζνπκε ην αόξηζην θαη ην νξηζκέλν νινθιήξσκα, κε ηε βνήζεηα ησλ 

αλαπηπγκάησλ.  Αξρηθά αο ππνινγίζνπκε ην αλάπηπγκα ηεο ελ ιόγσ ζπλάξηεζεο: 

Με δεδνκέλν ην αλάπηπγκα:  

 
2 3

1 ...
2! 3!

x x x
e x      

 

έρνπκε: 
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 
   2

2 3
2 2 4 6

2 21 ... 1 ...
2! 3! 2! 3!

x
x x x x

e x x           

 

νπόηε ην αόξηζην νινθιήξσκα γίλεηαη: 

 

2
4 6 3 5 7

21 ... ...
2! 3! 3 2!5 3!7

x x x x x x
e dx x dx x

 
          

 


 
 

 

 

 Σπρλά, ε κνλαδηθόηεηα ηνπ αλαπηύγκαηνο ηεο θάζε ζπλάξηεζεο, καο θάλεη, 

αλαθεξόκελνη ζ’ απηό, λα κηιάκε γηα ην δαθηπιηθό απνηύπσκα ηεο ελ ιόγσ ζπλάξηεζεο.  

Παξαηεξνύκε ινηπόλ πσο ην αόξηζην νινθιήξσκα ηεο 
2xe  έρεη αλάπηπγκα (απνηύπσκα) ελώ δελ 

έρεη αλαιπηηθή έθθξαζε.  Αληηθαζηζηώληαο ζηε ζπλέρεηα ζην αλάπηπγκα ηα όξηα νινθιήξσζεο, 

βξίζθνπκε ην απνηέιεζκα ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο, κε όζε αθξίβεηα ζειήζνπκε: 

 
 

2

11 3 5 7

0 0

1 1 1 1
... 1 ...

3 2!5 3!7 3 2!5 3!7 4!9

x x x x
e dx x

 
            
 

  

 

1 0.33333 0.1 0.023809524 0.00462963 0.000757576        

    

0.000106838 0.0000132275 0.00000145892 1.4626516     

 

όπνπ θηάζακε ζηνλ 9
ν
 όξν γηα λα επηηύρνπκε κηα αθξίβεηα ηεο ηάμεο ηνπ 0,000001. 

 
 

Παπάδειγμα 2
ο
 

 

Να ππνινγηζζεί ην νινθιήξσκα: 

 

2

1

0

xI x e dx       

 

κε αθξίβεηα  ε=0,001 

 

Λύζη: 
 

Πξόθεηηαη γηα έλα πξόβιεκα αληίζηνηρν ηνπ πξνεγνπκέλνπ, όπνπ βξίζθνπκε άκεζα ην αλάπηπγκα 

ηεο 
xe
, θαη ζηε ζπλέρεηα ην αληηθαζηζηνύκε ζην νινθιήξσκα. Βέβαηα, ην ζπγθεθξηκέλν 

νινθιήξσκα ιύλεηαη θαη αλαιπηηθά, θη έηζη κπνξνύκε λα βεβαησζνύκε γηα ην αθξηβέο απνηέιεζκα. 

  Εύθνια απνδεηθλύεηαη πσο ην αλάπηπγκα Taylor ηεο ζπλάξηεζεο 
xe
 δίλεηαη από ηελ 

παξαθάησ ζρέζε: 

 
2 3

1 ...
2! 3!

x x x
e x       

 

νπόηε ην νινθιήξσκα: 
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1 1
1 2 3 4 5

2 2 2 3

0
0 0

1
3 4 5 6 7 8

0

1 ... ...
2! 3! 2! 3!

1 1 1 1 1 1
... ...

3 4 2!5 3!6 3!7 4!8 3 4 2!5 3!6 4!7 5!8

1 1 1 1 1 1
... 0.1605

3 4 10 36 168 960

x x x x x
I x e dx x x dx x x dx

x x x x x x

   
              

   

 
              
 

       

 
 
 



 

 

 

Παξαηεξνύκε πσο ζηακαηήζακε ηνλ ππνινγηζκό ζηνλ όξν 1/960,(πεξίπνπ 0,001), 

ζεσξώληαο ηδηαίηεξα κηθξόηεξνπο ηεο απαηηνύκελεο αθξίβεηαο ηνπο επόκελνπο όξνπο. Επηιύνληαο ην 

νινθιήξσκα κε ηελ θιαζζηθή κέζνδν (δηπιή θαηά παξάγνληεο νινθιήξσζε) βξίζθνπκε: 

 

 
1

1
2 2 1

0
0

2 2 5 2 0.1606x xI x e dx e x x e          
   

 

Επνκέλσο, ην απόιπην ζθάικα είλαη κηθξόηεξν ηεο απαηηνύκελεο αθξίβεηαο, θάηη πνπ δείρλεη 

πσο ν απιόο ηξόπνο εθηίκεζεο ηνπ απόιπηνπ ζθάικαηνο ηνπ αλαπηύγκαηνο (ζηακαηνύκε όηαλ 

θζάλνπκε ζε όξν κηθξόηεξν ή ίζν ηεο απαηηνύκελεο αθξίβεηαο) είλαη αξθεηά απνηειεζκαηηθόο. 

 

 
 

 

 

 

Κπιηήπια αξιολόγηζηρ 
 

 

Κπιηήπιο αξιολόγηζηρ 1 
 

Να απνδεηρζεί πσο ηζρύνπλ ηα παξαθάησ αλαπηύγκαηα Mac Laurin: 

 

1. 

2 3 4

1 ...
2! 3! 4!

x x x x
e x     

 
 

2. 

3 5 7

sin( ) ...
3! 5! 7!

x x x
x x    

 
 

3. 
 

2 3 4

ln 1 ...
2 3 4

x x x
x x     

 
 

4. 

2 3 4 5

2 3 4 5

1 1 1 3 1 3 5 1 3 5 7
1 1 ...

2 2 2! 2 3! 2 4! 2 5!

x x x x
x x

     
       
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Κπιηήπιο αξιολόγηζηρ 2 
 

Με ηε βνήζεηα ησλ αλαπηπγκάησλ Mac Laurin ησλ ζπλαξηήζεσλ 
xe , sin( )x  θαη cos( )x  λα 

απνδεηρζεί ν ηύπνο ηνπ Euler: 

 

cos( ) sin( )ix x i xe    

 

 

Κπιηήπιο αξιολόγηζηρ 3 
 

Γλσξίδνπκε όηη 

 

sin( ) cos( )x dx x c   

 

Οινθιεξώζηε ην αλάπηπγκα Mac Laurin ηεο ζπλάξηεζεο ( ) sin( )f x x  θαη δείμηε πσο επηιέγνληαο 

ηελ ζηαζεξά νινθιήξσζεο  1c   , νδεγείζηε ζην αλάπηπγκα ηεο ζπλάξηεζεο ( ) cos( )g x x . 

 

 

Κπιηήπιο αξιολόγηζηρ 4 
 

Να ππνινγίζεηε, κε αθξίβεηα ε=0,001,  ηελ ηηκή ηνπ νινθιεξώκαηνο  

 

 
1

0

ln 1I x x dx   

 

 

 

Κπιηήπιο αξιολόγηζηρ 5 
 

Να  ζπκπιεξώζεηε  ηα θειηά ησλ ηηκώλ ηεο  ζπλάξηεζεο ( )f x πνπ ιείπνπλ από ηνλ παξαθάησ 

πίλαθα 

 

x 0 0,1 0,2 0,3 

f (x) 1    

f '(x) 1 1,1052 1,2214  

f ''(x) 1 1,1052 1,2214  

 


