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1 Δπίιπζε Σπζηεκάηωλ 

 

1.2 Γξακκηθά ζπζηήκαηα. 

 

Τν πξόβιεκα ηεο ιύζεο ηων γξακκηθώλ ζπζηεκάησλ έρεη ήδε αληηκεησπηζζεί ζην κάζεκα ηεο 

Γξακκηθήο Άιγεβξαο. Τν κεγάιν όκσο ελδηαθέξνλ πνπ παξνπζηάδεη, καο αλαγθάδεη λα αζρνιεζνύκε 

ελ ζπληνκία, πξνζαλαηνιίδνληαο ην ελδηαθέξνλ ηνπ αλαγλώζηε ζηελ επεμεξγαζία ηνπ πξνβιήκαηνο 

κε ην Excel.  Σηε ζπλέρεηα, ζα ζεσξήζνπκε πσο ν αλαγλώζηεο γλσξίδεη ηηο νξίδνπζεο θαη ηνλ ηξόπν 

ππνινγηζκνύ ηνπο. 

 

 

1.2.3 Οξηζκόο ελόο γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο. 

 

Οη λ-επόκελεο εμηζώζεηο νξίδνπλ έλα ζύζηεκα κε k-αγλώζηνπο: 
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1 1 2 2 3

2

3

3
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      (1) 

 

Αλαδεηνύκε ηηο k-άδεο αξηζκώλ ηεο κνξθήο: 

 

2 31, , , ,( )k       

ή 

1 1 2 2 33, , , , x(x )k kx x        

 

νη νπνίεο λα επαιεζεύνπλ ην παξαπάλσ ζύζηεκα, θαη νη νπνίεο νλνκάδνληαη ιύζεηο ηνπ γξακκηθνύ 

ζπζηήκαηνο. 

Ξερσξίδνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 
 

1. k v , όπνπ νη άγλσζηνη είλαη πεξηζζόηεξνη από ηηο εμηζώζεηο.  Ωο γλσζηόλ, ζηελ πεξίπησζε 

απηή δελ κπνξνύκε λα βξνύκε κία θαη κόλε ιύζε, αιιά θαηαιήγνπκε ζε κία ζπλάξηεζε 

k v  κεηαβιεηώλ, άξα ζε άπεηξεο ιύζεηο (άπεηξεο k-άδεο αξηζκώλ πνπ επαιεζεύνπλ ην 

ζύζηεκα). 

2. k v . Σηελ πεξίπησζε απηή (όηαλ νη k-εμηζώζεηο είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο κεηαμύ ηνπο), 

απνδεηθλύεηαη πσο ππάξρεη αθξηβώο κία ιύζε γηα ηνπο αγλώζηνπο xj.  

3. k v  , όπνπ νη εμηζώζεηο είλαη πεξηζζόηεξεο από ηνπο αγλώζηνπο.  Σηελ πεξίπησζε απηή, 

παίξλνπκε ηηο k πξώηεο εμηζώζεηο, ηηο επηιύνπκε θαη δηαπηζηώλνπκε ην εάλ ζπλαιεζεύνπλ γηα 

ηε ιύζε πνπ βξήθακε νη ππόινηπεο v k  εμηζώζεηο. Σηελ πεξίπησζε πνπ ζπλαιεζεύνπλ θαη 

νη ππόινηπεο, ηόηε ην ζύζηεκα ζεσξείηαη ππεξπξνζδηνξηζκέλν θαη νη ππόινηπεο εμηζώζεηο 

καο είλαη άρξεζηεο. Σηελ αληίζεηε πεξίπησζε, όηαλ έζησ θαη κία δελ ζπλαιεζεύεη ην 

ζύζηεκα είλαη αδύλαην. 

 Σηε ζπλέρεηα, ζα ζεσξήζνπκε πσο ην πιήζνο ησλ αγλώζησλ είλαη αθξηβώο ίζν κε ην πιήζνο 

ησλ εμηζώζεσλ. 
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1.2.3 Δπίιπζε ηωλ γξακκηθώλ ζπζηεκάηωλ κε ηε βνήζεηα νξηδνπζώλ 

 

Γηεξεύλεζε 
 

Οξίδνπκε ηελ νξίδνπζα ησλ ζπληειεζηώλ ησλ αγλώζησλ: 

 

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3
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ε νπνία ζπκβνιίδεηαη κε ην Γ, δηόηη παίδεη ην ξόιν ηεο δηαθξίλνπζαο θαηά ηε δηεξεύλεζε ηεο ιύζεο. 

Σηε ζπλέρεηα, νξίδνπκε ηηο νξίδνπζεο:   Γx1 , Γx2 ,..., Γxv, νη νπνίεο πξνθύπηνπλ από ηελ Γ, 

όηαλ αληηθαηαζηαζεί ε ζηήιε ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ αληίζηνηρνπ αγλώζηνπ, κε ηε ζηήιε ησλ 

ζηαζεξώλ όξσλ.  Σαλ παξάδεηγκα δίλνληαη  παξαθάησ νη νξίδνπζεο Γx1 θαη Γx3. 

 

1 12 13 1

2 22 23 2

3 32 33 3

2 3

1

v

v

v

v v v vv

b a a a

b a a a

x b a a a

b a a a

   

 

11 12 1 1
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31 32 3 3
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v

v
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x a a b a
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Ωο γλσζηό, ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο δίλεηαη από ηηο λ-ζρέζεηο: 

 

i
i

x
x

x




  

 

 Ζ δηεξεύλεζε ηνπ πξνβιήκαηνο έρεη λα θάλεη κε ηελ ηηκή ηεο νξίδνπζαο ησλ 

ζπληειεζηώλ ησλ αγλώζησλ:  Γ.    Γηαθξίλνπκε ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο: 

 

1. 0  . Σηελ πεξίπησζε απηή έρνπκε κία θαη κνλαδηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο.   Δίλαη 

ε πεξίπησζε πνπ θπξίσο καο ελδηαθέξεη. 

2. 0   θαη  0, 1,ix i v    . Σηελ πεξίπησζε απηή ην ζύζηεκα θαιείηαη αόξηζην θαη 

έρεη άπεηξεο ιύζεηο.  Σπκβαίλεη όηαλ νη εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο δελ είλαη γξακκηθά 

αλεμάξηεηεο. 

3. 0    θαη έλα ηνπιάρηζηνλ 0ix  . Σηελ πεξίπησζε απηή ην ζύζηεκα θαιείηαη 

αδύλαην θαη δελ έρεη θακκία  ιύζε. 
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Παξάδεηγκα 
 

Έζησ όηη έρνπκε ην παξαθάησ ζύζηεκα 

 

2 4 5

4 8 10

x y

x y

 

 
  

 

Τν ζύζηεκα είλαη αόξηζην, κηα θαη ε 2ε εμίζσζε ζηελ νπζία πξνθύπηεη από ηελ 1ε κε έλα 

πνιιαπιαζηαζκό επί 2.   Άξα δελ έρνπκε ζύζηεκα 2 εμηζώζεσλ κε δύν αγλώζηνπο αιιά κία θαη κόλε 

εμίζσζε κε δύν αγλώζηνπο. 

Αληίζεηα ην ζύζηεκα 

 

2 4 5

4 8 3

x y

x y

 

  
 

 

είλαη αδύλαην.   Τν αξηζηεξό κέινο ηεο 2εο εμίζσζεο πξνέξρεηαη απ’απηό ηεο 1εο πνιιαπιαζηαζκέλν 

επη 2, ελώ ην δεμηό κέινο ηεο είλαη αδύλαην (νπζηαζηηθά νη δύν εμηζώζεηο δειώλνπλ  αλ 2 4A x y   

ηόηε 5A    θαη 2 3A   , πξάγκα αδύλαην). 

 

 

1.2.3 Οη νξίδνπζεο θαη ηα γξακκηθά ζπζηήκαηα ζην Excel 

 

α) Μαζεκαηηθέο ππελζπκίζεηο. 
 

Ζ νξίδνπζα ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα Α   det A A , είλαη έλα βαζκσηό κέγεζνο πνπ 

πξνζαξηάηαη ζηνλ πίλαθα A.  Πξόθεηηαη δειαδή γηα κία ηηκή πνπ απνδίδεηαη ζ’ έλαλ πίλαθα θαη 

πξνθύπηεη από πξάμεηο αλάκεζα ζηα ζηνηρεία ηνπ.     

Υπνινγίδεηαη, σο γλσζηόλ, κε ηελ αλάπηπμε ηεο νξίδνπζαο θαηά ηα ζηνηρεία κηαο γξακκήο ή 

κηαο ζηήιεο. Ο ππνινγηζκόο όκσο κηαο νξίδνπζαο κε ηε κέζνδν ηνπ αλαπηύγκαηνο ζε νξίδνπζαο 

κηθξόηεξεο ηάμεο είλαη ηδηαίηεξα επίπνλνο, γηα λ κεγαιύηεξν ηνπ 4.  Γη’ απηό επηρεηξνύκε λα ηελ 

ππνινγίζνπκε ζηεξηδόκελνη ζηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

 

1. Ζ ηηκή κηαο νξίδνπζαο αιιάδεη πξόζεκν θάζε θνξά πνπ αληηκεηαζέηνπκε κία 

γξακκή κε θάπνηα άιιε (ην ίδην ζπκβαίλεη θαη κε αληηκεηάζεζε δύν ζηειώλ). 

2. Ζ ηηκή κηαο νξίδνπζαο δελ κεηαβάιιεηαη εάλ ζηα ζηνηρεία θάπνηαο γξακκήο 

πξνζζέζνπκε (ή αθαηξέζνπκε) ηα αληίζηνηρα ζηνηρεία θάπνηαο άιιεο γξακκήο, 

πνιιαπιαζηαζκέλα επί ηνλ ίδην ζηαζεξό αξηζκό. 

3. Ζ ηηκή κηαο νξίδνπζαο, ηεο νπνίαο όια ηα ζηνηρεία πνπ βξίζθνληαη πάλσ ή (θαη) 

θάησ από ηελ θύξηα δηαγώλην είλαη όια ίζα κε ην κεδέλ (νπόηε ιέγεηαη ηξηγσληθή), 

ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ησλ ζηνηρείσλ ηεο δηαγσλίνπ. 

 

Φξεζηκνπνηώληαο ηηο πξνεγνύκελεο ηδηόηεηεο, πξνζπαζνύκε λα κεδελίζνπκε ηα ζηνηρεία πνπ 

βξίζθνληαη θάησ από ηελ θύξηα δηαγώλην, ρξεζηκνπνηώληαο πάληα ην αληίζηνηρν ζηνηρείν ηεο 

δηαγωλίνπ.   Αξρηθά, κεδελίδνπκε, κε ην ζηνηρείν a11 (ην πξώην ηεο πξώηεο γξακκήο), ηα πξώηα 

ζηνηρεία (ηα ζηνηρεία ηεο πξώηεο ζηήιεο) ησλ παξαθάησ γξακκώλ (ηα a21, a31 θ.ι.π.).   Ο κεδεληζκόο 

ηνπ ζηνηρείνπ  a21  επηηπγράλεηαη πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ πξώηε γξακκή κε ηε ζηαζεξά: 

21

11

a
k

a
    

θαη πξνζζέηνληαο ηα ζηνηρεία ηεο ζηα αληίζηνηρα ηεο δεύηεξεο: 
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   11 12 13 121 11 31 11

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

v

v

v

v v v vv

a a a aa a a a

a a a a

a a a a

a a a a





    
 

  
  
 
 
 
 

  

 

Σηε ζπλέρεηα, κε παξόκνην ηξόπν, κε ην ζηνηρείν a22 (απηό πνπ ζα πξνθύςεη κεηά ηηο 

πξνεγνύκελεο πξάμεηο ζηε ζέζε απηή), κεδελίδνπκε ηα θάησ απ’ απηό ζηνηρεία (ηα a32, a42, θ.ι.π.).    

Δάλ ζπκβεί ην ζηνηρείν a22 λα είλαη ίζν κε ην κεδέλ, ηόηε αληηκεηαζέηνπκε ηε 2ε ζεηξά κε 

θάπνηα από ηηο παξαθάησ, έηζη ώζηε ην a22 λα γίλεη δηάθνξν ηνπ κεδελόο. Δάλ απηό είλαη αδύλαην λα 

ζπκβεί γηαηί θαλέλα άιιν ζηνηρείν ζηελ δεύηεξε ζηήιε θάησ από ην a22 δελ είλαη δηάθνξν ηνπ 

κεδελόο, νπόηε ην a22 ζα είλαη νύησο ή άιισο κεδέλ, ζπκπεξαίλνπκε πσο ε ηηκή ηεο νξίδνπζαο είλαη 

κεδέλ (γηλόκελν ησλ ζηνηρείσλ ηεο δηαγσλίνπ από ηα νπνία ην έλα ζα είλαη κεδέλ). 

Αλ ρξεηαζηεί λα εθηειέζνπκε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία, δειαδή λα αληηκεηαζέζνπκε δύν 

γξακκέο, ζα πξέπεη επίζεο λα ιάβνπκε ππόςε καο όηη ε νξίδνπζα πνπ ζα ππνινγίζνπκε, κεηά ηελ 

αληηκεηάζεζε, έρεη πνιιαπιαζηαζηεί επί 1. Αλ ζέινπκε λα απνθύγνπκε ηνλ πνιιαπιαζηαζκό, 

κπνξνύκε αληί λα θάλνπκε αληηκεηάζεζε ησλ δύν γξακκώλ, λα πξνζζέζνπκε ηελ δεύηεξε γξακκή 

(απηή πνπ ην ζηνηρείν ηεο ζηήιεο πνπ καο ελδηαθέξεη δελ είλαη κεδέλ) ζηελ πξώηε (απηή πνπ ην 

ζηνηρείν ηεο δηαγσλίνπ είλαη κεδέλ). Με ηνλ ηξόπν απηό, ε νξίδνπζα παξακέλεη σο έρεη θαη δελ 

πνιιαπιαζηάδεηαη κε 1. 

 

 

β) Δθαξκνγή ζην Excel. 
 

Σην θύιιν ηνπ Excel ζα επηρεηξήζνπκε λα νξίζνπκε έηζη ηηο πξάμεηο, ώζηε λα είλαη δπλαηό λα ηηο 

επεθηείλνπκε κε ηξόπν γεληθό. Κάζε θνξά, όηαλ πξόθεηηαη λα επαλαιάβνπκε ηνλ καζεκαηηθό ηύπν 

ελόο θειηνύ, ζε δύν θαηεπζύλζεηο, πξέπεη λα ηνπνζεηήζνπκε κε ηδηαίηεξε πξνζνρή θαη απόιπηε 

αθξίβεηα ην ζύκβνιν θιεηδί ($). Ωο γλσζηόλ ην ζύκβνιν $ «θιεηδώλεη» (ζηαζεξνπνηεί θαηά ην 

ζύξζηκν) όπνηα ζπληεηαγκέλε θειηνύ βξίζθεηαη ακέζσο κεηά από απηό.  Σην παξαθάησ 

ζρεδηάγξακκα δίλνληαη νη επηζπκεηέο πξάμεηο γηα έλαλ πίλαθα 3x3. 

 

 A B C D E F 

1       

2  2 3 4   

3 A= 1 -2 3 =  

4  3 2 2   

5       

6  =B2 =C2 =D2   

7 = =B3-B2*B3/B2 =C3-C2*B3/B2 =D3-D2*B3/B2   

8  =B4-B2*B4/B2 =C4-C2*B4/B2 =D4-D2*B4/B2   

9       

10       

 

Πξνθαλώο, πξέπεη λα γξάςνπκε κόλν ηελ πξάμε ηνπ θειηνύ Β7, λα ηνπνζεηήζνπκε ζσζηά ηα 

θιεηδηά θαη λα ηελ ζύξνπκε ζηηο δύν θαηεπζύλζεηο. Μηα εύθνιε κέζνδνο γηα λα βξνύκε ηηο ζσζηέο 

ζέζεηο είλαη λα γξάςνπκε (π.ρ. ζε έλα ραξηί) ηηο ηξεηο πξάμεηο πνπ ζην πην πάλσ ζρεδηάγξακκα είλαη 

γξακκέλεο κε έληνλνπο ραξαθηήξεο (ζηα θειηά Β7, Β8 θαη C7). Τόηε, ζπγθξίλνληαο ηνπο αξηζκνύο 

ησλ θειηώλ Β7 θαη Β8, πνπ παίξλνπλ κέξνο ζηελ πξάμε αληηιακβαλόκαζηε πνηνη από απηνύο πξέπεη 

λα ζηαζεξνπνηεζνύλ, ελώ επηηπγράλνπκε αθξηβώο ην ίδην γηα ηα γξάκκαηα, κέζσ ηεο ζύγθξηζεο ησλ 

θειηώλ Β7 θαη C7. Καηαιήγνπκε ινηπόλ ζην ζσζηό πεξηερόκελν ηνπ θειηνύ Β7: 

 

=B3-B$2*$B3/$B$2 
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 Σπλνιηθά νη απαηηνύκελεο ελέξγεηεο είλαη νη παξαθάησ: 

 

1. Οξηζκόο ηνπ θειηνύ Β6 (=Β2), 

2. ζύξζηκν ηνπ θειηνύ Β6, έσο ην ηέινο ηεο 1εο γξακκήο ηνπ πίλαθα. 

3. Τνπνζέηεζε ηνπ ηύπνπ πνπ αληηζηνηρεί ζην θειί Β7 (=B3-B2*B3/B2). 

4. Τνπνζέηεζε ηνπ ζπκβόινπ $, ζηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ θειηώλ πνπ εκθαλίδνληαη ζην 

θειί Β7 (πξνεγνύκελε ελέξγεηα), έηζη ώζηε ζύξνληαο ην θειί πξνο ηα δεμηά (ώο ην 

ηέινο ηεο γξακκήο), θαη ζηε ζπλέρεηα νιόθιεξε ηε γξακκή πξνο ηα θάησ, λα 

ππνινγίδνληαη όια όζα ζέινπκε. 

 

Σηε ζπλέρεηα κε ηνλ ίδην ηξόπν κεδελίδνληαη θαη ηα ππόινηπα ζηνηρεία, έηζη ώζηε ε ηηκή ηεο 

νξίδνπζαο λα δίλεηαη από ην γηλόκελν ησλ ζηνηρείσλ ηεο δηαγσλίνπ.  

Σαλ άζθεζε, ινηπόλ, ππνινγίζηε ηελ νξίδνπζα ηνπ παξαθάησ πίλαθα. 

 
 Α Β C D E F G H I J K 

1            

2  1 2 1 0  1 2 1 0  

3  2 2 3 1 = 0 -2 1 1 = 

4  3 1 5 1  0 -5 2 1  

5  2 1 3 2  0 -3 1 2  

6            

7  1 2 1 0  1 2 1 0  

8  0 -2 1 1 = 0 -2 1 1 = 2 

9  0 0 -0,5 -1,5  0 0 -0,5 -1,5  

10  0 0 -0,5 0,5  0 0 0 2  

11            

 

 

 

1.2.3 Δπίιπζε γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο κέζω ηνπ αληίζηξνθνπ πίλαθα 

 

Ξαλαγπξίδνπκε θαη πάιη ζην ζύζηεκα ησλ λ εμηζώζεσλ κε λ αγλώζηνπο.   

 

1

2

3 3

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3

1 1 2 2 3 3

............................................. .... ...

v v

v

v

v v v

v

v

vv v v

a x a x b

a x a x b

a x a x b

a x a

a x a x

a x a x

a x a x

a x a x x b

 

 

 



  

  

  



  

 

 

Δάλ Α είλαη ν πίλαθαο ησλ ζπληειεζηώλ ησλ αγλώζησλ, Χ ν πίλαθαο-ζηήιε ησλ αγλώζησλ 

θαη Β ν πίλαθαο-ζηήιε ησλ ζηαζεξώλ όξσλ: 
 

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

...

...
, και

... ... ... ... ... ...

...

x b

x b

x b





    

  

  

  

     
     
       
     
     
     

Α Χ Β  

 

ηόηε ην ζύζηεκα (ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ πηλάθσλ) γξάθεηαη: 
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 A X B   
 

νπόηε πνιιαπιαζηάδνληαο από αξηζηεξά ηελ ηζόηεηα κε ηνλ αληίζηξνθν πίλαθα ηνπ Α: 

 
1 1 1 1             A A X A B I X A B X A B  

 

Γειαδή: Πνιιαπιαζηάδνληαο ηνλ αληίζηξνθν πίλαθα (Α-1), ηνπ πίλαθα ηωλ ζπληειεζηώλ 

ηωλ αγλώζηωλ, κε ηνλ πίλαθα-ζηήιε ηωλ ζηαζεξώλ όξωλ (Β), ππνινγίδνπκε ηνλ πίλαθα-ζηήιε 

ηωλ ιύζεωλ ηνπ ζπζηήκαηνο.   
Πξόθεηηαη γηα κία κέζνδν πνιύ ρξήζηκε, ηδηαίηεξα ζηελ πεξίπησζε πνπ δίλεηαη ν 

αληίζηξνθνο πίλαθαο Α
-1

, όπσο όηαλ δνπιεύνπκε κε έλαλ ει. ππνινγηζηή θαη: 

 δεκηνπξγνύκε έλα δηθό καο πξόγξακκα αληηζηξνθήο πηλάθσλ,  ή 

 ρξεζηκνπνηνύκε έλα πξόγξακκα αληηζηξνθήο ηεηξαγσληθώλ πηλάθσλ ην νπνίν καο 

δίλεηαη έηνηκν από ηε γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ,  ή  

 ρξεζηκνπνηνύκε κία έηνηκε εληνιή από ην πξνγξακκαηηζηηθό παθέην  πνπ 

ρξεζηκνπνηνύκε  (π.ρ. ην Excel ή Matlab). 

 

 

 

1.2.3 Η κέζνδνο Gauss-Cholevsky 

 

Πξόθεηηαη γηα κηα εθδνρή ηεο κεζόδνπ ε νπνία δηδάζθεηαη ζην Λύθεην, κε ηελ νλνκαζία «κέζνδνο 

ηνπ επαπμεκέλνπ πίλαθα».  Οξίδνπκε ινηπόλ ηνλ επαπμεκέλν πίλαθα ηνπ ζπζηήκαηνο (1).   

Πξόθεηηαη γηα ηνλ πίλαθα ησλ ζπληειεζηώλ ησλ αγλώζησλ, ζηνλ νπνίν έρεη πξνζηεζεί ε ζηήιε ησλ 

ζηαζεξώλ όξσλ bi.    

 

11 12 13 1

21 22 23 2

31

1

2

32 33 3

1 2 3

3

v

v

v

v v v vv v

a a a a b

a a a a b

a a a a b

a a a a b

G  

 

Οπζηαζηηθά πξόθεηηαη γηα κηα απεηθόληζε ηνπ ζπζηήκαηνο (1), γη’ απηό θαη ηζρύνπλ νη 

παξαθάησ ηδηόηεηεο, νη νπνίεο θαζνξίδνπλ θάπνηεο επηηξεπηέο πξάμεηο πνπ ζπρλά νλνκάδνληαη 

«επηηξεπηέο γξακκνπξάμεηο». 

 

 Μπνξνύκε λα αληηκεηαζέζνπκε ηηο γξακκέο ηνπ G, όπσο ζα κπνξνύζακε λα 

αιιάμνπκε ηε ζεηξά κε ηελ νπνία εκθαλίδνληαη νη εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο (1).  

Αληίζεηα απνθεύγνπκε λα αληηκεηαζέζνπκε ηηο ζηήιεο ηνπ G, κηα θαη ζα 

αληηζηνηρνύζαλ ζε αληηκεηάζεζε ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ (1). 

 Μπνξνύκε λα πνιιαπιαζηάζνπκε νπνηαδήπνηε γξακκή ηνπ G κε θάπνην ζηαζεξό 

αξηζκό, (ε θάζε γξακκή ζπκβνιίδεη κηα εμίζσζε – ηζόηεηα ηεο νπνίαο ηα κέιε 

κπνξνύλ λα πνιιαπιαζηαζζνύλ επί έλαλ ζηαζεξό αξηζκό).  Αληίζεηα δελ 

πνιιαπιαζηάδνπκε ηα ζηνηρεία κηαο ζηήιεο. 

 Μπνξνύκε λα αληηθαηαζηήζνπκε κία γξακκή κε ην γξακκηθό ζπλδπαζκό απηήο κε 

θάπνηεο άιιεο (π.ρ. λα πνιιαπιαζηάζνπκε θάπνηα γξακκή κε έλα ζηαζεξό αξηζκό θαη 

λα ηελ πξνζζέζνπκε ζε κηαλ άιιε). 

 

Βαζηζκέλνη ζηηο πξνεγνύκελεο ηδηόηεηεο, κεηαηξέπνπκε ηνλ πξνεγνύκελν πίλαθα ζηνλ: 
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1

2

3

1 0 0 ... 0

0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 1

G











 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

πνπ ηζνδπλακεί κε ην ζύζηεκα-ιύζε ησλ εμηζώζεσλ (1): 

 

1

2

3

v

v

v

v v

x

x

x

x









 
 
 
 
 

 
 
 









  

 

 

Ζ δηαδηθαζία απηή πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ζηε ζπλέρεηα, όηαλ πεξηγξάθνπκε ηελ επίιπζε κε 

ηε βνήζεηα ηνπ Excel. 

 

 

1.2.3 Αληηζηξνθή πίλαθα. 

 

Ο ζεσξεηηθόο ππνινγηζκόο ηνπ Α
-1

 δελ είλαη κηα εύθνιε δηαδηθαζία, απαηηώληαο αξθεηέο πξάμεηο. 

Ηδηαίηεξα ζηελ πεξίπησζε πνπ ε δηάζηαζε ελόο πίλαθα είλαη αξθεηά κεγαιύηεξε ηεο (3x3), ηόηε ην 

πιήζνο ησλ πξάμεσλ απμάλεηαη εθξεθηηθά!  Ζ κέζνδνο ππνινγηζκνύ ηνπ Α
-1

 πνπ ζα εμεηάζνπκε ζηελ 

παξάγξαθν απηή βαζίδεηαη ζηηο ηξεηο γξακκνπξάμεηο πνπ αλαθέξζεθαλ ζηελ παξάγξαθν 4.1.5. 

(Gauss-Cholevsky): 

 

1. Μπνξνύκε λα αληηκεηαζέζνπκε ηηο γξακκέο ηνπ G. Αληίζεηα απνθεύγνπκε λα 

αληηκεηαζέζνπκε ηηο ζηήιεο ηνπ G. 

2. Μπνξνύκε λα πνιιαπιαζηάζνπκε νπνηαδήπνηε γξακκή ηνπ G κε θάπνην ζηαζεξό 

αξηζκό. Αληίζεηα δελ πνιιαπιαζηάδνπκε ηα ζηνηρεία κηαο ζηήιεο. 

3. Μπνξνύκε λα αληηθαηαζηήζνπκε κία γξακκή κε ην γξακκηθό ζπλδπαζκό απηήο κε 

θάπνηεο άιιεο (π.ρ. λα πνιιαπιαζηάζνπκε θάπνηα γξακκή κε έλα ζηαζεξό αξηζκό θαη 

λα ηελ πξνζζέζνπκε ζε κηαλ άιιε). 

 

 

Καζνξηζκόο ηεο κεζόδνπ 
 

Ξεθηλνύκε από ηελ ζρέζε πνπ νξίδεη ηνλ αληίζηξνθν πίλαθα, ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα Α:  

 

ΑΑ
-1

 = Ι 

 

Ζ εθαξκνγή κηαο ζεηξάο κεηαζρεκαηηζκώλ ζηηο γξακκέο ηνπ Α, ζπλεπάγεηαη ηελ εθαξκνγή 

ησλ ίδησλ κεηαζρεκαηηζκώλ ζηηο γξακκέο ηνπ Ι. 
 

ΑΑ
-1

 = Ι 

 

Δάλ επνκέλσο νη κεηαζρεκαηηζκνί πνπ ζα εθαξκνζζνύλ ζηνλ Α, ηνλ κεηαηξέςνπλ ζηνλ 

κνλαδηαίν, ηόηε ζα ηζρύεη ε ζρέζε: 

 

ΙΑ
-1

 = Ι   ή   Α
-1

 = Ι 
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Σπκπέξαζκα: Δάλ εθαξκνζηνύλ ζηνλ κνλαδηαίν πίλαθα Ι, νη κεηαζρεκαηηζκνί γξακκώλ νη 

νπνίνη κεηαηξέπνπλ ηνλ πίλαθα Α ζε κνλαδηαίν, ν πίλαθαο Ι ζα κεηαηξαπεί ζηνλ αληίζηξνθν πίλαθα 

ηνπ Α (ηνλ Α
-1

). 

 

Τξόπνο δνπιεηάο: Έλαο εύθνινο ηξόπνο γηα λα εθαξκνζζνύλ ζηνλ Ι νη κεηαζρεκαηηζκνί πνπ 

κεηαηξέπνπλ ηνλ Α ζε κνλαδηαίν, είλαη λα ηνπνζεηήζνπκε ηνλ Ι ζηα δεμηά ηνπ Α θαη θάζε 

κεηαζρεκαηηζκό ηνπ Α λα ηνλ επεθηείλνπκε θαη ζηνλ Ι. 

 

11 12 13 1

21 22 23 22

31 32 33 3

1 2 3

... 1 0 0 ... 0

... 0 1 0 ... 0

... 0 0 1 ... 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... 0 0 0 ... 1

AI





   

   

   

   

   

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Έηζη, εάλ κε επηηξεπηέο γξακκνπξάμεηο θαηαθέξνπκε λα κεηαηξέςνπκε ηηο πξώηεο λ ζηήιεο 

(πνπ αληηζηνηρνύλ ζηνλ Α) ζε κνλαδηαίν πίλαθα, ηόηε ζηηο επόκελεο ζηήιεο (όπνπ ππήξρε ν 

κνλαδηαίνο) ζα εκθαληζζεί ν αληίζηξνθνο ηνπ Α (ν Α
-1

). 

 

 

Παξαηεξήζεηο:  
 

1
ε
) Γηα λα θάλνπκε θάπνην ζηνηρείν ηεο δηαγσλίνπ ίζν κε ηε κνλάδα, είκαζηε ππνρξεσκέλνη λα 

δηαηξέζνπκε νιόθιεξε ηε γξακκή ζηελ νπνία αλήθεη κε ην ζηνηρείν απηό (3
ε
 επηηξεπηή 

γξακκνπξάμε).  

 

2
ε
) Μεδελίδνπκε έλα ζηνηρείν θάπνηαο γξακκήο κε ην αληίζηνηρν ζηνηρείν ηεο δηαγωλίνπ θάπνηαο 

άιιεο γξακκήο (είηε πξνο ηα άλσ είηε πξνο ηα θάησ).  

Έηζη, εάλ γηα παξάδεηγκα ζέινπκε λα κεδελίζνπκε ην ζηνηρείν α32 κε ηε βνήζεηα ηνπ α22, 

πνιιαπιαζηάδνπκε ηελ 2
ε
 γξακκή επί ην θιάζκα (α32/α22) θαη ηελ αθαηξνύκε από ηελ 3

ε
 γξακκή.  

Πξνζνρή! Βνιεύεη λα κεδελίδνπκε κόλν κε ηα ζηνηρεία ηεο θύξηαο δηαγσλίνπ (ηα α11, α22, …, αλλ), ηα 

νπνία δελ ζέινπκε λα κεδεληζζνύλ. 

 

3
ε
) Δάλ θαηά ηνπο κεδεληζκνύο, θάπνην από ηα ζηνηρεία ηεο δηαγσλίνπ κεδεληζζεί, ηόηε ζα πξέπεη λα 

αληηκεηαζέζνπκε ηε γξακκή ηνπ, κε θάπνηα από ηηο επόκελεο. Δάλ ζε όιεο ηηο επόκελεο γξακκέο ην 

αληίζηνηρν ζηνηρείν είλαη κεδεληθό, ηόηε ν πίλαθαο Α δελ αληηζηξέθεηαη. ‘Όπσο είδακε, ε 

νξίδνπζά ηνπ, ζηελ πεξίπησζε απηή, είλαη ίζε κε ην κεδέλ. Άξα, θζάλνπκε πάιη ζην ζπκπέξαζκα 

πσο έλαο ηεηξαγσληθόο πίλαθαο Α αληηζηξέθεηαη, κόλνλ εάλ ε νξίδνπζά ηνπ είλαη δηάθνξε ηνπ 

κεδελόο. 

 

 

 

1.2.3 Αληηζηξνθή πίλαθα κε ην Excel 

 

Καη πάιη πξέπεη λα νξίζνπκε ηηο πξάμεηο κε ηέηνην ηξόπν ώζηε λα κπνξνύλ λα επεθηαζνύλ πξνο ηα 

δεμηά θαη πξνο ηα θάησ.  Οη εξγαζίεο πνπ ζα γίλνπλ από ηνλ πξώην πίλαθα πξνο ην δεύηεξν: 

 

1. Γηαηξνύκε νιόθιεξε ηελ 1ε γξακκή κε ην ζηνηρείν α11, έηζη ώζηε ην α11 λα γίλεη κνλάδα. 

2. Με ηξόπν όκνην κε απηόλ ηεο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπ κεδελίδνπκε ηα ζηνηρεία α21, α31, 

θ.ι.π.. 
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 A B C D E F G H 

1         

2  4 2 3 1 0 0  

3  -2 3 0 0 1 0  

4  1 0 1 0 0 1  

5         

6  =B2/B2 =C2/B2 =D2/B2 =E2/B2 =F2/B2 =G2/B2  

7  =B3-B2*B3/B2 =C3-C2*B3/B2 =D3-D2*B3/B2 θ.ι.π.    

8  =B4-B2*B4/B2 =C4-C2*B4/B2 =D4-D2*B4/B2     

9         

 

Ο λένο πίλαθαο έρεη ην ζηνηρείν α11=1 θαη όια ηα ππόινηπα ζηνηρεία ηεο 1ε γξακκήο κεδέλ.  

Οη εξγαζίεο πνπ πξέπεη λα γίλνπλ από ην δεύηεξν πίλαθα πξνο ηνλ ηξίην είλαη: 

 

3. Δπαλαιακβάλνπκε ηελ 1ε γξακκή θαη ηελ 1ε ζηήιε, σο έρεη. 

4. Γηαηξνύκε όια ηα ζηνηρεία ηεο 2εο γξακκήο κε ην ζηνηρείν α22, ώζηε λα έρνπκε 

α22=1. 

5. Με ηε βνήζεηα ηνπ α22 κεδελίδνπκε όια ηα ππόινηπα ζηνηρεία ηεο 2εο ζηήιεο (α32, 

α42, θ.ι.π.). 

 
 A B C D E F G H 

5         

6  1 0,5 0,75 0,25 0 0  

7  0 4 1,5 0,5 1 0  

8  0 -0,5 0,25 -0,25 0 1  

9         

10  =B6 =C6 =D6 =E6 =F6 =G6  

11  =B7 =C7/C7 =D7/C7 =E7/C7 θ.ι.π.   

12  =B8 =C8-C7*C8/C7 =D8-D7*C8/C7 =E8-E7*C8/C7 θ.ι.π.   

13         

 

 

Σηε ζπλέρεηα έρνπκε ηηο εξγαζίεο: 
 

6. Δπαλαιακβάλνπκε, σο έρνπλ, ηα ζηνηρεία ησλ δύν πξώησλ ζηειώλ. 

7. Γηαηξώ ηα ζηνηρεία ηεο 3εο γξακκήο κε ην α33 (νπόηε α33=1). 

8. Με ην α33 κεδελίδσ πξώηα ην ζηνηρείν α13 θαη κεηά ην α23, όπνπ αθνινπζώ ηε ζεηξά 

απηή γηα λα κπνξέζσ λα ζύξσ πξνο ηα δεμηά θαη πξνο ηα θάησ ηελ πξάμε από ην θειί 

ηνπ α13. 

 
 A B C D E F G H 

9         

10  1 0,5 0,75 0,25 0 0  

11  0 1 0,375 0,125 0,25 0  

12  0 0 0,4375 -0,1875 0,125 1  

13         

14  =B10 =C10 =D10-D12*D10/D12 =E10-E12*D10/D12 θ.ι.π.   

15  =B11 =C11 =D11-D12*D11/D12 =E11-E12*D11/D12 θ.ι.π.   

16  =B12 =C12 =D12/D12 =E12/D12 θ.ι.π.   

17         
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Τώξα πηα απνκέλεη ε ηειεπηαία ελέξγεηα: Να κεδεληζζεί ην ζηνηρείν α12, έηζη ώζηε ζηελ 

πεξηνρή ηνπ αξρηθνύ πίλαθα λα εκθαληζζεί ν κνλαδηαίνο. Τν θάλνπκε κε ην γλσζηό ηξόπν: 

 
 A B C D E F G H 

13         

14  1 0,5 0 0,571429 -0,21429 -1,71429  

15  0 1 0 0,285714 0,142857 -0,85714  

16  0 0 1 -0,42857 0,285714 2,285714  

17         

18  =B14 =C14-C15*C14/C15 =D14-D15*C14/C15 θ.ι.π.    

19  =B15 =C15 =D15 =E15 θ.ι.π.   

20  =B16 =C16 =D16 =E16 θ.ι.π.   

21         

 

 

 

Με ηηο πξάμεηο απηέο θαηαιήγνπκε ζην ηειηθό απνηέιεζκα, ζηνλ αληίζηξνθν πίλαθα ηνπ Α, ν 

νπνίνο είλαη ν: 

  

1

0.429 0.286 1.286

0.286 0.143 0.857

0.429 0.286 2.286

A

  
 

  
  

  

 

 

 

 

1.2.3 Λύζε γξακκηθώλ ζπζηεκάηωλ κε ην Excel. 

 

Σηελ παξάγξαθν απηή ζα αζρνιεζνύκε κε ηνλ «πξνγξακκαηηζκό» ηεο κεζόδνπ ησλ Gauss-

Cholevsky, κε ην Excel. Ζ καζεκαηηθή πεξηγξαθή ηεο κεζόδνπ έρεη ήδε γίλεη. Τν κόλν πνπ κέλεη λα 

πνύκε είλαη πσο ν κεδεληζκόο ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ επαπμεκέλνπ πίλαθα, ζην Excel, γίλεηαη όκνηα 

κε ην κεδεληζκό ησλ ζπληειεζηώλ ηεο νξίδνπζαο, ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν. 

 

 

Σηε ζπλέρεηα, ππνινγίδνπκε ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 

 

1 4

1 4

1

2 3

2 3

2 3

2

4

31 4

2 3 4 2

2 2 13

3 3 2 4 30

2 3 4 6 17

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   

    

   

    

  

 

 

Αμίδεη λα πξνζπαζήζεηε λα παξαθνινπζήζεηε ηε ζεηξά ησλ πξάμεσλ πνπ ζαο πξνηείλνπκε 

ζηε ζπλέρεηα, όπνπ ζε θάζε πέξαζκα ηξνπνπνηνύκε κία ζηήιε, θάλνληαο ηαπηόρξνλα  δύν δνπιεηέο: 

Κάλνπκε κνλάδα ην ζηνηρείν ηεο δηαγσλίνπ ηεο ζηήιεο θαη κεδελίδνπκε  ηα ππόινηπα ζηνηρεία ηεο.  
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 A B C D E F G H I J K L 

1             

2 2 -1 3 4 2  1 -0,5 1,5 2 1  
3 1 -2 2 1 -13  0 -1,5 0,5 -1 -14 = 
4 3 3 2 4 30  0 4,5 -2,5 -2 27  
5 -2 -3 4 6 -17  0 -4 7 10 -15  

6             

7 1 0 1,3333 2,3333 5,6667  1 0 0 -4,3333 -14,3333  
8 0 1 -0,3333 0,6667 9,3333  0 1 0 2,3333 14,3333 = 
9 0 0 -1 -5 -15  0 0 1 5 15  

10 0 0 5,6667 12,6667 22,333  0 0 0 -15,667 -62,6667  

11             

12    1 0 0 0 3     
13   = 0 1 0 0 5    = 
14    0 0 1 0 -5     
15    0 0 0 1 4     

16             

  

Γηα επθνιία, κάιηζηα, κπνξνύκε λα κεδελίζνπκε πξώηα ηα ζηνηρεία ηεο ζηήιεο πνπ έρεη 

ζεηξά ζην ηξέρνλ ζηάδην («ζέξλνληαο» ηηο πξάμεηο πξνο ηα δεμηά) θαη ακέζσο κεηά λα θάλνπκε 

κνλάδα ην ζηνηρείν ηεο δηαγσλίνπ (θαη λα ην ζύξνπκε πξνο ηα δεμηά), νπόηε δηαγξάθεη ηηο παιηέο 

πξάμεηο θαη εκθαλίδεη ηηο επόκελεο… 

 

 

Άζθεζε: Σην ίδην θύιιν εξγαζίαο (έρνληαο ππνινγίζεη ζσζηά ηα απνηειέζκαηα) 

ππνινγίδεηαη ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 

 

2 3

2

1 4

3

2 3

2 3

1 4

1 4

1 4

2 3 4 38

5 6 7 8 70

9 8 7 6 186

5 4 3 2 0

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   

   

   

    

 

 

κε απιή αληηθαηάζηαζε ησλ λέσλ ζπληειεζηώλ! 

 

 

1.2.3 Δπίιπζε γξακκηθώλ ζπζηεκάηωλ κε έηνηκεο ζπλαξηήζεηο ηνπ Excel. 

 

Τν Excel δηαζέηεη έηνηκεο ζπλαξηήζεηο-εληνιέο πνπ αλαθέξνληαη ζηηο βαζηθέο έλλνηεο ηεο Γξακκηθήο 

Άιγεβξαο.  Οη θπξηόηεξεο είλαη: 

 

(i) Η ζπλάξηεζε mdeterm(«Τεηξαγωληθόο πίλαθαο») 
 

ε νπνία δίλεη ηελ νξίδνπζα ηνπ ηεηξαγσληθνύ πίλαθα πνπ έρεη ζαλ όξηζκα.   Γηα παξάδεηγκα ε 

εληνιή: 

 

=mdeterm(B2:E5) 
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(όπνπ ν ραξαθηήξαο «:» -ζε ιαηηληθό πιεθηξνιόγην- ζεκαίλεη «έσο»),  ππνινγίδεη ηελ νξίδνπζα ηνπ 

ηεηξαγσληθνύ πίλαθα, ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία έρνπλ ηνπνζεηεζεί ζηελ ηεηξαγσληθή πεξηνρή θειηώλ 

πνπ μεθηλάεη από ην θειί Β2 (άλσ αξηζηεξά θαη ηειεηώλεη ζην θειί E5 (θάησ δεμηά). 

 

 

(ii) Η ζπλάξηεζε minverse(«Τεηξαγωληθόο πίλαθαο») 
 

ε νπνία ππνινγίδεη ηνλ αληίζηξνθν ηνπ πίλαθα πνπ ππάξρεη ζην όξηζκά ηεο.   Όκσο, κε ηελ εληνιή: 

 

=minverse(B2:E5) 

 

απνδίδεηαη ζην ελ ιόγσ θειί κόλν ην 1
ν
 ζηνηρείν (ην ζηνηρείν (1,1)) ηνπ αληίζηξνθνπ πίλαθα θαη όρη 

ηα ππόινηπα.  Οιόθιεξνο ν αληίζηξνθνο πίλαθαο κπνξεί λα εκθαληζηεί είηε απηόκαηα, είηε κε ηε 

βνήζεηα ηεο εληνιήο index (πνπ εμεγείηαη ζηε ζπλέρεηα). 

 

Ο απηόκαηνο ηξόπνο έρεη σο εμήο: 

 

Αθνύ εθηειέζνπκε ηελ εληνιή:  =minverse(B2:E5),   έζησ ζην θειί Β7, όπνπ θαη ζα 

εκθαληζηεί ην πξώην ζηνηρείν ηνπ αληίζηξνθνπ,  

 

 «καπξίδνπκε» (θαζνξίδνπκε κε ην πνληίθη) ηελ πεξηνρή Β7:Δ10 (μεθηλώληαο από ην 

Β7), ζηελ νπνία ζα εκθαληζηεί ν αληίζηξνθνο πίλαθαο (πξνθαλώο ε πεξηνρή πξέπεη 

λα έρεη αθξηβώο ηε δηάζηαζε ηνπ αληίζηξνθνπ), 

 παηνύκε ην πιήθηξν F2, 

 παηνύκε, ηαπηόρξνλα ηα πιήθηξα Ctrl, Shift θαη Enter. 

 

Απηόκαηα εκθαλίδεηαη νιόθιεξνο ν αληίζηξνθνο πίλαθαο ζηε καπξηζκέλε πεξηνρή. 

 

 

(iii) Η ζπλάξηεζε index(«Πίλαθαο»;«Αξηζκόο γξακκήο»;«Αξηζκόο ζηήιεο»). 
 

Ζ ζπλάξηεζε απηή έρεη ζην πξώην ηεο πεδίν έλαλ πίλαθα (νπνηαζδήπνηε δηάζηαζεο, ν νπνίνο κπνξεί 

θαη λα είλαη απνηέιεζκα κηαο πξάμεο πηλάθσλ), ζην δεύηεξν πεδίν ηνλ αξηζκό κηαο από ηηο γξακκέο 

ηνπ πίλαθα, θαη ζην ηξίην πεδίν ηνλ αξηζκό κηαο από ηηο ζηήιεο ηνπ πίλαθα. Σαλ απνηέιεζκα ηεο 

εθηέιεζεο ηεο, εκθαλίδεη ζην θειί πνπ αλαγξάθεηαη, ην ζηνηρείν ηνπ πίλαθα πνπ βξίζθεηαη ζηε ζεηξά 

ηνπ 2
νπ

 πεδίνπ θαη ζηε ζηήιε ηνπ 3
νπ.

 Γηα παξάδεηγκα ε εληνιή: 

 

=index(B2:E5;2;3) 

 

ζα αλαγξάςεη ην πεξηερόκελν ηνπ θειηνύ D3. 

 

 

Απιή ρξήζε:  
 

Έζησ έλαο πίλαθαο (2x2) ζηα θειηά A2:B3. Ο αληίζηξνθόο ηνπ εκθαλίδεηαη ζηα παξαθάησ θειηά: 

 

=index(minverse(A2:B3);1;1) =index(minverse(A2:B3);1;2) 

=index(minverse(A2:B3);2;1) =index(minverse(A2:B3);2;2) 
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Σηνηρεηώδεο πξνγξακκαηηζκόο:  
 

Δπεηδή κπνξνύκε ζην 2
ν
 θαη ζην 3

ν
 πεδίν ηεο εληνιήο index λα βάινπκε θειηά, αληί γηα αξηζκνύο, 

κπνξνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε κία δνκή ζαλ απηήλ ηνπ παξαθάησ ζρεδηαγξάκκαηνο, θαη λα 

αξηζκήζνπκε ηηο γξακκέο θαη ηηο ζηήιεο ηεο πεξηνρήο όπνπ ζα αλαγξαθεί ην απνηέιεζκα ηνπ 

αληίζηξνθνπ πίλαθα.  Τόηε κπνξνύκε λα γξάςνπκε (κε ηα ζσζηά θιεηδηά) ηελ θεληξηθή εληνιή θαη 

λα ηελ «ζύξνπκε» ζε δύν θαηεπζύλζεηο. 

 

 

Παξάδεηγκα:   

 

Αο ππνζέζνπκε ινηπόλ πσο έρνπκε ζηελ πεξηνρή  B2:D4 (ηεο επόκελεο εηθόλαο)  έλαλ ηεηξαγσληθό 

(3x3) πίλαθα. Γεκηνπξγνύκε ηελ δνκή ηεο ζηήιεο F θαη ηεο γξακκήο 1, γύξσ από ηελ πεξηνρή ηνπ 

απνηειέζκαηνο,  

 

 
 A B C D E F G H I J 

1       1 2 3  

2      1     

3 A=    Α
-1

= 2     

4      3     

5           

 

θαη γξάθνπκε ζην θεληξηθό θειί (G2) 

 

 =index(minverse($B$2:$D$4;$F2;G$1) 

 

Σηελ ζπλέρεηα, αληηγξάθνπκε ην θειί G2 ζηα ππόινηπα θειηά (κέρξη ην I4). 

 

 

(iv) Η ζπλάξηεζε mmult(«Πίλαθαο 1»; «Πίλαθαο 2») 
 

ε νπνία ππνινγίδεη ην γηλόκελν ησλ πηλάθσλ  1 θαη 2  πνπ αλαθέξνληαη ζηα δύν πεδία ηνπ νξίζκαηόο 

ηεο.   Καη εδώ ρξεηαδόκαζηε ηελ ζπλδξνκή ηνπ απηόκαηνπ ηξόπνπ εκθάληζεο κηαο πξάμεο πηλάθσλ 

(Δθηέιεζε ηεο πξάμεο ζηα άλσ αξηζηεξά θειί - «καύξηζκα ηεο πεξηνρήο νπ απνηειέζκαηνο - F2 - 

Ctrl, Shift θαη Enter), ή ηεο εληνιήο index.  Πξνθαλώο, ε πξάμε γίλεηαη κόλνλ όηαλ ην επηηξέπνπλ νη 

δηαζηάζεηο ησλ δύν πηλάθσλ. 

 

 

(v) Άκεζε ιύζε ελόο Γξακκηθνύ Σπζηήκαηνο. 
 

Έζησ ν επαπμεκέλνο πίλαθαο G, ελόο γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο, όπσο θαίλεηαη ζηελ επόκελε εηθόλα.   

Τόηε ε ιύζε Φ ηνπ ζπζηήκαηνο κπνξεί λα γξαθηεί, απηόκαηα ή κε ηε βνήζεηα ηεο index, κε κία κόλν 

εληνιή, ε νπνία ζα πνιιαπιαζηάδεη ηνλ αληίζηξνθν ηνπ πίλαθα Α κε ηνπο ζηαζεξνύο όξνπο ηνπ 

πίλαθα Β. 

 
 A B C D E F G H I J 

1   A=  B=   X=   

2       1    

3       2    

4       3    

5           
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Σην H2 γξάθνπκε: 

 

=index(mmult(minverse(B$2:D$4);B$2:B$4);G2;1) 

 

θαη αληηγξάθνπκε ζηα ππόινηπα (παξαθάησ) θειηά. 

 

 

 

 

1.3 Με γξακκηθά ζπζηήκαηα εμηζώζεωλ 2 κεηαβιεηώλ. 

 

 

1.2.3 Μαζεκαηηθή αλάιπζε 

 

Σηελ παξάγξαθν απηή ζα αζρνιεζνύκε κε ηε ιύζε 2 κε γξακκηθώλ εμηζώζεσλ, κε 2 αγλώζηνπο.   Αο 

ππνζέζνπκε ινηπόλ πσο έρνπκε ην πην θάησ ζύζηεκα: 

 

( , ) 0
( 1)

( , ) 0

f x y

g x y





 

 

όπνπ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g (ζπλαξηήζεηο 2 κεηαβιεηώλ) ζπκβνιίδνπλ ην αξηζηεξό κέινο ησλ 

εμηζώζεσλ.    

Γηα ην ζύζηεκα απηό ππάξρεη κία νξίδνπζα (Γ), πνπ νλνκάδεηαη Ηαθσβηαλή, ε νπνία είλαη 

ηδηαίηεξα ζεκαληηθή θαη  πνπ νξίδεηαη κέζσ ησλ κεξηθώλ παξαγώγσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη g, σο 

πξνο ηηο κεηαβιεηέο x θαη y. 

 

( , )

( , )

ff

yx
D f g

D x y
g g

x y





 

 

 

Γ  

 

Γηα λα ππάξρεη ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο ζε κηα πεξηνρή γύξσ από έλα ζεκείν 
0 0( , )x y  πνπ 

θαζνξίδεηαη από ηα δηαζηήκαηα 
0 0, )( a x ax    θαη 

0 0, )( b by y  ,  ζα πξέπεη ζηελ πεξηνρή απηή ε 

Ηαθσβηαλή νξίδνπζα λα είλαη δηάθνξε ηνπ κεδελόο. 

Οη ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο  είλαη ην ζύλνιν όισλ ησλ δηαηεηαγκέλσλ δπάδσλ  ( , )i ix y ,  νη 

νπνίεο επαιεζεύνπλ ην ζύζηεκα. 

 

 

 

1.2.3 Γξαθηθή κέζνδνο. 

 

Γηα λα κπνξέζνπκε λα πινπνηήζνπκε ηελ γξαθηθή κέζνδν πξνζδηνξηζκνύ ησλ ιύζεσλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο (Σ1), ζα πξέπεη λα κπνξνύκε λα επηιύζνπκε ηηο δύν εμηζώζεηο σο πξνο κία από ηηο δύν 

κεηαβιεηέο x ή y.  Θεσξνύκε ινηπόλ όηη ην ζύζηεκα καο κεηαηξέπεηαη ζην επόκελν: 
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(
( 1)

)

( )

x

x

y p

y q


 


 

 

Ζ ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο ζα είλαη κία δπάδα ε νπνία επαιεζεύεη, ηαπηόρξνλα  θαη ηηο δύν 

ζπλαξηήζεηο.   Άξα, θάλνληαο ην γξάθεκα ησλ p θαη q, έρνπκε  ηε δπάδα ιύζεο, ε νπνία  δελ είλαη 

παξά ε δπάδα ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ( , )k kx y , όπσο θαίλεηαη θαη ζην Σρήκα 4.1. 

 

 
Σρήκα 4.1. Γραθική μέθοδος λύζης ηοσ ζσζηήμαηος Σ1 

 

 

 

 

 

1.2.3 Η κέζνδνο ηνπ Newton. 

 

 Ζ κέζνδνο ηνπ Newton ιεηηνπξγεί παξόκνηα κε ηελ αληίζηνηρε πνπ ππνινγίδεη ηηο ξίδεο κηαο 

ζπλάξηεζεο κηαο κεηαβιεηήο. Γηα λα μεθηλήζεη ρξεηάδεηαη κηα πξώηε πξνζέγγηζε 
0 0( , )x y  ηεο ιύζεο 

ηελ νπνία πξνζπαζνύκε λα ππνινγίζνπκε, ελώ ηαπηόρξνλα ζα πξέπεη ε Ηαθσβηαλή νξίδνπζα λα είλαη 

δηάθνξε ηνπ κεδελόο ζηελ πεξηνρή ηνπ ζεκείνπ 
0 0( , )x y , πνπ πεξηέρεη ηε ιύζε. 

Ξεθηλώληαο ινηπόλ από ηελ πξώηε πξνζέγγηζε 
0 0( , )x y , θζάλνπκε ζε κία θαιύηεξε 

πξνζέγγηζε 
1 1( , )x y , κε ηε βνήζεηα ησλ ηύπσλ: 

 

1 0

1 0

x a

y

x

y b

 

 
 

 

όπνπ ηα a θαη b απνηεινύλ ηε ιύζε ηνπ επόκελνπ γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο: 

 

0 0 0 0
0 0

, )( (
(

, )
, ) 0

f x f x
f x b

y y
y

x
a

y

 



 


 

0 0 0 0
0 0

, )( (
(

, )
, ) 0

g x g x
g x b

y y
y

x
a

y
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 Σηε ζπλέρεηα, ρξεζηκνπνηώληαο ζαλ ζεκείν εθθίλεζεο ην 
1 1( , )x y , ππνινγίδνπκε κε 

ηνλ ίδην αθξηβώο ηξόπν ηελ επόκελε πξνζέγγηζε 
2 2( , )x y  θαη νύησ θαζεμήο. 

 

 

Παξαηεξήζεηο: 
 

 Μία έλδεημε πσο βαδίδνπκε πξνο ηε ζσζηή θαηεύζπλζε καο δίλνπλ νη ηηκέο ησλ ζπλαξηήζεσλ  

)( ,i if x y  θαη  )( ,i ig x y , νη νπνίεο πξέπεη δηαξθώο λα ηείλνπλ πξνο ην κεδέλ. Κάπνηεο θνξέο, εηδηθά 

ζην μεθίλεκα ηεο δηαδηθαζίαο, κπνξεί θάπνην από ηα x ή y  λα θηλεζνύλ έηζη ώζηε νη ζπλαξηήζεηο 

f θαη g λα κελ κεηώλνπλ ηηο απόιπηεο ηηκέο ηνπο. Απηό ζπκβαίλεη ζπρλά, ηδηαίηεξα ζηελ πεξίπησζε 

όπνπ ε κία από ηηο δύν πξνζεγγηζηηθέο ηηκέο, 
0x  ή

0y , είλαη πνιύ θνληά ζηε ιύζε, ελώ ε άιιε όρη. 

 

 Σηακαηνύκε ηελ επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία όηαλ, θαη γηα ηηο δύν κεηαβιεηέο, ε δηαθνξά αλάκεζα 

ζηελ πξνεγνύκελε θαη ζηελ επόκελε πξνζεγγηζηηθή ηηκή είλαη κηθξόηεξε ηεο απαηηνύκελεο 

αθξίβεηαο. 

 

1i ixx     θαη  1i iyy    

 

 

 

 

Παξάδεηγκα 

 
Γίλεηαη ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεσλ: 

 
2 3

2

15 0

(

( , )

sin( 3), ) 0

xxy e

g x y

f x y x

x xxy

  

   


 

 

Εεηνύληαη: 

 

1. Με ηε γξαθηθή ιύζε λα ππνινγηζζεί κηα πξώηε πξνζέγγηζε ηεο ιύζεο ηνπ, όηαλ ην x αλήθεη 

ζην δηάζηεκα (1,4). 

2. Με ηε κέζνδν ηνπ Newton λα ππνινγηζζεί ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο, μεθηλώληαο από ηελ 

πξνεγνύκελε πξνζέγγηζε  θαη αθξίβεηα  ε=0.001. 

 

 

Λύζε:   
 

1) Γξαθηθή Λύζε: 

 

  Λύλνληαο ηηο δύν εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο σο πξνο y έρνπκε: 

 
2

3
15

( )
x

x
y p x

xe


   

 
23 sin( )

( )
x x

y q x
x


   

 

Σηε ζπλέρεηα θάλνπκε ηνλ πίλαθα ηηκώλ γηα ηηο δύν απηέο ζπλαξηήζεηο, θαζώο θαη ηε 

γξαθηθή ηνπο παξάζηαζε (Σρήκα 4.2), από ηελ νπνία θάλνπκε κηα πξώηε πξόβιεςε γηα ηε δπάδα ησλ 

ηηκώλ ηεο ιύζεο. 
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x f g 

1 1,727 2,159 

2 0,906 -0,319 

3 0,463 0,577 

4 -0,166 3,777 

 

 
Σρήκα 4.2. Γραθική παράζηαζη ηων ζσναρηήζεων p(x) και q(x). 

 

 

Βέβαηα, ε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ έγηλε κε ηε βνήζεηα ππνινγηζηή είλαη πνιύ αθξηβέζηεξε 

απ’ απηήλ πνπ ζα θάλακε κε ηε βνήζεηα ηνπ πίλαθα ηηκώλ. Όκσο, αθόκε θαη από ηελ πξνζεγγηζηηθή 

ησλ ηεζζάξσλ ζεκείσλ, ζα κπνξνύζακε λα εμάγνπκε ηθαλνπνηεηηθά ζπκπεξάζκαηα. Παξαηεξνύκε 

ινηπόλ πσο ζην δηάζηεκα (1,4) γηα ην x, ππάξρνπλ δύν ιύζεηο (δύν ζεκεία ηνκήο ησλ p θαη q). 

Απνθαζίδνπκε λα ππνινγίζνπκε ηε δπάδα πνπ αληηζηνηρεί ζην κεγαιύηεξν x.   Γίλνπκε ινηπόλ ζαλ 

πξνζεγγηζηηθέο ηηκέο ηηο: 

 

0 2.9x      θαη    
0 0.5y   

 

 

2) Μέζνδνο ηνπ Newton: 
 

 Αξρηθά ππνινγίδνπκε ηηο ηέζζεξηο κεξηθέο παξαγώγνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη g. 

 

 2 3

3
15

2 ( 1)

x

x
x xy ef

x y e x
x x

  
   

 
 

 

 2 3

2
15

3

x

x
x xy ef

xy e
y y

  
 

 
 

 

 2

2
sin( ) 3

2 sin( ) cos( )
xy x xg

y x x x x
x x

  
   

 
 

 

 2 sin( ) 3xy x xg
x

y y
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Γηα λα ζπζηεκαηνπνηήζνπκε ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο, ιύλνπκε ην γξακκηθό ζύζηεκα 

πνπ έρεη ζαλ αγλώζηνπο ηηο πνζόηεηεο a θαη b.  Γξάθνληαο παξαζηαηηθά ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο ππό 

ηε κνξθή: 
x

f
f

x





, yf
f

y





, 
x

g
g

x





, θαη yg
g

y





, έρνπκε: 

 

y y

y x x y

g

f f

g f
a

g

f

g







 
  

 

θαη 

 

x

y

f a f
b

f

 
   

 

όπνπ νη ηηκέο ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη g όπσο θαη απηέο ησλ παξαγώγσλ ηνπο ππνινγίδνληαη ζην ίδην 

ζεκείν ( ),i ix y . 

Γηα άιιε κηα θνξά, δεκηνπξγνύκε έλαλ πίλαθα ηηκώλ, ζηνλ νπνίν μεθηλνύκε από ηηο ηηκέο 
0x   

θαη  
0y (επηιέγνπκε ηηο ζηξνγγπιεκέλεο ηηκέο  

0 3x   θαη 
0 0.5y  ), ππνινγίδνπκε ζηε ζπλέρεηα ηηο 

ηηκέο ησλ ζπλαξηήζεσλ  
0 0 )( ,f x y  θαη  

0 0 )( ,g x y , θαη ησλ ηεζζάξσλ κεξηθώλ παξαγώγσλ (πάληα ζην 

ζεκείν 
0 0( , )x y ). Φξεζηκνπνηώληαο ηνπο πξνεγνύκελνπο ηύπνπο ππνινγίδνπκε ηα a θαη b. Τέινο 

βξίζθνπκε κε κηα άζξνηζε ηηο λέεο πξνζεγγίζεηο 
1x   θαη  

1y .   

Από ηελ πεξηγξαθή ησλ πξάμεσλ πνπ έρνπκε λα θάλνπκε, γίλεηαη θαλεξό πσο πξόθεηηαη γηα 

κηα κέζνδν πνπ ρξεηάδεηαη κάιινλ ειεθηξνληθό ππνινγηζηή. 

 

 

Πίλαθαο ηηκώλ. 
x 3 2,961565 2,95966 2,959654 

y 0,5 0,479743 0,478129 0,478121 

f(x,y) 1,532076 0,091172 0,000399 7,96E-09 

g(x,y) -0,22992 -0,00873 -2E-05 -2E-10 

fx 16,04277 14,37754 14,26876 14,26827 

fy 45,19246 39,52308 39,15771 39,15609 

gx -7,56321 -7,0888 -7,0659 -7,06583 

gy 3 2,961565 2,95966 2,959654 

a -0,03843 -0,00191 -6,2E-06 -9,8E-11 

b -0,02026 -0,00161 -7,9E-06 -1,7E-10 

 

Από ηνλ πίλαθα ηηκώλ πξνθύπηεη πσο ε ιύζε ηνπ πην πάλσ ζπζηήκαηνο είλαη ε δπάδα  

(2,95965 , 0,47812). 

 

 

Παξαηεξήζεηο. 
 

Ζ κέζνδνο απηή πξνγξακκαηίδεηαη κε ηξόπν πξνθαλή ζην Excel. Άιισζηε ν πίλαθαο ηηκώλ πνπ 

παξαζέζακε ζαλ ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο πξνέξρεηαη απηνύζηνο από ην Excel. 

Ζ ιύζε πνπ βξήθακε έρεη ζαθώο κεγαιύηεξε αθξίβεηα από ηελ απαηηνύκελε. Απηό θαίλεηαη 

από ηνλ ηξόπν πνπ ζπγθιίλνπλ νη αθνινπζίεο ησλ ηηκώλ xj  θαη  yj. 

Τν όηη ήκαζηαλ ζε θαιό δξόκν, γηλόηαλ θαλεξό θη από ηε ζύγθιηζε ησλ ηηκώλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ f  θαη  g πξνο ην κεδέλ. 
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Όπνηνο έρεη ηε δηάζεζε λα πεξάζεη ην πην πάλσ πξόβιεκα ζην Excel, ζα δηαπηζηώζεη πσο 

αιιάδνληαο ηηο αξρηθέο πξνζεγγηζηηθέο ηηκέο, κπνξεί λα ππνινγίζεη θαη άιιεο ιύζεηο.   Έηζη, γηα 

παξάδεηγκα, εάλ ζέζεη   

 

0 1.3x      θαη      
0 1.6y   

 

ζα βξεη ζαλ ιύζε: 

 

0 151. 1237x      θαη      
0 551. 4504y   

 

όπνπ κάιηζηα όια ηα ςεθία είλαη αθξηβή. 

 
 

 
 

Κξηηήξηα αμηνιόγεζεο 
 

 

Κξηηήξην αμηνιόγεζεο 1 
 

Γίλεηαη ην γξακκηθό ζύζηεκα: 

 

2 3 4

2 3 2 2

2 7

6

x y z t

x y z t

x y z t

x y z t

   

    

    

   

 

 

Να επηιπζεί, 

 κε ηε κέζνδν ησλ Gauss-Cholevski 

 κε ηε βνήζεηα ησλ νξηδνπζώλ. 

 

 

 

Κξηηήξην αμηνιόγεζεο 2 
 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα: 

 
3 2( , ) 0

( , ) sin( )

4

2 0

f x y x

g x

y

y x x y

 

  


 

 

 Να ππνινγηζζεί πξόρεηξα ε ιύζε ηνπ, κε ηε γξαθηθή κέζνδν 

 Να  ππνινγηζζεί ε ιύζε ηνπ κε ηε κέζνδν ηνπ Newton  θαη αθξίβεηα κεγαιύηεξε ηνπ ε=0,001 

 

  


