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1 Το Σςμπηωηικό Πολςώνςμο 

1.2 Γενικά για ηα πολςώνςμα. 

 

Οη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο ή ηα πνιπώλπκα, όπσο ζα ηηο ιέκε ζην εμήο ράξε ηεο ζπληνκίαο, είλαη 

ζπλαξηήζεηο πνιύ ρξήζηκεο ζηελ Αξηζκεηηθή Αλάιπζε, ιόγσ ηεο απιόηεηάο ηνπο (ζε ζύγθξηζε 

βέβαηα κε άιιεο ηδηαίηεξα πνιύπινθεο ζπλαξηήζεηο). Πξηλ όκσο εμεηάζνπκε αλαιπηηθόηεξα ηνλ 

ηξόπν κε ηνλ νπνίν ρξεζηκνπνηεί ηα πνιπώλπκα ε Αξηζκεηηθή Αλάιπζε, αμίδεη λα μαλαζπκεζνύκε 

κεξηθέο ηδηόηεηέο ηνπο θαη λα εμεγήζνπκε ην γηαηί είλαη ηόζν αγαπεηά. Αο μεθηλήζνπκε από ην 

δεύηεξν.... 

 

Είλαη ινηπόλ ηα πνιπώλπκα ηδηαίηεξα αγαπεηά γηαηί: 

 

1. Είλαη ζπλαξηήζεηο ζπλερείο ζε όιν ην R. 

2. Είλαη ζπλαξηήζεηο παξαγσγίζηκεο ζε όιν ην R θαη ε παξάγσγόο ηνπο ππνινγίδεηαη 

αλαιπηηθά, πνιύ εύθνια. 

3. Είλαη ζπλαξηήζεηο νινθιεξώζηκεο ζην πεδίν νξηζκνύ ηνπο θαη ην νινθιήξσκά ηνπο 

ππνινγίδεηαη αλαιπηηθά πνιύ εύθνια. 

4. Υπάξρνπλ αλαιπηηθέο κέζνδνη γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ ξηδώλ ελόο πνιπσλύκνπ 

κέρξη θαη ηέηαξηνπ βαζκνύ. 

5. Η επηζηήκε ηεο Αξηζκεηηθήο Αλάιπζεο έρεη εύθνιεο θαη γξήγνξεο κεζόδνπο 

αθξηβνύο ππνινγηζκνύ ησλ πξαγκαηηθώλ ξηδώλ ηνπο. 

6. Η γεληθή ζπκπεξηθνξά ηνπο είλαη πνιύ θαιά γλσζηή. 

 

 

1.3  Ιδιόηηηερ ηων πολςωνύμων. 

 

Οη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο (π.ζ.) έρνπλ πνιιέο θαη ζεκαληηθέο ηδηόηεηεο, από ηηο νπνίεο 

αλαθέξνπκε θάπνηεο, πνπ ζα καο θαλνύλ ηδηαίηεξα ρξήζηκεο ζηε ζπλέρεηα: 

 

1. Η γεληθή κνξθή κηαο πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο (π.ζ.) λ-νζηνύ βαζκνύ είλαη ε: 
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1 1 02( ) v v

v vp x a x a x a x a x a

        

  

2. Τν όξην ηεο ( )p x , όηαλ ην x ηείλεη ζην άπεηξν, ηζνύηαη κε ην όξην ηνπ 

κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ ηεο ( )p x :    

 

 lim ( ) lim v

x x
vxp x a

 
   

        

3. Μία π.ζ. λ-νπ βαζκνύ έρεη αθξηβώο λ ξίδεο (πξαγκαηηθέο ή κηγαδηθέο). 

4. Αλ κία π.ζ. έρεη ζαλ ξίδα ηνλ κηγαδηθό αξηζκό z a ib   , ηόηε ζα δέρεηαη ζαλ ξίδα 

θαη ηνλ ζπδπγή ηνπ z a ib   .  Η ηδηόηεηα απηή ζηεξίδεηαη ζηελ ηδηόηεηα ησλ 

ζπδπγώλ κηγαδηθώλ, ην γηλόκελό ηνπο λα είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο.  Επνκέλσο 

ηζρύεη γηα θάζε π.ζ. πνπ έρεη πξαγκαηηθνύο (θαη όρη κηγαδηθνύο) ζπληειεζηέο. 

5. (Πόξηζκα ηεο πξνεγνύκελεο πξόηαζεο) Αλ κία π.ζ. είλαη πεξηηηνύ βαζκνύ, ηόηε ζα 

δέρεηαη ππνρξεσηηθά κία ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα.  
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6. Αλ ε π.ζ. ( )p x  δέρεηαη ζαλ ξίδεο ηνπο αξηζκνύο 
1 ,

2 , …, 
v , ηόηε γξάθεηαη κε 

ηνπο παξαθάησ δύν ηζνδύλακνπο ηξόπνπο (όπνπ ηνλ δεύηεξν ηνλ νλνκάδνπκε 

«γηλόκελν παξαγόλησλ»): 

 
1

1 1 0 1

2

2 2( ) ( )( ) ( )v

v v

v v vp x a x a x a x a x a a x x x  

           

 

7. Αλ ε ηηκή ξ είλαη ξίδα ηεο π.ζ., ηόηε απηή ζα δηαηξείηαη κε ην ( )x  , πξάγκα πνπ 

θαίλεηαη ακέζσο εάλ βάινπκε ζην θιάζκα ( ) ( )p x x  , ην ( )p x  ζαλ γηλόκελν 

παξαγόλησλ. 

8. Γηα ηνλ θαζνξηζκό κηαο π.ζ. λ-νπ βαζκνύ, ρξεηάδνληαη λ+1 ηπραία ζεκεία ηνπ 

επηπέδνπ Oxy (από ηα νπνία λα κελ δηέξρεηαη πνιπώλπκν κηθξόηεξνπ ηνπ λ- 

βαζκνύ).  Έηζη δύν ζεκεία νξίδνπλ κία π.ζ. 1νπ βαζκνύ (επζεία), 3 ζεκεία κηα π.ζ. 

2νπ βαζκνύ (παξαβνιή) θ.ν.θ.. 

9. Εάλ αλαιύνληαο ζε γηλόκελν παξαγόλησλ ηελ π.ζ. πξνθύςεη ε επόκελε αλάιπζε: 

 
2 3

2

4

1 3 4( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )vvp x a x x x x x            

 

ηόηε ιέκε πσο ε ξίδα 
1  είλαη βαζκνύ πνιιαπιόηεηαο δύν (δηπιή), ε 

2  είλαη 

βαζκνύ πνιιαπιόηεηαο ηξία (ηξηπιή), ε 
4  είλαη βαζκνύ πνιιαπιόηεηαο ηέζζεξα 

(ηεηξαπιή), ελώ νη 
3  θαη 

v  είλαη απιέο. 

10. Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ( )p x  γύξσ από κηα ξίδα εμαξηάηαη από ην βαζκό 

πνιιαπιόηεηαο ηεο ξίδαο (βιέπε Σρήκα 5.1) 

 

 

 
Σσήμα 5.1 Γξαθηθή παξάζηαζε κηαο π.ζ. 10

νπ
 βαζκνύ, κε ξίδεο ηελ ξ1=-1 (δηπιή), ξ2= 0 (ηξηπιή), ξ3=2 (απιή) 

θαη ξ4=3 (ηξηπιή) θαη ξ5=4 (απιή) 

 

 

Σηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ Σρήκαηνο 5.1 παξαηεξνύκε πσο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

( )p x  : 
 

 ζηηο απιέο ξίδεο ηέκλεη ηνλ άμνλα ησλ x ππό γσλία,  

 ζηηο δηπιέο (όπσο θαη ζηηο ηεηξαπιέο, εμαπιέο – άξα άξηηαο ηάμεο ξίδεο), εθάπηεηαη 

ζ’απηόλ ρσξίο ε π.ζ. λα αιιάμεη πξόζεκν, ελώ 

 ζηηο ηξηπιέο (όπσο θαη ζηηο πεληαπιέο, επηαπιέο – άξα πεξηηηήο ηάμεο ξίδεο), 

εθάπηεηαη ζ’απηόλ αιιάδνληαο όκσο πξόζεκν (κε ηε κνξθή ηνπ s). 
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Παπάδειγμα  1
o
  

 

Έζησ ηα ζεκεία Μ1=(1,1) θαη Μ2=(2,3) ηνπ επηπέδνπ Oxy.  

1. Τη βαζκνύ είλαη ε πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε πνπ ( )y p x  πεξλάεη από ηα ζεκεία 

απηά;  

2. Υπάξρεη άιιν πνιπώλπκν 1
νπ

 βαζκνύ πνπ λα πεξλά από ηα ζεκεία Μ1 θαη Μ2;  

3. Υπάξρεη πνιπώλπκν 2
νπ

 βαζκνύ πνπ λα πεξλά από ηα ζεκεία Μ1 θαη Μ2; 

 

Λύζη: 
 

1) Σύκθσλα κε ηελ ηδηόηεηα (8) ηεο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπ, δύν ζεκεία ηνπ επηπέδνπ Oxy 

νξίδνπλ κία πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε 1
νπ

 βαζκνύ, έζησ ηελ ( )y p x ax b   . Τν όηη ε y ax b   

πεξλάεη από ηα ζεκεία Μ1 θαη Μ2, ζεκαίλεη όηη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπο ηελ επαιεζεύνπλ. Άξα ηζρύεη 

ην παξαθάησ ζύζηεκα εμηζώζεσλ: 

 

1 1

2 22

1 1 2M : 1

M : 3 2 1

ax b a b a

ax b a b

y

y b
 

    

     
  

 

Επνκέλσο, ε πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε πνπ επαιεζεύεηαη από ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ 

Μ1 θαη Μ2 είλαη  2 1y x  . 

 

Σημείωζη: 
 

Η ιύζε ηνπ παξαπάλσ ζπζηήκαηνο, ζηελ γεληθή ηεο κνξθή, γηα θάζε δεύγνο ζεκείσλ 
1 1( , )x y  

θαη 
2 2( , )x y  είλαη: 

 

1 1

2 2

y

y

ax b

ax b

 

 
 

 

Αθαηξώληαο θαηά κέιε ηελ πξώηε ζρέζε από ηελ δεύηεξε έρνπκε: 

 

2 1
2 1 2 1 2 1 2 1

2 1

( )
y

y ax y a
y

y ax x ay x
x x

    


   


  

 

Αληηθαζηζηώληαο ην a ζηελ πξώηε ζρέζε έρνπκε: 

 

2 1 2 1 1 2 1 2 1 1
1 1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 1

( ) ( )y y x y x
y x b b x b

y y y x y
ax b y

x x x
y

xxx

   
   


     

  
   

 

2 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2

2 1 2 1

x x y x x x y
b b

x

y y y y

x xx

x  


 

 
   

 

Καηαιήγνπκε δειαδή ζηηο γλσζηέο ζρέζεηο: 

 

2 1

2 1

y
a

x

y

x




  θαη 2 1 1 2

2 1

x x y
b

y

x x





 

 

Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο  
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2 1

2 1

y
a

x

y

x




  

θαη  

2 1
1 1

2 1

y
y

y
b x

x x




    

 

από ηηο ζρέζεηο πνπ βξήθακε πξνεγνπκέλσο, ζηελ γεληθή εμίζσζε κηαο επζείαο y ax b   ηόηε 

έρνπκε: 

 

2 1 2 1 2 1
1 1 1 1

2 1 2 1 2 1

( )
y y y y y y

ax b x y x x x
x x x

y
x x x

y y y
  

     
 

 


   

 

Από ηελ νπνία θαηαιήγνπκε ζηελ πνιύ απιή ζρέζε: 

 

1 2 1

1 2 1

y y

x x x

y y

x




 


 

 

πνπ καο δίλεη ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ πεξλά από ηα ζεκεία 
1 1( , )x y  θαη 

2 2( , )x y . 

 
 

2) Αλ θαη ην ζέκα απηό απνηειεί βαζηθό ζεώξεκα ησλ πνιπσλύκσλ εκείο ζα επηζεκάλνπκε ηελ 

κνλαδηθόηεηα ηεο ιύζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. Πξάγκαηη, εάλ ππήξρε θαη άιιε πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε 

y a x b   , κε a a  θαη b b , πνπ λα επαιεζεύνληαλ από ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ Μ1 θαη 

Μ2, ηόηε ηα a  θαη b  ζα απνηεινύζαλ κηα δεύηεξε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο, πξάγκα άηνπν (Απηό ζα 

ήηαλ ηζνδύλακν κε ην όηη δύν δηαθνξεηηθέο επζείεο κπνξνύλ λα ηέκλνληαη ζε δύν ζεκεία). 

Φζάλνπκε επνκέλσο ζην ζπκπέξαζκα: Η πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε 2 1y x   είλαη ε 

μοναδική πξσηνβάζκηα πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε πνπ πεξλάεη από ηα δύν ζεκεία Μ1 θαη Μ2 ηνπ 

επηπέδνπ Οxy. 

 

3)  Μία πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε 2
νπ

 βαζκνύ έρεη ηελ κνξθή 

 
2( )p x x x      

 

Θα πξνζπαζήζνπκε λα ππνινγίζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο α, β θαη γ έηζη ώζηε ην πνιπώλπκν ( )p x  λα 

πεξλά από ηα ζεκεία Μ1=(1,1) θαη Μ2=(2,3). 

Όπσο θαη πξνεγνπκέλσο έρνπκε 

 

1 1 1 1

2 2

2

2
2 2

M 1 1 1

3 4 2 4 2

: 1

3M :

x x

x

y

y x

      

       

 


     

       
  

 

Έρνπκε δειαδή έλα ζύζηεκα δύν εμηζώζεσλ κε ηξεηο αγλώζηνπο! Πξνθαλώο ην ζύζηεκα δελ 

έρεη κηα κνλαδηθή ιύζε, αιιά άπεηξεο ιύζεηο. 

Γηα λα βξνύκε ηηο ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, πεξλάκε έλαλ από ηνπο αγλώζηνπο (έζησ ην α) ζην 

δεμηό κέινο ησλ εμηζώζεσλ: 

 

1 1

4 2 3 2 3 4

a

a

    

    


     

     
 

 

Αθαηξώληαο θαηά κέιε ηελ πξώηε από ηελ δεύηεξε έρνπκε: 
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2 3    

 

θαη αληηθαζηζηώληαο ζηελ πξώηε έρνπκε 

 

1 2 3 1 2 1a a a                

 

Όπσο βιέπνπκε νη ζπληειεζηέο β θαη γ εμαξηώληαη από ην α, θαη ην α κπνξεί λα πάξεη νπνηαδήπνηε 

ηηκή. Έρνπκε ινηπόλ κηα απεηξία ιύζεσλ.  

Οη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο 2
νπ

 βαζκνύ πνπ πεξλνύλ από ηα ζεκεία Μ1 θαη Μ2 δίλνληαη 

από ηελ ζρέζε: 

 
2( ) (2 3 ) 2 1p x x x        

 

θαη απνηεινύλ (όπσο ζα ιέγακε ζηα Μαζεκαηηθά) κηα κνλνπαξακεηξηθή νηθνγέλεηα θακπύισλ. 

 Γηα θάζε ηηκή ηνπ α παίξλνπκε θαη κηα δηαθνξεηηθή ζπλάξηεζε ( )p x   πνπ πεξλά από ηα 

ζεκεία Μ1 θαη Μ2. Σην Σρήκα 5.2 βιέπνπκε δύν ηέηνηεο ζπλαξηήζεηο γηα 4    θαη 3   . Γηα 

0   ην πνιπώλπκν αληηζηνηρεί ζηελ επζεία 2 1y x   πνπ βξήθακε πξνεγνπκέλσο. 

 

 
Σσήμα 5.2  Γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ πνιπωλπκηθώλ ζπλαξηήζεωλ 2

νπ
 βαζκνύ γηα α=4 (πξάζηλε) θαη γηα α=-3 

(θόθθηλε) πνπ δηέξρνληαη από ηα ζεκεία Μ1 θαη Μ2.  Αλ α=0, ην πνιπώλπκν 2
νπ

 βαζκνύ αληηζηνηρεί ζηελ επζεία 

y=2x-1(κπιέ). 

 
 

 

Παπάδειγμα  2
o
  

 

Έζησ νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί 0, 1, 3 θαη 4, πάλσ ζηνλ άμνλα ησλ ηεηκεκέλσλ (ησλ x). Να βξεζεί κία 

πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε κε κνλαδηθέο ξίδεο ηνπο πην πάλσ αξηζκνύο. 

 

Λύζη: 
 

Η νπζία ηεο εξώηεζεο είλαη: Να ππνινγηζζεί κηα πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε πνπ λα δηέξρεηαη από ηα 

ηέζζεξα ζεκεία: Μ1(0,0), Μ2(1,0), Μ3(3,0) θαη Μ4(4,0). Πξόθεηηαη ινηπόλ γηα κία πνιπσλπκηθή 

ζπλάξηεζε 3νπ βαζκνύ;  Όσι.  Γηαηί ηα ηέζζεξα ζεκεία είλαη ζςνεςθειακά (είλαη πάλσ ζηελ ίδηα 

επζεία).  
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 Αλ ινηπόλ δελ ζέινπκε ηελ ηεηξηκκέλε ιύζε ηεο επζείαο ( ) 0y p x  , ηόηε θάζε θνξά πνπ 

έρνπκε λ ζπλεπζεηαθά ζεκεία, δελ κπνξνύκε λα ηα πξνζεγγίζνπκε κε πνιπώλπκν λ-1 βαζκνύ, αιιά 

κε πνιπώλπκν λ-νζηνύ βαζκνύ. Επεηδή όκσο έρνπκε κόλνλ λ ζεκεία, νδεγνύκαζηε όρη ζε έλα 

κνλαδηθό πνιπώλπκν ζαλ ιύζε, αιιά ζε κία απεηξία πνιπσλύκσλ. 

 Φξεζηκνπνηώληαο ηελ κνξθή γξαθήο ηεο 6
εο

  ηδηόηεηαο ηεο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπ 

έρνπκε: 

 

 

1

4 3

2 3

2

4

8 1

( ) ( )( )( )( )

( 0)( 1)( 3)(

9 1

)

2

4

p x a x x x x

a x

x

x x

xa x

x

x

        

 

 



 

    

 

Παξαηεξνύκε πσο ην πνιπώλπκν: 

 

 4 3 2( ) ( 1)( 3)( 8 19 124)p x ax x x x a x xx x        

 

πεξλάεη από ηα ζεκεία (0,0), (1,0), (3,0) θαη (4,0), όπνηα θαη αλ είλαη ε ηηκή ηεο παξακέηξνπ α, πνπ 

δελ είλαη παξά κία πνιιαπιαζηαζηηθή παξάκεηξνο (βιέπε θαη Σρήκα 5.3). 

 

 
Σσήμα 5.3  Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο πνιπωλπκηθήο ζπλάξηεζεο ηνπ Παξαδείγκαηνο 2 γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο 

παξακέηξνπ α. (α=2 κπιε, α=4 πξάζηλε, α=-4 θόθθηλε). 

 
 

 

 

1.4 Το ζςμπηωηικό πολςώνςμο. 

 

Αο ππνζέζνπκε πσο ζε έλα πίλαθα ηηκώλ (ή ζε κία γξαθηθή παξάζηαζε), δίλνληαη νη ηηκέο πνπ 

παίξλεη κία κε πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε y=y(x), γηα θάπνηεο ηηκέο ηεο κεηαβιεηήο x.   

 
x x0 x1 x2 x3 x4 … … xv-1 xv 

y y0 y1 y2 y3 y4 … … yv-1 yv 

 

Πξνθαλώο ν πην πάλσ πίλαθαο πεξηέρεη λ+1 ζεκεία ηνπ επηπέδνπ Οxy, ηα  
0 0( , )x y ,  

1 1( , )x y , …, 

( , )v vx y  πνπ νξίδνπλ κηα π.ζ. λ-νπ βαζκνύ.  
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Με ηνλ όξν ζςμπηωηικό πολςώνςμο ελλννύκε έλα πνιπώλπκν ( )p x , πνπ λα παίξλεη ηηο 

ίδηεο αθξηβώο ηηκέο κε ηελ ζπλάξηεζε ( )f x  ζε θάπνηεο από ηηο ηηκέο ηνπ x (ή ζε όιεο) πνπ ππάξρνπλ 

ζηνλ πίλαθα. 

 

 

 

Παπαηήπηζη 
 

Εάλ ππνζέζνπκε πσο ην πιήζνο ησλ ζεκείσλ ζύκπησζεο είλαη λ, ηόηε ην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν ζα 

είλαη λ1 βαζκνύ. Ολνκάδεηαη ζπκπησηηθό κηα θαη νη ηηκέο πνπ παίξλεη ζπκπίπηνπλ κ’ απηέο ηεο 

ζπλάξηεζεο, θπζηθά κόλν ζηα ζεκεία ζύκπησζεο.  Ταπηόρξνλα πξέπεη λα ηνληζζεί πσο θάζε 

κεηαβνιή ηνπ πιήζνπο ή ησλ ζεκείσλ ηεο ζπλάξηεζεο πνπ επηιέγνπκε γηα λα νξίζνπκε ην 

ζπκπησηηθό πνιπώλπκν, ην κεηαβάιιεη εληειώο. 

Γηα ην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν ζα κηιήζνπκε πνιιέο θνξέο ζηελ ζπλέρεηα. Άιισζηε θαη ζηηο 

πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπο θαη ηδηαίηεξα ζην 1
ν
 από ηα παξαδείγκαηα νπζηαζηηθά αζρνιεζήθακε κε 

ην πξόβιεκα ηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ θαη δείμακε ηελ πην θιαζζηθή κέζνδν ππνινγηζκνύ ηνπ. 

Σηελ παξάγξαθν απηή ζα αζρνιεζνύκε κε κία άιιε κέζνδν ππνινγηζκνύ ηνπ ζπκπησηηθνύ 

πνιπώλπκνπ, κε ηε βνήζεηα ελόο παξαδείγκαηνο. 

 

Θεωπηηικό παπάδειγμα 
 

Ο παξαθάησ πίλαθαο πεξηέρεη ηηο ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο ( )f x  ζε ηέζζεξηο ηηκέο ηνπ x. Θέινπκε λα 

ππνινγίζνπκε έλα πνιπώλπκν πνπ λα παίξλεη ηηο ίδηεο ηηκέο κε ηελ ζπλάξηεζε ( )f x ,  ζηηο ίδηεο ηηκέο 

ηνπ x. 

 
x 1 1 2 3 
y 7 3 1 9 

 

Πξέπεη λα ππνινγίζνπκε κηα πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε πνπ λα πξνζεγγίδεη ηέζζεξα ζεκεία 

ηνπ επηπέδνπ Oxy.  Επνκέλσο ην πνιπώλπκν απηό ζα είλαη 3νπ βαζκνύ, νπόηε ζα ρξεηαζηεί λα 

πξνζδηνξίζνπκε ηελ ηηκή ηεζζάξσλ παξακέηξσλ. Η πξνεγνύκελε κέζνδνο καο νδεγεί ζε έλα 

ζύζηεκα 4 γξακκηθώλ εμηζώζεσλ κε 4 αγλώζηνπο, ε ιύζε ηνπ νπνίνπ απαηηεί πνιιέο αξηζκεηηθέο 

πξάμεηο.  Αο εμεηάζνπκε ινηπόλ κία ηαρύηεξε θαη επθνιόηεξε κέζνδν. 

Οξίδνπκε ην πνιπώλπκν 3
νπ

 βαζκνύ 

 

0 1 1 2 1 2 3 1 2 3) (( ) ( )( ) ( )( )( )a a x x x x a x x x x x xp x a x x           

 

θαη ζέηνπκε 
1 1x    , 

2 1x  , 
3 2x    θαη 

4 3x    

 

0 1 2 31) ( 1)( 1) ( 1)( 1)(( )) 2(a a x x a xp x xx a x           

 

Απηή ε γεληθή κνξθή ελόο πνιπσλύκνπ, ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ιόγσ ηεο ηδηόηεηάο ηεο 

 

 Όινη νη όξνη από ηνλ 2
ν
 θαη κεηά λα κεδελίδνληαη γηα 

1x x   

 Όινη νη όξνη από ηνλ 3
ν
 θαη κεηά λα κεδελίδνληαη γηα 

2x x  

 Ο 4
νο

 όξνο κεδελίδεηαη γηα 
3x x  

 

Εθκεηαιιεπόκελνη ηελ ηδηόηεηα απηή ηνπ πνιπσλύκνπ ππνινγίδνπκε ηηο ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ α0, α1, α2 θαη α3, δίλνληαο ζην x ηηο ηέζζεξηο ηηκέο ηνπ πίλαθα θαη εμηζώλνληαο θάζε 

θνξά ηελ ηηκή ηνπ πνιπσλύκνπ ( )p x  κε ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ( )f x , όπσο απηή δίλεηαη ζηνλ 

παξαπάλσ πίλαθα. Με ηνλ πξώην ππνινγηζκό θαζνξίδνπκε ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ a0. Σηνλ 

δεύηεξν, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηηκή ηνπ a0 πνπ κόιηο βξήθακε, θαζνξίδνπκε ηελ ηηκή ηεο a1  θ.ν.θ. 
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0 0

1

2

323

2

22

( 1) 7 7

(1) 3 7 2 2

(2) 7 7 6 3 1 3 0

(3) 9 7 8 8 1 8 1

ap a

p a a

p a a a

p a a a

      

      

          

        

 

 

Άξα ε πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε ( )y p x  ηζνύηαη κε: 

 

0 1 2 3

3 2

3 2

1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)( 2)

7 2 1) 0( 1)( 1) 1( 1

( ) (

( )( 1)( 2)

7 2 2 2 2

2 3

a a x x a x xp x a x

x

x

x x x x x

x x x x

x x x

         

           

        

   



 

 

 

Γενική πεπίπηωζη 
 

Σηελ γεληθή πεξίπησζε πνπ έρνπκε λ+1 ζεκεία 
1 1( , )x y , 

2 2( , )x y ,
3 3( , )x y , …, 

1 1,( )vvx y 
, ηόηε από 

απηά δηέξρεηαη κία πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε λ-νζηνύ βαζκνύ ηεο κνξθήο: 

 

0 1 1 2 1 2 3 1 2 3

1 2 3

) ( )( ) ( )( )( ) ...

( )( )( ) ( )

( ) (

v v

a a x x x x a x x x x x x

a x x x x x

p x a

x x

x

x

x         





   


 

 

θαη νη ζπληειεζηέο ηνπ 
20 1 3, , , , , va a a a a  δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο: 

 

0 1a y   

 

2 0
1

2 1

y a
a

x x





  

 

 

  
3 0 1 3 1

2

3 1 3 2

xy a a x

x
a

x x x

  


 
  

 

… 

 

       

     
1 1 1 2 1 1 2 1 1

1 1 2 1

0 1 1

3

1

1 1

1... ...v v v v v v v

v

v v v

v

v v

x x a x x xy a a x x x x x

x x x x x x
a

x x

     

   

       


  






 

 

 

 

Παπάδειγμα 
 

Δίλεηαη ν παξαθάησ πίλαθαο ηεο ζπλάξηεζεο cos( )y x , γηα 4 ζεκεία.   Να ππνινγηζζεί ην 

ζπκπησηηθό πνιπώλπκν θαη λα γίλεη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο, ηνπ ζπκπησηηθνύ 

πνιπσλύκνπ αιιά θαη ησλ ζεκείσλ ζύκπησζεο. 

 
x 1.3 1.5 1.7 1.9 

cos(x) 0.267499 0.070737 0.12884 0.32329 
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Λύζη 
 

Αξρηθά νξίδνπκε ηε κνξθή ηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ 

 

0 1 1 2 1 2 3 1 2 3

0 1 2 3

) ( )( ) ( )( )( )

1.3) ( 1.3)( 1.5) ( 1.3)( 1.5)( 1.7

( (

( )

)p x a x x

a

a a x x x x a x x x x x x

a a x x a x xx x

       

      



 


 

 

Κάλνληαο ηηο πξάμεηο εύθνια ππνινγίδνπκε 

 

2

3

0

1

(1.3) 0.267499 0.267499

(1.5) 0.070737 0.983808

(1.7) 0. 0.035251

(1.9) 0.32329 0.16

12884  

5764

p a

p a

p a

p a

  

   

    

   

 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο ηηκέο ησλ αj ζην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν έρνπκε: 

 

0.983808 1.3) 0.035251( 1.3)( 1.( ) 0.267499 ( 5)

0.165764( 1.3)( 1.5)( 1.7)

x x

x x x

p x x    

   

 
 

 

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ ( )y p x  παξνπζηάδεηαη ζην Σρήκα 5.4 

 

 
Σσήμα 5.4  Γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο ζπλάξηεζεο y=cos(x) (κπιέ) θαη ηνπ ζπκπηωηηθνύ πνιπωλύκνπ p(x) 

(θόθθηλε). Τα ζεκεία ζύκπηωζεο εκθαλίδνληαη κε θύθινπο. 

 

Παξαηεξνύκε πσο ην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν ζρεδόλ ηαπηίδεηαη κε ηε ζπλάξηεζε ζηηο 

πεξηνρέο πνπ είλαη ζρεηηθά θνληά ζηα ζεκεία ζύκπησζεο (γηα 1 2.5x  ), ελώ εθηόο ηνπ 

δηαζηήκαηνο απηνύ νη δύν παξαζηάζεηο απνθιίλνπλ έληνλα. 

Αληίζεηα κε ην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα, εάλ ηα ζεκεία ζύκπησζεο είλαη πην 

απνκαθξπζκέλα κεηαμύ ηνπο, ηόηε ε δηαθνξά ηηκώλ αλάκεζα ζηε ζπλάξηεζε θαη ην ζπκπησηηθό 

πνιπώλπκν, ζηα ππόινηπα ζεκεία είλαη αηζζεηά κεγαιύηεξε. Απηό γίλεηαη θαλεξό ζην παξαθάησ 

γξάθεκα (Σρήκα 5.5), ζην νπνίν ηα ζεκεία ζύκπησζεο είλαη 

 

x 1 1 4 5 

cos(x) 0.5403023 0.5403023 0.65364362 0.28366219 

 

θαη νη ζπληειεζηέο ηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ: 
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0

1

2

3

0.540302305868140

0.079596395115450

0.068903056765245

0

a

a

a

a





 



  

 

 
Σσήμα 5.5  Γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο ζπλάξηεζεο y=cos(x) (κπιέ) θαη ηνπ ζπκπηωηηθνύ πνιπωλύκνπ p(x) 

(θόθθηλε). Σηελ πεξίπηωζε απηή ε ηαύηηζε ηωλ δύν ζπλαξηήζεωλ δελ είλαη θαιή. Τα ζεκεία ζύκπηωζεο 

εκθαλίδνληαη κε θύθινπο. 

 
 

 

Κπιηήπια αξιολόγηζηρ 
 

 

Κπιηήπιο αξιολόγηζηρ 1 
 

Σηε παξαθάησ γξαθηθή παξάζηαζε εκθαλίδεηαη κία πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε, ηεο νπνίαο όιεο νη 

ξίδεο είλαη πξαγκαηηθέο.   Να βξεζνύλ: 

 Ο βαζκόο ηεο πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο. 

 Τν πιήζνο θαη ην είδνο ησλ ξηδώλ ηεο. 
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Σσήμα 5.6  Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ Κξηηεξίνπ αμηνιόγεζεο 1. 

 

 

Κπιηήπιο αξιολόγηζηρ 2 
 

Να ππνινγηζζεί ην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ παξαθάησ πίλαθα 

 
x 1 0 1 2 3 

y 3 3 1 3 3 

 

 

Κπιηήπιο αξιολόγηζηρ 3 
 

Σρεδηάζηε, ρνληξηθά, ηελ κνξθή ησλ πνιπώλπκσλ ησλ νπνίσλ ν βαζκόο, θαζώο θαη ην πιήζνο θαη ην 

είδνο ησλ ξηδώλ ηνπο (νη νπνίεο είλαη όιεο πξαγκαηηθέο) δίλνληαη ζηνλ επόκελν πίλαθα (ζεσξήζηε όηη 

όια ηα πνιπώλπκα ηζρύεη (10) 0p  ) : 

 
 Βαθμόρ Είδορ ππαγμαηικών πιζών 

1 2νο 1 (δηπιή) ζην x=1 

2 3νο 1 (απιή) ζην x=1  θαη  1 (δηπιή) ζην x=2 

3 3νο 1 (ηξηπιή) ζην x=1 

4 4νο 2 (δηπιέο) ζην x=1 θαη ζην x=2 

5 4νο 1 (απιή) ζην x=1   θαη  1 (ηξηπιή) ζην x=3 

 

 


