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1 Απιθμηηική Παπεμβολή 

1.2 Η έννοια ηηρ παπεμβολήρ 

 

Πνιιέο θνξέο ζπγρένπκε ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο κε ηελ ύπαξμε ελόο Μαζεκαηηθνύ ηύπνπ, πνπ 

λα θαζνξίδεη ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζε θάζε ζεκείν ηνπ Πεδίνπ Οξηζκνύ ηεο.  Σπρλά όκσο, ζηηο 

πξαθηηθέο εθαξκνγέο, κία ζπλάξηεζε κπνξεί λα νξηζζεί κε έλαλ πίλαθα ηηκώλ ή ηελ γξαθηθή ηεο 

παξάζηαζε.   Απηό ζπκβαίλεη γηαηί ν Μαζεκαηηθόο ηύπνο κε ηνλ νπνίν νξίδεηαη ε ζπλάξηεζε είηε 

είλαη πνιύπινθνο, είηε δελ ππάξρεη, όπσο ζηελ πεξίπησζε πνπ ε ζπλάξηεζε πεξηγξάθεη θάπνηα 

πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα. 

Σηηο πεξηπηώζεηο απηέο ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο δελ νξίδεηαη κε ηξόπν ζπλερή πάλσ ζην πεδίν 

νξηζκνύ ηεο, αιιά δηαζέηνπκε ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο, έζησ ηεο (x)f , γηα θάπνηεο ηηκέο ηεο 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο x, όπσο ζπκβαίλεη ζηνλ επόκελν πίλαθα: 

 
x 0 2 4 6 8 10 12 

y=f (x) 1.099 1.609 1.946 2.197 2.398 2.565 2.708 

 

Τίζεηαη ινηπόλ ην πξόβιεκα ηνπ (πξνζεγγηζηηθνύ) ππνινγηζκνύ ηεο ηηκήο ηεο ζπλάξηεζεο f 

γηα θάπνηα ηηκή ηεο κεηαβιεηήο x πνπ δελ αλαθέξεηαη ζηνλ πίλαθα.  Καη απηόο ν ππνινγηζκόο πξέπεη 

λα βαζίδεηαη κόλν ζηηο δνζκέλεο ηηκέο ηνπ πίλαθα!  Γηα παξάδεηγκα, ζέινπκε λα πξνζεγγίζνπκε ηελ 

ηηκή ηεο f(4.8), κε κνλαδηθά δεδνκέλα ηα 7 ζεκεία (x, y) ηνπ πίλαθα.   Η πξάμε απηή ιέγεηαη 

παπεμβολή γηαηί πξνζπαζεί λα παξεκβάιεη λέεο ηηκέο αλάκεζα ζηηο ήδε ππάξρνπζεο. 

Τν πξόβιεκα ηεο παξεκβνιήο έρεη απαζρνιήζεη από παιηά ηνπο Μαζεκαηηθνύο, κηα θαη νη 

ηνκείο ζηνπο νπνίνπο κπνξεί λα εθαξκνζζεί είλαη πάξα πνιινί. Σηελ ζεκεξηλή επνρή ηεο ηεξάζηηαο 

ηερλνινγηθήο πξνόδνπ θαη ηεο αλάπηπμεο ηεο Πιεξνθνξηθήο κε βάζε ηηο κεζόδνπο πνπ πξνέθπςαλ 

από ηελ βαζηθή θαη απιή ηδέα ηεο παξεκβνιήο επηιύλνληαη πξνβιήκαηα πνιύπινθα, όπσο 

ππνινγηζκόο πνιύπινθσλ νινθιεξσκάησλ, νινθιεξώζεηο ζπζηεκάησλ Γηαθνξηθώλ Δμηζώζεσλ, 

δηόξζσζε θαη εκπινπηηζκόο δεδνκέλσλ θ.ι.π. 

Σηελ βάζε ησλ πεξηζζόηεξσλ κεζόδσλ παξεκβνιήο ππάξρεη ε αληηθαηάζηαζε ηεο άγλσζηεο 

ή πνιύπινθεο ζπλάξηεζεο  κε κία πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε. Πξόθεηηαη βέβαηα γηα ηελ πνιπσλπκηθή 

ζπλάξηεζε πνπ παίξλεη ηηο ίδηεο ηηκέο κε ηελ (x)f , ζε θάπνηα ή ζε όια ηα ζεκεία πνπ απηή είλαη 

γλσζηή θαη πνπ ηελ νλνκάζακε ήδε ζςμπηωηικό πολςώνςμο. 

 

 

1.3 Εκλογή ηος ζςμπηωηικού πολςωνύμος 

 

Παξ' όινλ όηη νη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο είλαη ζρεηηθά απιέο, ηα πξνβιήκαηα πνπ ζπλνδεύνπλ 

ηελ παξεκβνιή είλαη πνιιά θαη ζεκαληηθά. Έηζη πξέπεη: 

 

1. λα απνθαζίζνπκε γηα ηνλ βαζκό ηνπ πνιπσλύκνπ κε ην νπνίν ζα παξεκβάινπκε 

(άξα γηα ηνλ αξηζκό ησλ ζεκείσλ ζύκπησζεο πνιπσλύκνπ θαη ζπλάξηεζεο),  

2. λα εθηηκήζνπκε ην κέγηζην ζθάικα ζην ηειηθό απνηέιεζκα 

 

Υπνζέηνπκε ινηπόλ πσο ε ζπλάξηεζε f  δίλεηαη κε ηελ παξαθάησ γξαθηθή παξάζηαζε 

(Σρήκα 6.1) θαη δεηνύκε ηελ ηηκή ηεο ζε θάπνην 
kx  ηνπ δηαζηήκαηνο 

2 3(x , )x .  Πξνζπαζώληαο λα 

πξνζεγγίζνπκε ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f ζην ζεκείν 
kx  κε παξεκβνιή, έρνπκε ηελ δπλαηόηεηα λα 

επηιέμνπκε ηνλ βαζκό ηνπ πνιπώλπκνπ ζύκπησζεο, άξα θαη ηνλ αξηζκό ησλ ζεκείσλ ζύκπησζεο, 

θαζώο θαη ηα ζπγθεθξηκέλα ζεκεία ζύκπησζεο. 



3 

 

 
Σσήμα 6.1  Τα ζημεία (x0, x1, …, x5) ζηα οποία μαρ είναι γνωζηή η ηιμή ηηρ ζςνάπηηζηρ και ηο ζημείο xk ζηο 

οποίο θέλοςμε να βπούμε ηην ηιμή ηηρ. 

 

Αλ επηιέμνπκε λα παξεκβάινπκε κε πνιπώλπκν 1
νπ

 βαζκνύ (επζεία), είλαη ζαλ λα 

αληηθαζηζηνύκε, ζην δηάζηεκα (x2 , x3), ηε ζπλάξηεζε f κε ην επζύγξακκν ηκήκα πνπ ζπλδέεη ηα δύν 

ζεκεία. Από ην ηκήκα απηό ζα “δαλεηζζνύκε” ηελ ηηκή ηνπ f(xk).  Δάλ ζειήζνπκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη ηα 7 ζεκεία πνπ καο δίλνληαη, ζα ρξεηαζηνύκε ην ζπκπησηηθό ηνπο 

πνιπώλπκν, ην νπνίν ζα είλαη 6
νπ

 βαζκνύ. Όκσο νη πξάμεηο πνπ απαηηνύληαη γηα ηνλ θαζνξηζκό ησλ 7 

παξακέηξσλ ηνπ πνιπσλύκνπ απηνύ είλαη αζύγθξηηα πεξηζζόηεξεο ζε ζύγθξηζε κ’ απηέο ηνπ 

πξσηνβαζκίνπ, ελώ ε αθξίβεηα ηνπ ηειηθνύ απνηειέζκαηνο κπνξεί λα κελ είλαη αληίζηνηρα 

ζεκαληηθόηεξε. Φξεηαδόκαζηε ινηπόλ θάπνηα έλδεημε πνπ λα καο βνεζάεη ζηελ εθινγή ηνπ βαζκνύ 

ηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ, πνπ απνηειεί ηε ρξπζή ηνκή αλάκεζα ζηελ αθξίβεηα ηνπ 

ππνινγηζκνύ θαη ζηελ πνζόηεηα ησλ πξάμεσλ πνπ πξέπεη λα γίλνπλ. 

 

 

1.2.3 Παπάδειγμα 

 

Σην παξαθάησ πίλαθα δίλνληαη ηέζζεξηο ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο ( )y f x  θαη πξέπεη λα 

ππνινγίζνπκε, κε πνιπσλπκηθή παξεκβνιή, θάπνηεο ελδηάκεζεο ηηκέο. 

 
x 0 1 4 9 

y=f (x) 0 1 2 3 

 

Θα δνζνύλ δύν ιύζεηο.  Σηελ πξώηε ζα δηαιέμνπκε πξσηνβάζκηα πνιπώλπκα (επζείεο), ελώ 

ζηε δεύηεξε ζα ππνινγίζνπκε ην ηξηηνβάζκην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν, πνπ νξίδεηαη από ηα ηέζζεξα 

ζεκεία ηνπ πίλαθα. 

 

i) Ππωηοβάθμια πολςώνςμα. 
 

 (α)  Γηα ην δηάζηεκα [0,1] ηα ζεκεία (0,0) θαη (1,1) νξίδνπλ ην ζύζηεκα: 

 

0 0 1

1 1 0

a b a

a b b

  


  
 

 

Άξα ε επζεία είλαη ε y x  



4 

 

(β)  Γηα ην δηάζηεκα [1,4] ηα ζεκεία (1,1) θαη (4,2) νξίδνπλ ην ζύζηεκα: 

 

1
1 1 3

4 2 2
3

aa b

a b b

  


   
 

 

Άξα ε επζεία είλαη ε 
1 2

3 3
y x   

 

(γ)  Γηα ην δηάζηεκα [4,9] ηα ζεκεία (4,2) θαη (9,3) νξίδνπλ ην ζύζηεκα: 

 

1
4 2 5

69 3
5

aa b

a b b

  


   
 

Άξα ε επζεία είλαη ε 
1 6

5 5
y x   

 

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε ηνπ πνιπσλύκνπ παξεκβνιήο πνπ δίλεη ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ 

πίλαθα ζηελ ηπραία ηηκή xk ηεο κεηαβιεηήο, είλαη ε ζπλάξηεζε 

 

0 1

1 2
( ) 1 4

3 3

1 6
4 9

5 5

k

k k k

k

x x

y p x x x

x x


 




    



  


 

 

 

ii) Τπιηοβάθμιο πολςώνςμο. 
 

Αθνινπζώληαο ηε κέζνδν ηεο παξαγξάθνπ 5.3, νξίδνπκε ην πνιπώλπκν: 

 

0 1 0 1 2302 1 0) (( ) ( )( ) ( )( )( )a a x x x x a x x x x x xp x a x x          

 

πηνζεηώληαο ηα εμήο x: 
0 1x  , 

1 1x   θαη 
2 4x  . Έηζη ην πξνεγνύκελν πνιπώλπκν παίξλεη ηε κνξθή: 

 

0 1 2 3( 1) ( 1 )) ) 4( (a a x x a xp x a x x x       

 

νπόηε αληηθαζηζηώληαο ηα 4 ζεκεία ηνπ πίλαθα, ππνινγίδνπκε ηηο ηηκέο ησλ αγλώζησλ παξακέηξσλ: 

 

0 0

1 1

33

22

(0) 0 0

(1) 1 1

1(4) 2 4 12
6

8 1(9) 3 9

  

9 9 8 5
6 20

p a a

p a a

p a a

p a a

   

   

      

         

 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ a0, a1, a2 θαη a3 ζηε ζρέζε ηνπ πνιπσλύκνπ θαη 

θάλνληαο ηηο πξάμεηο, βξίζθνπκε: 
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 3 21
( )

60
15 74p x x x x   

 

Αο ππνινγίζνπκε ζηε ζπλέρεηα ηελ ηηκή f(2) κε ηα δύν είδε παξεκβνιήο: 

 

Με ηην ππωηοβάθμια (γπαμμική παπεμβολή). 

 

2

1 2 2 2 4
(2) 1.3333333

3 3 3 3 3x

f x


 
      
 

 

 

Με ηην ηπιηοβάθμια (πλήπη παπεμβολή). 

 

 3 2

2

1 8 15 4 74 2 96
(2) 1.6

60 60 6
74

0
15

x

f x x x


    
    


 


 

 

 

Παπαηήπηζη:  

 

Δίλαη θαηαλνεηό πσο ηα όζα εηπώζεθαλ ζηελ παξάγξαθν απηή αθήλνπλ αξθεηά ζεκεία 

αδηεπθξίληζηα.   Όκσο ζα επαλέιζνπκε ζε επόκελε παξάγξαθν. 

 

 

 

1.4 Οι πεπεπαζμένερ διαθοπέρ 

 

Υπνζέηνπκε πσο γλσξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε ( )f x  κε ηε βνήζεηα ελόο πίλαθα ηηκώλ, ζηνλ νπνίν νη 

ηηκέο ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο ηζαπέρνπλ (ηζρύεη δειαδή 
1 σταθ.i ix hx   ). 

 
x x0 x1 x2 x3 x4 … … xv-1 xv 

y y0 y1 y2 y3 y4 … … yv-1 yv 

 

Έλαο ηέηνηνο πίλαθαο θαιείηαη πίνακαρ ιζαπεσόνηων οπιζμάηων. 

 Πξνζπαζώληαο λα θαηαλνήζνπκε ηε θύζε, ηε ζπκπεξηθνξά θαη ηηο ηδηόηεηεο απηήο ηεο 

ζπλάξηεζεο, νξίδνπκε ηηο δηαθνξέο ησλ ηηκώλ ηεο. Αθαηξνύκε ινηπόλ από θάζε επόκελε ηηκή ηελ 

ακέζσο πξνεγνύκελε θαη ηελ γξάθνπκε από θάησ ηνπο θαη αλάκεζά ηνπο. Τηο δηαθνξέο απηέο ηηο 

νλνκάδνπκε διαθοπέρ ππώηηρ ηάξηρ. Σηε ζπλέρεηα, κε όκνην ηξόπν, νξίδνπκε ηηο δηαθνξέο ησλ 

δηαθνξώλ (ηηο νπνίεο νλνκάδνπκε δηαθνξέο δεύηεξεο ηάμεο). Οκνίσο, πξνρσξώληαο ζε δηαθνξέο 

κεγαιύηεξεο ηάμεο. 

 
Πίνακαρ πεπεπαζμένων διαθοπών ηηρ ζςνάπηηζηρ y=f(x) 

x x0  x1  x2  x3  x4 

y y0  y1  y2  y3  y4 

Δy  Γy0  Γy1  Γy1  Γy3  

Δ2y   Γ
2
y0  Γ

2
y1  Γ

2
y1   

Δ3y    Γ
3
y0  Γ

3
y1    

Δ4y     Γ
4
y0     

 

όπνπ έρνπκε ηηο ζρέζεηο 
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1i i iyy y     

   1 2 1 1

2

2 12i i i i i i i i i iy yy y y y y yy y               

   2

1 3 2 1 2 1 3

2

2 1

3 2 2 3 3i i i i i i i i i i i i iy y y y yy yy yyyy y                    

   2

1 4 3 2 1 3 2

4

1

2

1

4 3 2

3 3 3 3

4 6 4

i i i i i i i i i i i

i i i i i

y y y y y

y

y y y y y y

y y y y

       

   

          





   


 

θ.ν.θ. 

 

Σημείωζη: 

Σην ζεκείν απηό απιώο παξαηεξήζηε όηη νη ζπληειεζηέο ησλ 
iy , 

1iy 
, 

2iy 
 θ.ι.π. ζηα n

iy  είλαη νη 

ίδηνη κε ηνπο ζπληειεζηέο ησλ a θαη b ζην αλάπηπγκα ηνπ  
n

a b . 

 

 

Παπάδειγμα:   

 

Σηνλ επόκελν πίλαθα δίλνληαη νη ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο ( )f x , γηα 9 ηηκέο ηνπ νξίζκαηνο x.  Από 

θάησ έρνπκε ππνινγίζεη ηνλ πίλαθα ησλ πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ. 

 
x -3  -2  -1  0  1  2  3  4  5 

y 86  13  -2  -1  -2  1  38  163  454 

Δy  -73  -15  1  -1  3  37  125  291  

Δ2y   58  16  -2  4  34  88  166   

Δ3y    -42  -18  6  30  54  78    

Δ4y     24  24  24  24  24     

Δ5y      0  0  0  0      

 

 
 

1.2.3 Ιδιόηηηερ ηων πεπεπαζμένων διαθοπών. 

 

Οη πεπεξαζκέλεο δηαθνξέο έρνπλ θάπνηεο ζεκαληηθέο νκνηόηεηεο κε ηηο παξαγώγνπο. Αλαθέξνπκε 

ζηε ζπλέρεηα θάπνηεο ηδηόηεηεο,, ηηο νπνίεο αλαιύνπκε  ρσξίο όκσο λα ηηο απνδεηθλύνπκε: 

 

1. Όηαλ νη δηαθνξέο πξώηεο ηάμεο (Γyi) είλαη κεγαιύηεξεο ηνπ κεδελόο, ηόηε νη ηηκέο 

ηεο ζπλάξηεζεο  yi  είλαη αύμνπζεο (λα ζπκεζνύκε πσο αθξηβώο ην ίδην ζπκβαίλεη 

θαη κε ηελ πξώηε παξάγσγν). Όκνηα, εάλ νη δεύηεξεο ηάμεο δηαθνξέο είλαη ζεηηθέο 

(αξλεηηθέο), ηόηε νη ηηκέο yk δεκηνπξγνύλ έλα γξάθεκα πνπ ζηξέθεη ηα θνίια άλσ 

(θάησ). Άιισζηε δελ ζα πξέπεη λα μερλνύκε πσο ην θιάζκα Γyi /h, είλαη κηα πξώηε 

πξνζέγγηζε ηεο ηηκήο ηεο παξαγώγνπ ηεο f ζην ζεκείν xi. 

2. Δάλ νη ηηκέο yi  δίλνληαη από κία πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε λ-νζηνύ βαζκνύ, ηόηε νη 

δηαθνξέο πξώηεο ηάμεο δίλνληαη από θάπνηα πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε λ-1 βαζκνύ, νη 

δηαθνξέο δεύηεξεο ηάμεο δίλνληαη από θάπνηα πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε λ-2 βαζκνύ, 

θ.ν.θ.. (Η ηδηόηεηα απηή ηζρύεη γηα ηηο παξαγώγνπο:  
4 3 24 12 24y x y x y x y x          ...) 

3. Πόξηζκα ηεο πξνεγνύκελεο είλαη όηη: Δάλ νη ηηκέο yi δίλνληαη από κία πνιπσλπκηθή 

ζπλάξηεζε λ-νζηνύ βαζκνύ, ηόηε νη δηαθνξέο λ-νζηήο ηάμεο δίλνληαη από θάπνηα 

πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε κεδεληθνύ βαζκνύ, δειαδή είλαη ζηαζεξέο.   Μάιηζηα, ε 

ηηκή ησλ ζηαζεξώλ δηαθνξώλ λ-ηάμεο, δηεξεκέλε κε ην βήκα h ηνπ πίλαθα πςσκέλν 

εηο ηελ λ,  v v

iy h , είλαη αθξηβώο ίζε κε ηελ ηηκή ηεο παξαγώγνπ λ-νζηήο ηάμεο, ε 

νπνία είλαη επίζεο ζηαζεξή. 
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4. Δάλ νη ηηκέο yi  δίλνληαη από κία κε πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε λ-νζηνύ βαζκνύ, ηόηε 

δελ θαηαιήγνπκε πνηέ ζε ζηαζεξέο δηαθνξέο (αληίζηνηρα κία κε πνιπσλπκηθή 

ζπλάξηεζε έρεη άπεηξεο, κε κεδεληθέο, παξαγώγνπο).  

 

Σηε παξαθάησ γξαθηθή παξάζηαζε (Σρήκα 6.2) έρνπκε: 

 δηαθνξέο ζεηηθέο  θαη  

 αύμνπζεο δηαθνξέο. 

 

Παξαηεξνύκε ινηπόλ πσο ε ζπλάξηεζε f είλαη: 

 αύμνπζα  θαη 

 ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ. 

 

 
Σσήμα 6.3  Σσημαηική παπάζηαζη ηων πεπεπαζμένων διαθοπών όηαν είναι θεηικέρ και αύξοςζερ. 

 

 

 

Παπαηήπηζη:  
 

Δπεηδή ν πίλαθαο κηαο ζπλάξηεζεο έρεη πεπεξαζκέλνπ πιήζνπο ζεκεία (έζησ λ), ν πίλαθαο δηαθνξώλ 

κπνξεί λα θζάζεη κέρξη ηηο δηαθνξέο λ-1 ηάμεο. Δάλ ινηπόλ νη αξρηθέο ηηκέο yi  δίλνληαη από 

πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε βαζκνύ κεγαιύηεξνπ ηνπ λ, ηόηε δελ ζα ζπλαληήζνπκε πνπζελά ηηο 

ζηαζεξέο δηαθνξέο.   Δπνκέλσο δελ ζα κπνξνύκε λα απνθαλζνύκε γηα ην εάλ νη ηηκέο yi  πξνέξρνληαη 

από πνιπσλπκηθή ή κή πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε.  

 

 

 

Παπάδειγμα. 

 

Γίλεηαη ν πίλαθαο ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο: 

 
x -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

y 157 44 13 10 5 -8 -11 38 205 

 

Να γίλεη ν πίλαθαο πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ θαη λα απαληεζνύλ ηα παξαθάησ: 

1. Δίλαη πνιπσλπκηθή; Δάλ είλαη πνιπσλπκηθή, ηόηε πνηνο είλαη ν βαζκόο ηεο θαη πνηνο 

είλαη ν ζπληειεζηήο ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ ηεο; 

2. Να ππνινγηζζεί ην ελ ιόγσ πνιπώλπκν. 
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Λύζη: 
 

Κάλνπκε ηνλ πίλαθα δηαθνξώλ. 

 
x -3  -2  -1  0  1  2  3  4 

y 157  44  13  10  5  -8  -11  38 

Δy  -113  -31  -3  -5  -13  -3  49  

Δ2y   82  28  -2  -8  10  52   

Δ3y    -54  -30  -6  18  42    

Δ4y     24  24  24  24     

 

1. Παξαηεξνύκε όηη νη ηέηαξηεο ηάμεο δηαθνξέο είλαη ζηαζεξέο, άξα νη ηηκέο yi  πξνέξρνληαη από κία 

πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε 4νπ βαζκνύ 

Η ηέηαξηε παξάγσγνο ηεο πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο ηνπ πίλαθα είλαη ζηαζεξή θαη ε ηηκή 

ηεο δίλεηαη από ηε ζρέζε  Γ
4
yi/h

4
 θαη είλαη ίζε κε ην 24.  Υπνινγίδνληάο ηελ ζεσξεηηθά θαη νξίδνληαο 

ηνλ ηεηαξηνβάζκην όξν ζαλ: 4

4a x , θαη ελζπκνύκελνη πσο νη όξνη κηθξόηεξεο ηάμεο ζα ραζνύλ θαηά 

ηελ παξαγώγηζε, έρνπκε: 

 
4 3 2

4 3 2 1 0

3 2

4 3 2 1

2

4 3 2

4 3

4

4 3

12 6

24 6

24

2

2

y a x a x

y a x a x

y a x a x

y a x

a x a x a

a x a

a

a

y a

  

   

   

   

  

 



 

 

 

Δμηζώλνληαο ηε ζηαζεξή 4ε παξάγσγν κε ηε ζηαζεξή 4ε δηαθνξά Γ
4
yi/h

4
 έρνπκε: 

 

4 424 24 1a a    

 

2. Γηα λα νξίζνπκε έλα πνιπώλπκν 4νπ βαζκνύ ρξεηαδόκαζηε 5 ζεκεία.  Γηαιέγνπκε ινηπόλ 5 

(νπνηαδήπνηε) από ηα ζεκεία ηνπ πίλαθα (ηα νπνία νλνκάδνπκε x0, x1, x2, x3 θαη x4), κ’ όπνηα ζεηξά 

ζέινπκε. Δπηιέγνπκε ζπλήζσο ζεκεία ηα νπνία έρνπλ x (θαη’ απόιπηε ηηκή) κηθξό έηζη ώζηε λα 

γίλνπλ επθνιόηεξεο νη πξάμεηο. 

Όπσο θάλακε ζε αλάινγν πξόβιεκα ηνπ πξνεγνπκέλνπ θεθαιαίνπ, νξίδνπκε ην ζπκπησηηθό 

πνιπώλπκν κε ηε βνήζεηα ησλ ηεζζάξσλ, εθ ησλ πέληε,  ηηκώλ (ησλ x0, x1, x2 θαη x3). 

 

0 1 0 1 2

4 0 1 2

0 1 0 2 3

3

) ( )( ) ( )( )( )( )

( )( )( )(

(

)

a a x x x x a x x x x x xp x a x

a x x x x

x

x x x x

        

   






 

 

Δπηιέγνληαο σο ζεκεία ηα 
0 0x  , 

1 1x  , 
2 1x   , 

3 2x   θαη 
4 3x  , έρνπκε 

 

0 3 41 2 ( 1) ( 1)( 1) ( 1)(( ) 2) 1 ( )a a x x a x x x a x xx xp xa x           

 

Τνπνζεηνύκε ηηο 5 ηηκέο ( , )i ix y ζην παξαπάλσ ζπκπησηηθό πνιπώλπκν θαη ππνινγίδνπκε ηηο ηηκέο 

ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ: 
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0 0

1 1

2

3

4

2

3

4

(0) 10 10

(1) 5 10 5

( 1) 13 10 5 2 1

(2) 8 10 10 2 6 1

(3) 11 10 15 6 2

 

4 24 1

 

p a a

p a a

p a a

p a a

p a a

   

     

       

        

        

 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο ηηκέο απηέο ζην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν θαη θάλνληαο ηηο πξάμεηο έρνπκε 

 

2 2

2 3 3

2 3 4 3 2

4 3 2

10 5 ( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)( 2)

10 5 ( 1) ( 1) ( 1)( 2)

10 5 ( ) ( ) ( )( 2)

1

( )

0 5 2 2

3 2 10

x x x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x x x

x

p x x

x

x

x x x

          

         

         

          

   



 

 
 

 

 

1.5 To ζςμπηωηικό πολςώνςμο ηος Newton 

 

Ο πξνεγνύκελνο πξνζδηνξηζκόο ηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ είλαη επίπνλνο θαη αξθεηά δύζθνινο 

ζην λα πξνγξακκαηηζζεί.  Γηα ην ιόγν απηό πην βνιηθόο είλαη ν πξνζδηνξηζκόο ηνπ κε ηε βνήζεηα ησλ 

πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ.    

Αο ππνζέζνπκε πσο ην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν γξάθεηαη ππό ηε κνξθή: 

 

( )k ky p x  

 

όπνπ κε ην xk ζπκβνιίδνπκε ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηνπ, αιιά θαη ηεο ζπλάξηεζεο. Καηά ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ εκθαλίδεηαη ε παξάζηαζε ( ) /kx x h , νπόηε εθηεινύκε 

ηελ αιιαγή κεηαβιεηήο: 

 

0kx x
k

h


  

 

Όπνπ h είλαη ην ζηαζεξό βήκα ηνπ πίλαθα ηηκώλ. Λύλνληαο ηε ζρέζε απηή σο πξνο  xk  έρνπκε:  

 

0kx x kh   

 

Γηα αθέξαηεο ηηκέο ηνπ k ην xk ζπκπίπηεη κε ηα ζεκεία x ηνπ πίλαθα πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ (π.ρ.  

3 0 3x x h  ). Έηζη, εθόζνλ ην πνιπώλπκν )( kp x  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ xk θαη ην xk είλαη ζπλάξηεζε 

ηνπ k , ζπκπεξαίλνπκε όηη ην πνιπώλπκν p είλαη ζπλάξηεζε ηνπ k, δειαδή )(p k . Δπνκέλσο, γίλεηαη 

θαλεξό ην γηαηί αληηθαζηζηνύκε ηελ θαλνληθή κεηαβιεηή xk κε ην δείθηε ηεο k.  
Ο βαζκόο ηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ ηνπ Newton κπνξεί λα επηιεγεί από ην ρξήζηε. Τν 

ζθεπηηθό ζύκθσλα κε ην νπνίν επηιέγεηαη ζα παξνπζηαζηεί ζηελ επόκελε άζθεζε.   Η ηειηθή κνξθή 

ηνπ πνιπσλύκνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 

   
    2 3

0 0 0 0

1 1 2
...

2! 3!
k k

k k k k k
y p x p k y k y y y
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Τν πνιπώλπκν απηό ηνπ Newton  είλαη όλησο ην ζπκπησηηθό, κηα θαη παίξλεη ηηο ίδηεο ηηκέο 

κε ηε ζπλάξηεζε ηνπ πίλαθα:  ( ) ( ) ( )k k kf x p xy p k   .   Πξάγκαηη: 

 

0(0)p y  

0 0 0 1 0 1(1) )(p y yy y y y     

 

2

0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 1

1

2

2

1 0

0 1 0 1 1 0 2

( 2 2( ) (

2( )

2

( )

2 2

) )

) (

y y y

y y y y y y

y y y

p y y y y y

y y

y

y yy

     

  

     

  

    



 





 

θ.ι.π. 

 

 

1.2.3 Έναρ άλλορ ηπόπορ ςπολογιζμού ηος ζςμπηωηικού πολςωνύμος ηος 

Newton 

 

Αξρηθά λα νξίζνπκε ηελ έλλνηα ησλ Σπλδπαζκώλ θαη ηνλ ηύπν πνπ ππνινγίδεη ην πιήζνο ηνπο: 

Ολνκάδνπκε «ζςνδςαζμούρ ηων ν ζηοισείων ανά μ» ην πιήζνο όισλ ησλ δηαθνξεηηθώλ νκάδσλ 

από κ ζηνηρεία, πνπ δεκηνπξγνύληαη από λ ζηνηρεία. Γηα θάζε νκάδα δελ ελδηαθεξόκαζηε γηα ηε 

ζεηξά κε ηελ νπνία επηιέγνληαη ηα ζηνηρεία ηεο κ-άδαο, δειαδή ε νκάδα κε ζηνηρεία π.ρ. ηα (1,3,4) 

είλαη ε ίδηα κε ηελ (3,1,4) . 

Τν πιήζνο ησλ ζπλδπαζκώλ ησλ λ ζηνηρείσλ αλά κ δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

 

 
!

! !

 

   

 
 

 
      

 

όπνπ, θπζηθά   . Θπκίδνπκε όηη εμ’ νξηζκνύ ηζρύεη 0!=1.  Έηζη ηζρύεη  θαη ε πξνθαλήο ηζόηεηα: 

 

1
0

 



   
    

   
 

 

Ο ηύπνο ησλ ζπλδπαζκώλ δίλεη ηελ πνιύ ελδηαθέξνπζα ζρέζε ηνπ δησλύκνπ ηνπ Newton: 

 

  1 2 2 3 3

1

...
0 1 2 3

1

    

 

   
        

 
 

 

  



       
            

       

   
    

   

 

 

όπνπ, κε ηε βνήζεηα ησλ ζπλδπαζκώλ δίλνληαη νη δησλπκηθνί ζπληειεζηέο. Π.ρ. 

 

 
4 4 3 2 2 3 4

4 4 4 4 4

0 1 2 3 4
        

         
              

         
 

 

Γειαδή: 
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4 4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

4! 4! 4! 4! 4!

0! 4! 1! 3! 2! 2! 3! 1! 4! 0!

4 6 4

        

      

      
    

    

 

 

 

Βέβαηα απηνί δίλνληαη θαη από ην γλσζηό ηξίγσλν ηνπ Pascal: 

 
     1      (α+β)

0
=1 

    1  1     (α+β)
1
=α+β 

   1  2  1    (α+β)
2
=α

2
+2αβ+β

2
 

  1  3  3  1   (α+β)
3
=α

3
+3α

2
β+3αβ

2
+β

3 

 1  4  6  4  1  (α+β)
4
=α

4
+4α

3
β+6α

2
β

2
+4αβ

3
+β

4
 

1  5  10  10  5  1 (α+β)
5
=α

5
+5α

4
β+10α

3
β

2
+10α

2
β

3
+5αβ

4
+β

5
 

 

 

Σην ηξίγσλν απηό, από ηελ ηξίηε ζεηξά θαη θάησ, μεθηλνύκε κε κνλάδα, ζπλερίδνπκε κε ην 

άζξνηζκα ησλ δύν ζπληειεζηώλ πνπ βξίζθνληαη από πάλσ θαη ηειεηώλνπκε κε κνλάδα. 

 

Τα παξαπάλσ ζρεηίδνληαη κε ην πώο κπνξεί λα γξαθεί ην yk, ζπλαξηήζεη ησλ δηαθνξώλ Γ
j 
yk . 

 

1 0 0yy y   

2 1 1 0 0 0 0 0 0

2 2

0( y y y ) 2 y( y)y y y yy              

3 2 0 0 0

2 3

02y 3 y 3 y yy yy           

3 0 0

2 3 4

4 3 0 0 0y 4 y 6 y 4 y yyy y            

θ.ν.θ. 

 

Παξαηεξνύκε πσο εκθαλίδνληαη νη δησλπκηθνί ζπληειεζηέο, νη ζπληειεζηέο δειαδή ηνπ 

αλαπηύγκαηνο  ( )k  .  Έηζη ινηπόλ γξάθνπκε: 

 

    

2 3

1 1 0 0 0 0

1

0 0

2 3 1

0 0 0 0 0 0

... ...
0 1 2 3

1

1 1 2
...

2! 3!

k k k

k k

k k

k

k k k k
y y y y y y y

k k
y y

k k

k k k k k
y y k y y y k y y

 





       
                   

       

   
       

   

  
           

 

 

Δάλ ζηνλ παξαπάλσ ηύπν ζέζνπκε ζηνλ δείθηε  k κηα ελδηάκεζε ηηκή, δειαδή κηα κε 

αθέξαηα ηηκή (άξα ν k πάςεη λα αληηζηνηρεί ζε θάπνην από ηα x ηνπ πίλαθα), ηόηε ν πξνεγνύκελνο 

ηύπνο γίλεηαη ην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν ηνπ Newton. 

 

 

 

1.2.3 Παπεμβολή με ηο ζςμπηωηικό πολςώνςμο ηος Newton. 

 

Με ηε ρξήζε ηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ ηνπ Newton, ε πιήξεο παξεκβνιή γίλεηαη απινύζηεξε. 

Αο ππνζέζνπκε ινηπόλ πσο έρνπκε έλα πίλαθα ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f θαη δεηνύκε ηελ ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο ζε θάπνην ελδηάκεζν ζεκείν ηνπ πίλαθα xk. Δξγαδόκαζηε ινηπόλ σο εμήο: 
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 Δπηιέγνπκε ην βαζκό ηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα 

παξεκβνιή. Ο βαζκόο ηνπ πνιπσλύκνπ καο επηβάιιεη θαη ην πιήζνο ησλ ζεκείσλ 

ζύκπησζεο (ηα νπνία, ζπλήζσο, είλαη πνιύ ιηγόηεξα από ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ ηνπ 

πίλαθα). 

 Δπηιέγνπκε ηα ζεκεία ζύκπησζεο από ηνλ πίλαθα έηζη ώζηε:  (α) λα είλαη δηαδνρηθά  

θαη  (β) ην ζεκείν παξεκβνιήο (xk) λα βξίζθεηαη όζν πην θεληξηθόηεξα γίλεηαη 

αλάκεζα ζηα ζεκεία απηά. 

 Ολνκάδνπκε ην πξώην από ηα επηιεγκέλα ζεκεία x0 (ην νπνίν πξνθαλώο δελ είλαη 

αλαγθαίν λα ηαπηίδεηαη κε ην πξώην ζεκείν ηνπ πίλαθα), θαη νξίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ 

δείθηε k  ηνπ ζεκείνπ παξεκβνιήο από ηε ζρέζε:  

 

0( )kx
k

h

x
  

 

 Υπνινγίδσ ηελ ηηκή yk, από ηνλ ηύπν ηνπ Newton. 

 

 

1.6 Γπαμμική παπεμβολή 

 

Η γξακκηθή παξεκβνιή είλαη κία κεξηθή πεξίπησζε ηεο πιήξνπο παξεκβνιήο. Φξεζηκνπνηεί ηνπο 

δύν πξώηνπο όξνπο ηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ ηνπ Newton.  

 

      0 0k ky p x p k y k y      

 

όπνπ θαη πάιη: 

 

0( )kx
k

h

x
  

 

Ο ηύπνο ηεο γξακκηθήο παξεκβνιήο πξνθύπηεη πνιύ εύθνια θαη κε απιέο πξάμεηο (απιή 

κέζνδνο ησλ ηξηώλ).  Έζησ πσο γλσξίδνπκε ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο ζηα ζεκεία : 

 

Σ0 (x0, y0)  θαη  Σ1 (x1, y1) 

 

θαη δεηνύκε ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο yk ζην ζεκείν xk.  

Δλώλνπκε (Σρήκα 6.3) ηα δύν γλσζηά ζεκεία κε έλα επζύγξακκν ηκήκα (ην Σ0Σ1) θαη 

ππνινγίδνπκε, κε ηε βνήζεηά ηνπ, ην yk ηνπ ζεκείνπ ηεο επζείαο Σk (xk, yk). Δπνκέλσο ζηε γξακκηθή 

παξεκβνιή αληηθαζηζηνύκε ηε ζπλάξηεζε κε κία επζεία (έλα πξσηνβάζκην πνιπώλπκν). 

Έρνπκε ινηπόλ: 

 

Γηα 
1 0x xx     έρνπκε 

0 1 0yy y y        

Γηα 
0kx xx    έρνπκε  

0 ?kky y y y      

 

0 0
0 0 0

1 0

k k
k

x x

x

x x
y y y y k

x h
      







 

 

νπόηε: 

 

0 0k y yy k      
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Σσήμα 6.3  Η μέθοδορ ηηρ γπαμμικήρ παπεμβολήρ. 

 

 

 

Η ζπλάξηεζε f  νξίδεηαη κε ηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

 

x 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7 

y 0  0.09950  0.19601  0.28660  0.36842  0.43879  0.4952  0.53539 

Δy  9950  9651  9059  8182  7037  5641  4019  

Δ2y   -299  -592  -877  -1145  -1396  -1622   

Δ3y    -293  -285  -268  -251  -226    

Δ4y     8  17  17  25     

 

όπνπ νη δηαθνξέο έρνπλ γξαθεί ζαλ αθέξαηεο γηα επθνιία (έρνπλ πνιιαπιαζηαζηεί κε ην 10
5
).  

Δπνκέλσο, ε δηαθνξά  294   είλαη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα  294×10
5

= 0,00294. 

 

1. Τη βαζκνύ είλαη ην πνιπώλπκν κε ην νπνίν ζα παξεκβάιεηε αλάκεζα ζηηο ηηκέο ηνπ πίλαθα; 

2. Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή (0.43)f  ρξεζηκνπνηώληαο ηελ πιήξε παξεκβνιή. 

3. Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή (0.43)f  ρξεζηκνπνηώληαο ηε γξακκηθή παξεκβνιή. 

4. Δάλ ε ζπλάξηεζε ηνπ πίλαθα είλαη ε ( ) cos( )f x x x , λα ππνινγίζεηε ην ζρεηηθό ζθάικα ησλ 

δύν πξνζεγγηζηηθώλ ππνινγηζκώλ ηνπ (0.43)f . 

 

Λύζη: 
 

1)  Σην εξώηεκα απηό ππάξρνπλ δύν απαληήζεηο:    

Δάλ γξάςνπκε ηηο δηαθνξέο ηξίηεο ηάμεο κε ηξία δεθαδηθά ςεθία δηαπηζηώλνπκε πσο είλαη 

ζρεδόλ ίζεο (θπκαίλνληαη από −0,003 έσο ην −0,002).  Δάλ ηηο ζεσξήζνπκε ινηπόλ  ζηαζεξέο, είλαη 

ζαλ λα δερόκαζηε πσο ε ελ ιόγσ ζπλάξηεζε πξνζεγγίδεηαη από έλα ηξηηνβάζκην πνιπώλπκν (κηα θαη 

ην ηξηηνβάζκην πνιπώλπκν παξνπζηάδεη ζηαζεξέο ηηο δηαθνξέο ηξίηεο ηάμεο).    

Μπνξνύκε όκσο λα ζεσξήζνπκε ζαλ ζηαζεξέο ηηο δηαθνξέο 4εο ηάμεο, ησλ νπνίσλ νη ηηκέο 

(κε 4 δεθαδηθά) θπκαίλνληαη από ην 0,0001 έσο ην 0,0003, νπόηε ζα πηνζεηήζνπκε ηεηαξηνβάζκην 

πνιπώλπκν γηα λα παξεκβάινπκε ζην εζσηεξηθό ηνπ πίλαθα. 

 

2) Δπηιέγνπκε λα παξεκβάινπκε κε ηε βνήζεηα ηνπ ηξηηνβάζκηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ, νπόηε 

ζα ρξεηαζζνύκε 4 ζεκεία, ην νπνία ζα είλαη δηαδνρηθά θαη ζα έρνπλ ζην θέληξν ηνπο ην ζεκείν 

παξεκβνιήο (0.43).  Πξνθαλώο, ζα επηιέμνπκε δύν ζεκεία αξηζηεξά θαη δύν δεμηά ηνπ ζεκείνπ 

παξεκβνιήο. 
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0 0.3x  , 
1 0.4x  , 

2 0.5x   θαη 
3 0.6x   

νπόηε 

0 0.30.43 0.13
1.3

0.1 0.1

kx
k

h

x
  





 

 

θαη 

 

 
    

 
 

 

2 3

0 0 0 0

1 1 2
1.3

2! 3!

1.3 0.3 0.71.3 0.3
0.2866 1.3 0.08182 0.01146 0.0025

2! 3!

0.390845

k

k k k k k
y p k y k y y y

  
         

  
       



 

 

3) Γηα ηε γξακκηθή παξεκβνιή έρνπκε: 

 

0 0.4x   θαη 
1 0.5x    

 

νπόηε 

 

0 0.40.43 0.03
0.3

0.1 0.1

kx
k

h

x
  





 

 

Άξα: 

 

  0 01.3

0.36842 0.3 0.07037

0.389531

ky p k y k y     

   



 

 

 

4) Η αθξηβήο ηηκή δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 

 
0.43

(0.43) cos 0.390855k x
f x xy


     

 

νπόηε ην ζρεηηθό ζθάικα ησλ πξνεγνπκέλσλ ππνινγηζκώλ γηα ηελ πιήξε παξεκβνιή: 

 

 
0.390855 0.390845

0.0000263 0.00263%
0.390855




    

  

θαη γηα ηε γξακκηθή: 

 

 
0.390855 0.389531

0.0033881 0.33881%
0.390855




    

 

Δίλαη θαλεξό πσο ε γξακκηθή παξεκβνιή είλαη πξάμε ιηγόηεξν αθξηβήο απ’ όηη ε πιήξεο 

παξεκβνιή.  Ήηαλ θάηη πνπ ην πεξηκέλακε, κηα θαη δελ είλαη δπλαηό έλα επζύγξακκν ηκήκα λα 

αθνινπζεί ηελ θακπύιε κηαο ζπλάξηεζεο κε ηελ ίδηα αθξίβεηα πνπ ηελ αθνινπζεί ε θακπύιε ελόο 

ηξηηνβάζκηνπ πνιπσλύκνπ. 
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1.7 Η παπεμβολή ζηο Excel. 

 

Οη ππνινγηζκνί πνπ απαηηνύληαη γηα ηελ παξεκβνιή, πξνγξακκαηίδνληαη ηδηαίηεξα εύθνια κε ην 

Excel. Αο ππνζέζνπκε ινηπόλ πσο έρνπκε ηνλ πίλαθα ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο f, ζην εζσηεξηθό ηνπ 

νπνίνπ ζέινπκε λα παξεκβάινπκε, ζε θάπνην ζεκείν xk. Σην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί 

παξνπζηάδεηαη έλα θύιιν ηνπ Excel, όπνπ: 

 

 Υπάξρνπλ 6 ηηκέο από ηνλ πίλαθα ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f (πξνθαλώο πεξηέρνληαη 

ζεκεία γύξσ από ην ζεκείν παξεκβνιήο)  

 Υπνινγίδεηαη ν πίλαθαο δηαθνξώλ ηεο ζπλάξηεζεο f, ν νπνίνο θζάλεη κέρξη θαη ηε 

δηαθνξά πέκπηεο ηάμεο. 

 Γίλεηαη ην ζεκείν παξεκβνιήο  xk (ζην παξάδεηγκα ην 0.485). 

 Υπνινγίδεηαη ν δείθηεο k ηνπ ζεκείνπ παξεκβνιήο (k=2.425). 

 Υπνινγίδεηαη ε ηηκή )( kf x , κε ηε βνήζεηα ηνπ πνιπσλύκνπ ηνπ Newton, πέκπηνπ 

βαζκνύ (αθνύ έρνπκε 6 ζεκεία). 

 

Έρνληαο ην παξαθάησ θύιιν ζε θάπνην αξρείν ηνπ Excel, κπνξνύκε λα παξεκβάιινπκε ζε 

νπνηνδήπνηε άιιν πίλαθα. Απιώο πιεθηξνινγνύκε ηηο λέεο ηηκέο ηνπ πίλαθα, θαζώο θαη ην λέν xk.   

Απηόκαηα ζηε ζέζε ηνπ yk εκθαλίδεηαη ην λέν απνηέιεζκα. 

 

 
 A B C D E F G H 

1   Παξεκβνιή     

2         

3  Πίλαθαο Γηαθνξώλ ηεο πηλαθνπνηεκέλεο ζπλάξηεζεο   

4         

5 x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1  

6 f(x) 1 0.960789 0.852144 0.697676 0.527292 0.367879  

7 Γy -0.03921 -0.10865 -0.15447 -0.17038 -0.15941   

8 Γ
2
y -0.06944 -0.04582 -0.01592 0.010971    

9 Γ
3
y 0.023613 0.029905 0.026887     

10 Γ
4
y 0.006292 -0.00302      

11 Γ
5
y -0.00931       

12         

13   Xk= 0.485 k= 2.425   

14   Yk= 0.790399     

15         

 

 

 

 

1.8 Διπλή γπαμμική παπεμβολή 

 

Έζησ ε ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ  ( , )z g x y , ε νπνία νξίδεηαη κε έλαλ πίλαθα ηηκώλ, ζαλ ηνλ 

παξαθάησ. 
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 x0 x1 x2 … xv 

y0 g(x0 , y0) g(x1 , y0) g(x2 , y0) … g(xv , y0) 

y1 g(x0 , y1) g(x1 , y1) g(x2 , y1) … g(xv , y1) 

y2 g(x0 , y2) g(x1 , y2) g(x2 , y2) … g(xv , y2) 

… … … … … … 

yv g(x0 , yv) g(x1 , yv) g(x2 , yv) … g(xv , yv) 

 

Η δηπιή γξακκηθή παξεκβνιή ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα παξεκβάινπκε αλάκεζα ζηηο ηηκέο ηνπ 

πίλαθα απηνύ. Αο ππνζέζνπκε πσο δεηνύκε ηελ ηηκή ηεο g ζην ζεκείν (xk,yι). 

Αξρηθά επηιέγνπκε ηελ ηεηξάδα ησλ ζεκείσλ ηνπ πίλαθα πνπ βξίζθνληαη πιεζηέζηεξα ζην 

ζεκείν παξεκβνιήο. Πξνθαλώο, από ηηο ηηκέο xi ηνπ πίλαθα, ζα δηαιέμνπκε ζαλ x0 θαη x1, ην 

πξνεγνύκελν θαη ην επόκελν ζεκείν ηνπ xk, ελώ ζαλ y0 θαη y1 , ην πξνεγνύκελν θαη ην επόκελν 

ζεκείν ηνπ yι. 

 

 x0 x1 

y0 g(x0 , y0) g(x1 , y0) 

y1 g(x0 , y1) g(x1 , y1) 

 

Ο ππνινγηζκόο ηνπ ( , )kg x y  γίλεηαη κε ηε βνήζεηα ηξηώλ γξακκηθώλ παξεκβνιώλ, δύν σο 

πξνο x θαη κηαο σο πξνο y (βιέπε θαη Σρήκα 6.4),  ή δύν σο πξνο y θαη κηαο σο πξνο x. 

Αξρηθά ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ησλ δεηθηώλ ηνπ ζεκείνπ παξεκβνιήο: 

 

0k

x

x
k

h

x
  

 

0

y

y y

h




  

 

όπνπ hx  θαη  hy  είλαη ην βήκα ηνπ πίλαθα ζην x θαη ζην y  αληίζηνηρα (δειαδή  
1 0xh x x   θαη 

1 0yh y y  ). 

 

 
Σσήμα 6.4  Η μέθοδορ ηηρ διπλήρ γπαμμικήρ παπεμβολήρ. 
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Δθηειώληαο δύν παξεκβνιέο σο πξνο x θαη κία σο πξνο y, θαηαιήγνπκε εύθνια ζηηο ζρέζεηο: 

 

       0 0 0 01 0 0, , , ,k y g x y k g x yg x g x y       

 

       0 1 11 11 0, , , ,k y g x y k g x yg x g x y       

 

       1 00, , , ,k k kk y g x y g x xg yx g y        

 

 

Παπάδειγμα. 

 

Η ζπλάξηεζε  ( , )z f x y  δίλεηαη από ηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

 
x   

y  
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1 

2 5.3069 5.4115 5.5245 5.6445 5.7704 5.3069 

2.2 6.2515 6.3762 6.5092 6.6492 6.7951 6.2515 

2.4 7.2845 7.4292 7.5822 7.7422 7.9081 7.2845 

2.6 8.4045 8.5692 8.7422 8.9221 9.1080 8.4045 

2.8 9.6104 9.7951 9.9881 10.1880 10.3939 9.6104 

 

1. Να ππνινγηζζεί ε ηηκή ηεο  (1.13, 2.44)f . 

2. Με δεδνκέλν πσο ε έθθξαζε ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ πίλαθα είλαη 
2 ln(, ) )(f x y xy y xy   λα ππνινγηζζεί ην ζρεηηθό ζθάικα ηεο παξεκβνιήο. 

 

Λύζη. 
 

 

1. Ξεθηλνύκε δηαιέγνληαο ηελ ηεηξάδα ησλ ζεκείσλ πάλσ ζηα νπνία ζα ζηεξηρζεί ε δηπιή 

παξεκβνιή: 

 

 x0=1.1 x1=1.2 

y0=2.4 7.4292 7.5822 

y1=2.6 8.5692 8.7422 

 

 

Υπνινγίδνπκε ηνπο δείθηεο k θαη λ: 

 

 

0 1.13 1.1
0.3

0.1

k

x

x
k

h

x 



   

 

0 2.44 2.4
0.2

0.2y

y y

h


 

    

 

θαη ζηε ζπλέρεηα εθαξκόδνπκε ηνπο ηύπνπο ηεο δηπιήο παξεκβνιήο: 
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       0 0 0 01 0 0, , , ,k y f x y k f x y f x yf x        

       

 

, ,2.4 0.3 1.2,2.4 1.1,2.4

7.4292 0.3 7.5822 7.4

1

292 7.47

.13 4 1

2

2 1.

5

. ff f f      

   
 

 

       0 1 11 11 0, , , ,k y f x y k f x yf x f x y       

       

 

, ,2.6 0.3 1.2,2.6 1.1,2.6

8.5692 0.3 8.7422 8.5

1

692 8.62

.13 6 1

1

2 1.

1

. ff f f      

   
 

 

       1 00, , , ,k k kk y f x y f x xf yx f y        

       

 

, ,2.4 0.3 1.13,2.6 1.13,2.4

7.4752

1.13 2.44

0.2 8.6

1.

211 7.4752 7. 44

13

70

f f f f      

   
 

 

Καηαιήγνπκε ινηπόλ, κε ηελ δηπιή γξακκηθή παξεκβνιή, όηη ε ηηκή ηεο (1.13, 2.44) 7.7044f   

 

 

2. Η αθξηβήο ηηκή ηεο f: 

 

1.13, 2.4

2

4
ln( )(1.13, 2.44) 7.6966

x y
f xy yy x

 
      

 

νπόηε ην ζρεηηθό ζθάικα ηεο παξεκβνιήο είλαη ίζν κε: 

 

7.6966 7.7044
0.00062 0.062%

7.6966



    

 
 

 

1.9 Παπεμβολή ζε πίνακα μη ιζαπεσόνηων οπιζμάηων. 

 

Σπρλά αλαγθαδόκαζηε λα παξεκβάιινπκε ζε πίλαθεο κε κεηαβιεηό βήκα (όπνπ δειαδή ην βήκα h 

δελ είλαη ζηαζεξό). Σηελ πεξίπησζε απηή είλαη δπλαηή ε γξακκηθή παξεκβνιή, ε νπνία ιεηηνπξγεί 

όπσο ηελ γλσξίζακε θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ ηζαπερόλησλ νξηζκάησλ! Πνιιέο θνξέο όκσο ε 

απαηηνύκελε αθξίβεηα ηεο παξεκβνιήο καο επηβάιιεη ηε ρξήζε πνιπσλύκσλ κε βαζκό κεγαιύηεξν 

ηνπ 1 (αθξίβεηα βέβαηα πνπ δελ είλαη ζίγνπξν πσο ζα επηηεπρζεί).   Τελ πεξίπησζε απηή θαιύπηεη ην 

πνιπώλπκν ηνπ Lagrange. 

Έζησ ν παξαθάησ πίλαθαο ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο f(x), ελώ ηα νξίζκαηα xj δελ ηζαπέρνπλ: 

 
x x0 x1 x2 x3 x4 … … xv-1 xv 

y y0 y1 y2 y3 y4 … … yv-1 yv 

  

Τα λ+1 ζεκεία ηνπ πίλαθα νξίδνπλ, ζηε γεληθή πεξίπησζε, κία πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε λ-

νζηνπ βαζκνύ. Τν ζπκπησηηθό απηό πνιπώλπκν δίλεηαη από ηελ επόκελε ζρέζε ηνπ Lagrange: 
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0 0 1 1 2 2 1 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

( )j j

j

p x L x y L x y L x y L x y L x y

L x y

   



 



      


 

 

όπνπ νη λ+1 ζπληειεζηέο Lj(x) είλαη πνιπώλπκα λ-νζηνπ βαζκνύ, κε κεηαβιεηή ην x. Τν θαζέλα από 

απηά αληηζηνηρεί ζηελ ηηκή xj, πνπ δίλεη ηελ ηηκή yj ηνπ πίλαθα. Γειαδή ην L0(x), πνπ είλαη 

ζπληειεζηήο ηνπ y0, αληηζηνηρεί ζην x0 πνπ είλαη ην όξηζκα ηεο ηηκήο y0. Οη ζπληειεζηέο Lj(x) 

νξίδνληαη από ηελ γεληθή ζρέζε: 

 
 

        

        
0 1 1 1 1

0 1 1 1 1

1

..... .....
( )

... ...

j

i

j

j

j

j j j j j j j j

v

i
i

i
j

x x x x x x x x x x x x
L x

x x x x x x x x x x x x

x x

x x

 

 

  

  




     
 

 



   




 

 

όπνπ κε ην ζύκβνιν 
1

i

n

i

A


  ελλννύκε ην γηλόκελν ησλ όξσλ 
iA (π.ρ.  1 2 3 4

4

1i

iA A A A A


    ) 

 

 

Παπαηηπήζειρ: 
 

1
η
) Ο ζπληειεζηήο ( )jL x  πνπ πνιιαπιαζηάδεη ην yj θαη αληηζηνηρεί ζην xj είλαη έλα θιάζκα 

όπνπ ν αξηζκεηήο είλαη ην γηλόκελν ησλ (ν−1) δηαθνξώλ ηεο κεηαβιεηήο x, κε ην θάζε xi ηνπ πίλαθα 

ηηκώλ, εθηόο από ην xj ( i j ).   Όκνηα, ν παξνλνκαζηήο  είλαη ην γηλόκελν ησλ (ν−1) δηαθνξώλ ηεο 

ηηκήο xj κε ην θάζε xi ηνπ πίλαθα ηηκώλ, εθηόο (θαη πάιη) από ην xj  (αιιηώο ζα κεδελίδνληαλ ν 

παξνλνκαζηήο).  Σαλ παξάδεηγκα αο γξάςνπκε ην 
3( )L x : 

 

       

       
0 1 2 4 1

3

3 0 3 1 3 2 3 4 3 1 3

.....
( )

...

x x x x x x x x x x x x
L x

x x x x x x x x x x x x

 

 





     


     
 

 

 

2
η
) Δάλ νη ηηκέο yj ηνπ πίλαθα ηηκώλ πξνέξρνληαη από κία πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε βαζκνύ κ 

κηθξόηεξνπ ηνπ λ (κ<λ), ηόηε, παξ’ όιν πνπ νη ζπληειεζηέο ( )jL x  είλαη λ-νζηνπ βαζκνύ, ζηελ ηειηθή 

έθθξαζε ηνπ πνιπσλύκνπ ζα γίλνπλ νη αλάινγεο απινπνηήζεηο, έηζη ώζηε λα θαηαιήμεη ζε έλα 

πνιπώλπκν κ-νπ βαζκνύ. 

 

3
η
) Θα ζέιακε λα δείμνπκε πσο, πξάγκαηη, ην πνιπώλπκν ηνπ Lagrange είλαη ζπκπησηηθό.  

Θα ην δείμνπκε κε έλα παξάδεηγκα.  Έρνπκε ηελ ζπλάξηεζε y(x) πνπ δίλεηαη κε ηνλ επόκελν πίλαθα 

ηηκώλ, όπνπ ηα νξίζκαηα δελ ηζαπέρνπλ ππνρξεσηηθά  (πξνθαλώο ην πνιπώλπκν Lagrange είλαη ην 

ζπκπησηηθό, αθόκε θαη ζηελ εηδηθή πεξίπησζε ησλ ηζαπερόλησλ νξηζκάησλ). Θα πξέπεη λα δείμνπκε 

πσο είλαη ην ζπκπησηηθό, δειαδή πσο ηζρύνπλ νη ηζόηεηεο   )( i ip x y .  

 
x x0 x1 x2 

y y0 y1 y2 

 

Γηα ηνλ πίλαθα απηό ησλ ηξηώλ ζεκείσλ ην πνιπώλπκν Lagrange είλαη ην παξαθάησ: 
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2

0 0 1 1 2 2

0

1 2 0 2 0 1

0 1 2

0 1 0 2 1 0 1 2 2 0 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j

j

p x L x y L x y L x y L x y

x x x x x x x x x x x x
y y y

x x x x x x x x x x x x



    

     
  

     


 

 

Τώξα ζα δείμνπκε πσο ηζρύεη όηη  
1 1)(p x y .   Πξάγκαηη: 

 

  

  

  

  

  

  
1 1 1 2 1 0 1 2 1 0 1

1 0 1 2

0 1 0 2 1 0 1 2 2 0 2 1

1 1

( )

0 1 0

x x x x x x x x x x x x
p x y y y

x x x x x x x x x x x x

y y

     
   

     

   

 

 

Παξόκνηα δείρλνπκε πσο ηζρύνπλ θαη νη ηζόηεηεο: 

 

0 0)(p x y  θαη 
2 2)(p x y  

 

νπόηε γίλεηαη θαλεξό πσο πξόθεηηαη γηα ην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν. 

 

 

 

Παπάδειγμα 1
ο
:  

 

Γίλεηαη ν επόκελνο πίλαθαο ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο ( )f x . 

 
x -1 0 2 5 
y 5 1 −1 11 

 

Να ππνινγηζζεί ην πνιπώλπκν Lagrange πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ πίλαθα απηό. 

 

Λύζη:  
 

Αξρηθά ππνινγίδνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ( )jL x : 

 

   

   

3 2

1

0 2 5 7 10
( )

1 0 1 2 1 5 18

x x x x x x
L x

    
 

      
 

 

   

   

3 2

0

1 2 5 6 3 10
( )

0 1 0 2 0 5 10

x x x x x x
L x

     
 

  
 

 

   

   

3 2

2

1 0 5 4 5
( )

2 1 2 0 2 5 18

x x x x x x
L x

    
 

   
 

 

   

   

3 2

5

1 0 2 2
( )

5 1 5 0 5 2 90

x x x x x x
L x

    
 

  
 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηνπο ζπληειεζηέο απηνύο ζην πνιπώλπκν ηνπ Lagrange έρνπκε: 
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1 0 2 5

3 2 3 2 3 2 3 2

3 2 3 2 3 2 3 2

2
2

5 1 11

7 10 6 3 10 4 5 2
5 11

18 10 18 90

5 5 7 10 9 6 3 10 5 4 5 11 2

90

90 270 90
3 1

90

p x L L L L

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x
x x

       

        
    

 

            
 

 
   

 

 

Δδώ βιέπνπκε ηελ επαιήζεπζε ηεο 2
εο

 παξαηήξεζεο.  Δλώ πεξηκέλακε έλα ηξηηνβάζκην 

πνιπώλπκν, ηειηθά απνδείρζεθε πσο ε ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο νη ηηκέο αλαγξάθνληαλ ζηνλ πίλαθα 

ηηκώλ ήηαλ πνιπσλπκηθή 2
νπ

 βαζκνύ, παξ’ όινλ όηη ηα πνιπώλπκα  ( )jL x  ήηαλ ηξίηνπ βαζκνύ. 

 
 

 

Παπάδειγμα 2
ο
:  

 

Γίλεηαη ν επόκελνο πίλαθαο ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο ( )f x . 

 

x 0 1 4 9 

y 0 1 2 3 

 

1. Να ππνινγηζζεί ην πνιπώλπκν Lagrange πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ πίλαθα απηό. 

2. Με γξακκηθή παξεκβνιή λα εθηηκεζεί ε ηηκή f (5). 

3. Με ην πνιπώλπκν ηνπ Lagrange λα εθηηκεζεί ε ηηκή f (5). 

4. Δάλ ( )f x x , λα ππνινγηζζεί ε αθξηβήο ηηκή, θαζώο θαη ην ζρεηηθό ζθάικα ησλ 

δύν πξνζεγγηζηηθώλ ηηκώλ. 

5. Να γίλεη ε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ λα αηηηνινγεί ηα πξνεγνύκελα απνηειέζκαηα. 

 

Λύζη:  
 

1. Πολςώνςμο Lagrange. Αξρηθά ππνινγίδνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ( )jL x : 

 

   

   

3 2

0

1 4 9 14 49 36
( )

0 1 0 4 0 9 36

x x x x x x
L x

     
 

   
 

 

   

   

3 2

1

0 4 9 13 36
( )

1 0 1 4 1 9 24

x x x x x x
L x

    
 

  
 

 

   

   

3 2

4

0 1 9 10 9
( )

4 0 4 1 4 9 60

x x x x x x
L x

    
 

   
 

 

   

   

3 2

9

0 1 4 5 4
( )

9 0 9 1 9 4 360

x x x x x x
L x

    
 

  
 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηνπο ζπληειεζηέο απηνύο ζην πνιπώλπκν ηνπ Lagrange έρνπκε: 
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0 1 4 9

3 2 3 2 3 2 3 2

3 2 3 2 3 2

3 2
3 2

0 2 3

14 49 36 13 36 10 9 5 4
0 2 3

36 24 60 360

15 13 36 12 10 9 3 5 4

360

6 90 444 1 1 37

360 60 4 30

p x L L L L

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x
x x x

       

        
    

 

       
 

 
   

 

 

 

2. Γπαμμική παπεμβολή.  Δθ’ όζνλ δεηνύκε ηελ ηηκή f(5), ζα επηιέμνπκε ηα δύν ζεκεία ηνπ πίλαθα 

πνπ βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηνπ ζεκείνπ παξεκβνιήο: ην (4,2) θαη ην (9,3).   Έρνπκε ινηπόλ: 

 

0 4x  , 
1 9x  ,  5h   θαη 5kx   

 

νπόηε 

 

0 5 4 1
0.2

5 5

kx x
k

h

 
     

 

Άξα 

 

     0 0 0.2
5 0.2 2 0.2 1 2.2

k
y p k y k y


          

 

 

 

3. Παπεμβολή με ηο πολςώνςμο ηος Lagrange.  

 

    3 2

5

1 1 37
5 5 2

60 4 30 x

y p x x x x


 
      

 
 

 

 

 

4. Σύγκπιζη ηων αποηελεζμάηων.  Με δεδνκέλν πσο ε αθξηβήο ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f είλαη ε: 

 

   5 5 5 2.23607y f    

 

έρνπκε ηα ζρεηηθά ζθάικαηα: 

 

α) Γξακκηθή παξεκβνιή:  

 

 
   

.

(ακριβές) (προσεγγιστικό) 2.23607 2.2
% 100 100 1.613%

(ακριβές) 2.23607

y y

y


 
    

 

β) Παξεκβνιή κε ην πνιπώλπκν Lagrange: 

 

 
   

.

(ακριβές) (προσεγγιστικό) 2.23607 2
% 100 100 10.557%

(ακριβές) 2.23607

y y

y
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Παξαηεξνύκε κε ζρεηηθή έθπιεμε πσο ε ηξηηνβάζκηα παξεκβνιή πέηπρε πνιύ ρεηξόηεξα 

απνηειέζκαηα από ηελ γξακκηθή (πξσηνβάζκηα)!  Τν γεγνλόο απηό ζα γίλεη πην εκθαλέο κε ηε 

βνήζεηα ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ. 

 

 

 

6. Γπαθική παπάζηαζη. 

 

 
Σσήμα 6.5  Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςνάπηηζηρ ( )f x  και ηος ζςμπηωηικού πολςωνύμος. Τα ζημεία ζύμπηωζηρ 

έσοςν ζημειωθεί με μικπούρ κύκλοςρ. 

 

 

 

Από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε (Σρήκα 6.5) ηνπ ηξηηνβάζκηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ 

γίλεηαη εκθαλέο πσο ην απνηέιεζκα ηεο παξεκβνιήο κέζσ απηνύ έρεη κεγάιν ζθάικα, πνιύ 

κεγαιύηεξν ηεο γξακκηθήο παξεκβνιήο!  Καηαιήγνπκε ινηπόλ ζην ζπκπέξαζκα: 

Η παξεκβνιή κε πνιπώλπκα κεγάινπ βαζκνύ θξύβεη θηλδύλνπο, όηαλ ην βήκα ηνπ πίλαθα 

είλαη ηδηαίηεξα κεγάιν, ηδηαίηεξα ζηελ πεξίπησζε όπνπ, ζην δηάζηεκα όπνπ επηρεηξείηαη ε 

παξεκβνιή, ε «θακππιόηεηα» ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ πίλαθα κεηαβάιιεηαη έληνλα. 
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Κπιηήπια αξιολόγηζηρ 
 

 

Κπιηήπιο αξιολόγηζηρ 1 
 

Η ζπλάξηεζε  f  νξίδεηαη κε ηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

 

x y Δy Δ
2
y Δ

3
y Δ

4
y 

5 8.04719     

  0.65851    

5.25 8.70570  0.01190   

  0.67041  −0.00052  

5.5 9.37611  0.01138  0.00001 

  0.68179  −0.00051  

5.75 10.05790  0.01087  0.00005 

  0.69266  −0.00046  

6 10.75056  0.01041  0.00006 

  0.70307  −0.00040  

6.25 11.45363  0.01001  0.00001 

  0.71308  −0.00039  

6.5 12.16671  0.00962   

  0.72270    

6.75 12.88941     

 

1. Τη βαζκνύ είλαη ην πνιπώλπκν κε ην νπνίν ζα παξεκβάιεηε αλάκεζα ζηηο ηηκέο ηνπ 

πίλαθα; 

2. Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή f (5.68) ρξεζηκνπνηώληαο ηελ πιήξε παξεκβνιή. 

3. Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή f (5.68) ρξεζηκνπνηώληαο ηε γξακκηθή παξεκβνιή. 

4. Δάλ ε ζπλάξηεζε ηνπ πίλαθα είλαη ε ( ) lnf x x x , λα ππνινγίζεηε ην ζρεηηθό 

ζθάικα ησλ δύν πξνζεγγηζηηθώλ ππνινγηζκώλ ηνπ f (5,68). 

 

 

 

Κπιηήπιο αξιολόγηζηρ 2 
 

Γίλεηαη ν επόκελνο πίλαθαο ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο f. 

 

 

x 0 1 2 5 

y 0 1 1 1 

 

1. Να ππνινγηζζεί ην πνιπώλπκν Lagrange πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ πίλαθα απηό. 

2. Με γξακκηθή παξεκβνιή λα εθηηκεζεί ε ηηκή f (4). 

3. Με ην πνιπώλπκν ηνπ Lagrange λα εθηηκεζεί ε ηηκή f (4). 

4. Να γίλεη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πνιπσλύκνπ παξεκβνιήο.  Πηζηεύεηε πσο ζα 

δώζεη ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα θαηά ηελ παξεκβνιή;. 


