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1 Αριθμηηική παραγώγιζη. 

1.2.3 Γενικά. 

 

 Η παξαγώγηζε είλαη κηα πνιύ ζεκαληηθή πξάμε ησλ ζπλαξηήζεσλ.  Η ζεκαληηθόηεηά ηεο 

έγθεηηαη ζην όηη απνηειεί ζηα Μαζεκαηηθά ηελ γελίθεπζε ηεο έλλνηαο ηεο ηαρύηεηαο.   Σην επόκελν 

ζρήκα δίλνπκε έλα πνιύ απιό παξάδεηγκα, ηεο κεηαθίλεζεο ελόο απηνθηλήηνπ από ηε Θεζζαινλίθε 

ζηελ Αζήλα. 

 

 

                    Αζήλα 

 

    Κακέλα Βνύξια 

 

                     Λακία 

 

 

                   Λάξηζα 

                     Τέκπε 

 

                Θεζ/λίθε 

 

 

 
 

 Παραηηρήζεις: 
 

 Η κεηαθίλεζε ηνπ θηλεηνύ ιακβάλεη ρώξα πάλσ ζηνλ άμνλα ησλ δηαζηεκάησλ S θαη όρη πάλσ 

ζηελ θακπύιε c, ε νπνία βνεζά ζην λα γλσξίδνπκε ηε ζέζε ηνπ θηλεηνύ αλά πάζα ρξνληθή 

ζηηγκή.  Η ζπλάξηεζε πνπ αληηζηνηρεί ζηελ θακπύιε c  [ ε s=s(t) ]  νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε ζέζεο 

ηνπ θηλεηνύ. 

 Γηαηξώληαο ηε απόζηαζε πνπ δηαλύζεθε ζπλνιηθά κε ην ρξόλν πνπ απαηηήζεθε γηα ηε 

κεηαθίλεζε, ππνινγίδνπκε ηε κέζε ηαρύηεηα ηνπ θηλεηνύ: 

Vκέζε = 
S

t




 

 Η κέζε ηαρύηεηα ζην γξάθεκα ηζνύηαη κε ηελ εθαπηνκέλε ηεο γσλίαο ηελ νπνία ζρεκαηίδεη κε 

ηνλ νξηδόληην άμνλα (ησλ t), ην επζύγξακκν ηκήκα πνπ ζπλδέεη ηα ζεκεία αξρήο θαη ηέινπο ηεο 

κεηαθίλεζεο. 

 Τν επζύγξακκν ηκήκα πνπ ζπλδέεη ηα ζεκεία εθθίλεζεο θαη ηέινπο ηεο κεηαθίεζεο είλαη ην 

γξαθεκα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ θίλεζε ελόο θαληαζηηθνύ θηλεηνύ πνπ θηλείηαη δηαξθώο κε ηε 

κέζε ηαρύηεηα  θαη δηαλύεη ηε ζπλνιηθή απόζηαζε ζηνλ ίδην ρξόλν κε ην πξαγκαηηθό θηλεηό. 

 

 Η θιίζε ηεο επζείαο ε ηζνύηαη κε ηελ ηαρύηεηα κεηαθίλεζεο (ηνπ θαληαζηηθνύ θηλεηνύ). 

 Η ηαρύηεηα ηνπ πξαγκαηηθνύ θηλεηνύ κεηαβάιιεηαη δηαξθώο.  Η ηαρύηεηά ηνπ ζε θάπνηα ρξνληθή 

ζηηγκή νλνκάδεηαη ζηηγκηαία ηαρύηεηα, θαη είλαη ε θιίζε ηεο ζπλάξηεζεο ζέζεο (ηεο θακπύιεο  

Ένα ηαξίδι Θεζ/νίκης-Αθήνας 

0 
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500 
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Πραγματικό κινητό 
Κινητό μέσης ταχύτητας 
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c) ζην αληίζηνηρν t.   Η θιίζε όκσο κηαο θακπύιεο ζε έλα ζεκείν νξίδεηαη ζαλ ε θιίζε ηεο 

επζείαο πνπ εθάπηεηαη ζηελ θακπύιε ζην ελ ιόγσ ζεκείν. 

 

 

 Σηα Μαζεκαηηθά, νλνκάδνπκε παξάγσγν ζπλάξηεζε κηαο ζπλάξηεζεο f(x), κηαλ άιιε 

ζπλάξηεζε [πνπ νλνκάδεηαη παξάγσγνο ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη κε ην f „(x)] ε νπνία δίλεη ζε θάζε 

ζεκείν x ηελ θιίζε ηεο f. 

 

 

 Παράδειγμα: Έζησ πως f(x) = x
2
. 

Αλαδεηνύκε ηε ζπλάξηεζε ε νπνία λα “δίλεη” 

ηηο θιίζεηο ηεο f.  Απηή είλαη ε παξάγσγνο ηεο 

f  ε: 

 

f „(x) = (x
2
)‟ = 2x. 

 

 Άξα ε θιίζε ηεο f ζηε ζεκείν x=1 

ηζνύηαη κε: 

 

f „(1) = (2x)x=1 = 2 

 

 Απηή αθξηβώο είλαη ε θιίζε ηεο 

επζείαο  πνπ εθάπηεηαη ζηελ θακπύιε ηεο 

ζπλάξηεζεο. 

 

  

-2

-1

0

1

2

3

4

-1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2

 
 

 

1.2.3 Γραμμικός σπολογιζμός ηης παραγώγοσ. 

 

 Σπλήζσο ππνινγίδνπκε κε αξηζκεηηθέο κεζόδνπο ηελ παξάγσγν κηαο ζπλάξηεζεο όηαλ ε 

ζπλάξηεζε απηή είλαη νξηζκέλε κ‟ έλαλ πίλαθα ηηκώλ.  Τν ζπλεζέζηεξν πξόβιεκα είλαη λα 

αλαδεηνύκε ηελ παξάγσγν ζε θάπνην από ηα ζεκεία ηνπ πίλαθα (θαη όρη θάπνπ ελδηάκεζα).  

 Δπηιέγνπκε ινηπόλ ηα ηξία πξώηα ζεκεία ελόο πίλαθα λ-ζεκείσλ πνπ πεξηέρεη ηηο ηηκέο κηα 

ζπλάξηεζεο y(x), ησλ (x0,y0), (x1,y1) θαη (x2,y2),  θαη αλαδεηνύκε ηελ ηηκή ηεο παξαγώγνπ ηεο y(x) 

ζην ζεκείν x1.    Ο αξηζκεηηθόο ππνινγηζκόο ζηεξίδεηαη ζε ηξεηο απινύζηαηνπο ηύπνπο, νη νπνίνη 

ππνινγίδνπλ ηελ θιίζε επζεηώλ θαη εθαξκόδνληαη, ν πξώηνο ζηελ αξρή ηνπ πίλαθα, ν δεύηεξνο ζην 

ηέινο θαη ν ηξίηνο ζ‟όια ηα ελδηάκεζα ζεκεία (κηα θαη δίλεη ηα αθξηβέζηεξα απνηειέζκαηα).  Οη 

πξνζεγγηζηηθνί ηύπνη: 

  

 

 

        y1                       * 

        y2                                       * 

        y0           * 

 

 

          x0          x1            x2  

  1 0
1

1 0

'
y y

y x
x x





 (θιίζε ηεο ε1 ) 

 

  2 1
1

2 1

'
y y

y x
x x





 (θιίζε ηεο ε2 ) 

 

  2 0
1

2 0

'
y y

y x
x x





 (θιίζε ηεο ε ) 

  ε2 
ε1  

ε 
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 Γίλεηαη θαλεξό πσο ν ηξίηνο ηύπνο πξέπεη λα είλαη πιεζηέζηεξα ζηελ πξαγκαηηθή ηηκή ηεο 

παξαγώγνπ.   Πξάγκαηη, εάλ πξνζπαζήζνπκε λα θαληαζηνύκε ηε κνξθή ηεο θακπύιεο ηεο y(x), θαη 

λα θέξνπκε ηελ επζεία πνπ εθάπηεηαη ζηελ y(x) ζην ζεκείν x1, ηόηε ζα δνύκε πσο είλαη πην πηζαλό ε 

θιίζε ηεο λα πιεζηάδεη ηελ θιίζε ηεο επζείαο ε.    

 

 

 

1.2.3 Πλήρης αριθμηηική παραγώγιζη. 

 

 Σηελ πιήξε αξηζκεηηθή παξαγώγηζε επαλαιακβάλνπκε ηε ινγηθή ηεο πιήξνπο παξεκβνιήο.   

Αληηθαζηζηνύκε ηελ ζπλάξηεζε ηνπ πίλαθα κε ην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν θαη παξαγσγίδνπκε ην 

πνιπώλπκν ζηε ζέζε ηεο ζπλάξηεζεο.   Μάιηζηα γηα λα κελ ηαιαηπσξνύκαζηε κε ηνλ ππνινγηζκό 

ηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ, παξαγσγίδνπκε θαη‟επζείαλ ην πνιπώλπκν ηνπ Newton: 

 

   
    

0 0

1 1 2
...

2! 3!
k k

k k k k k
y p x p k y k y

  
         

 

 Γελ πξέπεη λα μερλνύκε βέβαηα πσο ε πξνεγνύκελε ζρέζε πξνέθπςε κε ηελ αιιαγή 

κεηαβιεηήο (από ηελ θαλνληθή xk  ζηνλ δείθηε ηεο k), κέζσ ηεο ζρέζεο: 

 

0kx x
k

h


  

 

 

Δπνκέλσο, ζηελ ζπλέρεηα ην πνιπώλπκν ηνπ Newton (πνπ ζα παξαγσγηζζεί θπζηθά σο πξνο 

xk) ζα παξαγσγηζζεί ζαλ ζύλζεηε ζπλάξηεζε, νπόηε ζα ηζρύεη: 

 

     0 1k k

k k k

dp k dp k dp kdy x xdk d

dx dk dx dk dx h h dk

 
   

 
 

 

 Έρνπκε επνκέλσο: 

 

      
0

2
2 3

0 0 0

1 1 21 1
...

2! 3!

1 2 1 3 6 2
...

2! 3!

k

k k

dp k k k k k kdy dk d
y k

dx dk dx h dk h

k k k
y y y

h

    
       

 

   
       

 

 

 

 

 Παράδειγμα: 
 

 Δπαλεξρόκαζηε ζηε ζπλάξηεζε ηνπ παξαδείγκαηνο ηεο παξεκβνιήο: 
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xi 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 

yi 0 0,09950 0,19601 0,28660 0,36842 0,43879 0,49520 0,53539 0,55737 

 9950 9651 9059 8182 7037 5641 4019 2198  

  -299 -593 -876 -1146 -1396 -1622 -1821  

  -294 -284 -269 -250 -227 -199   

     10   15   19   24   27   

 

i) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξαγώγνπ ηεο f, ζην ζεκείν xk=0,4, ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο 

ηξεηο ηύπνπο ηεο γξακκηθήο πξνζέγγηζεο. 

ii) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξαγώγνπ ηεο f, ζην ζεκείν xk=0,4, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 

παξάγσγν ηνπ ζπκπη. πνιπσλύκνπ ηνπ Newton. 

iii) Με δεδνκέλν πσο ε ζπλάξηεζε ηνπ πίλαθα είλαη ε f(x)=xζπλx, λα ππνινγηζζεί ε αθξηβήο ηηκή 

ηεο παξαγώγνπ θαζώο θαη ηα ζρεηηθά ζθάικαηα ησλ ππνινγηζκώλ. 

 

 

 Λύζη: 

 

    i) Όπσο ήδε εμεγήζεθε ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν, ν πξώηνο ηύπνο ζηεξίδεηαη 

ζην ηξέρνλ ζεκείν (ην 0,4) θαη ζην πξνεγνύκελν,  ν δεύηεξνο ζην ηξέρνλ θαη ζην επόκελν, ελώ ν 

ηξίηνο ζην πξνεγνύκελν θαη ζην επόκελν ηνπ ηξέρνληνο ζεκείνπ.   Υπνινγίδνπκε ινηπόλ: 

 

 f „(0,4) = (0,36842-0,28660)/0,1 = 0,8182     (α‟ ηύπνο) 

 

 f „(0,4) = (0,43879-0,36842)/0,1 = 0,7037 (β‟ ηύπνο) 

 

 f „(0,4) = (0,43879-0,28660)/0,2 = 0,76095 (γ‟ ηύπνο) 

 

 

   ii) Όπσο εηπώζεθε ζην παξάδεηγκα ηεο παξεκβνιήο, επηιέγνπκε ηξηηνβάζκην 

ζπκπη.πνιπώλπκν, ζεσξώληαο ηηο ηξίηεο ηάμεο δηαθνξέο πεξίπνπ ζηαζεξέο.    Δπηιέγνπκε επνκέλσο 

από ηνλ πίλαθα ηέζζεξα ζεκεία ζύκπησζεο (δηαδνρηθά πνπ έρνπλ θεληξηθό ην ζεκείν 0,4), 

μεθηλώληαο από ην x0=0,2.  Βέβαηα, ζα κπνξνύζακε λα μεθηλήζνπκε από ην x0=0,3.   Έρνπκε 

ινηπόλ: 

 

x0=0,2      xk=0,4    θαη    h=0,1 

νπόηε: 

k = (0,4-0,2)/0,1 = 2 

άξα: 

   

2
2 3

0 0 0

2

1 2 1 3 6 2
'(0.4) ...

2! 3!

1 3 2
0.09059 0.00876 0.00269 ...

0.1 2 6

0.76508

k

k k k
f y y y

h


   
        

 

 
       

 



 

 

     iii) Η αθξηβήο ηηκή ηεο παξαγώγνπ: 

 

  f „(0,4 rad) = [xζπλx] ‟x=0,4 = [ζπλx - xεκx] x=0,4 = 0,76529 
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 Δθηηκνύκε ινηπόλ ηα ζρεηηθά ζθάικαηα ησλ ηεζζάξσλ πξνζεγγηζηηθώλ ππνινγηζκώλ: 

 ζζρ(α‟ηύπνπ)  = 100(0,76529-0,8182)/ 0,76529     = 6,91 % 

 ζζρ(β‟ηύπνπ)  = 100(0,76529-0,7037)/ 0,76529     = 6,16 % 

 ζζρ(γ‟ηύπνπ)   = 100(0,76529-0,76095)/ 0,76529   = 0,57 % 

 ζζρ(κε ην ζ.π.) = 100(0,76529-0,76508)/ 0,76529   = 0,027 % 

 

 Παξαηεξνύκε ην πόζν ζεκαληηθόηεξα αθξηβήο είλαη ν ηξίηνο γξακκηθόο ηύπνο ζε ζρέζε κε 

ηνπο πξνεγνύκελνπο δύν.  Αληίζεηα, ήηαλ απόιπηα αλακελόκελε ε αθξίβεηα ηνπ ηύπνπ πνπ πξνήιζε 

από ηελ παξαγώγηζε ηνπ ζπκπη. πνιπσλύκνπ. 

 

 

 

1.2.3 Αριθμηηική παραγώγιζη με ηη βοήθεια ηων πεπεραζμένων διαθορών. 

 

 Όηαλ κηιήζακε γηα ηηο ηδηόηεηεο ησλ δηαθνξώλ, αλαθεξζήθακε ζηε ζρέζε πεπεξαζκέλσλ 

δηαθνξώλ θαη παξαγώγσλ.   Τώξα ζα ην αλαιύζνπκε δηεμνδηθόηεξα.  Έζησ ινηπόλ ν επόκελνο 

πίλαθαο ηηκώλ: 

 

xj x0 
 

x1 
 

x2 
 

x3 
 

x4 
 

x5 

yj y0 
 

y1 
 

y2 
 

y3 
 

y4 
 

y5 

Γyj 
 

Γy0 
 

Γy1 
 

Γy2 
 

Γy3 
 

Γy4 
 

Γ
2
yj 

  
Γ

2
y0 

 
Γ

2
y1 

 
Γ

2
y2 

 
Γ

2
y3 

  
Γ

3
yj 

   
Γ

3
y0 

 
Γ

3
y1 

 
Γ

3
y2 

   
Γ

4
yj 

    
Γ

4
y0 

 
Γ

4
y1 

    
 

 Δίδακε ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν πσο ν πιένλ αθξηβήο ηύπνο γηα ηελ εθηίκεζε ηεο 

πξώηεο παξαγώγνπ ζην ζεκείν x1 είλαη απηόο πνπ αληηζηνηρνύζε ζηνλ ηύπν: 

  2 0 2 0
1

2 0

'
2

y y y y
y x

x x h

 
 


 

  

Δύθνια κπνξνύκε λα θηάζνπκε ζηα επόκελα ηξία ζπκπεξάζκαηα: 

 

1. Ο ηύπνο απηόο ζα κπνξνύζε λα γξαθεί κε ηε βνήζεηα ησλ δύν δηαθνξώλ, ζην θέληξν ησλ 

νπνίσλ βξίζθεηαη ην ζεκείν ππνινγηζκνύ ηεο παξαγώγνπ (ην x1): 

 

 

0 1

0 1 1 0 2 1 2 0
1

2'
2 2 2

y y
y y y y y y y y

y x
h h h h

  

      
     

 

2. Άξα, νη ηύπνη πνπ ρξεζηκνπνηνύλ κία από ηηο δηαθνξέο (έζησ ηελ Γy0), νπζηαζηηθά 

ππνινγίδνπλ ηελ παξάγσγν ζην ελδηάκεζν ζεκείν (ζην x1/2, δειαδή ζην κέζνλ ηνπ 

δηαζηήκαηνο (x0,x1)). 
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  0 1 0
1

2

' '
2

x x y
y x y

h

  
  

 
 

 

3. Γεληθεύνληαο ηε ινγηθή απηή ζπκπεξαίλνπκε πσο ε εθηίκεζε ησλ παξαγώγσλ κεγαιύηεξεο 

ηάμεο δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

 

    k
j

y
y x

h







  

 

απνδίδεη ηελ λ-νζηή παξάγσγν ηεο y(x) ζην ζεκείν πνπ αληηζηνηρεί ε δηαθνξά πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη (Γ
λ
yk). 

 

 

 

 Παραδείγμαηα: Με βάζε ηηο πην πάλσ παξαηεξήζεηο, θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ αληίζηνηρν 

πίλαθα ηηκώλ, έρνπκε: 

 

 

   

 

   

2

1
2 2

3

0
1.5 3 3

2

3 3

0 1

2 3

4
4 1

3 4

'' ,

''' ''' ,

2''' ,

.

y
y x

h

y
y x y x

h

y y

y x
h

y
y x

h





 

  




 

 

 

 

Παραηήρηζη: Η αξηζκεηηθή εθηίκεζε γηα ηελ πξώηε παξάγσγν ζηα δύν άθξα ηνπ πίλαθα, 

κε ηελ ρξήζε ησλ ηύπσλ: 

 

  1 0
1

1 0

'
y y

y x
x x





 γηα ην αξηζηεξό άθξν, θαη 

  1'
y y

y x
h


  

  γηα ην δεμί άθξν 

 

είλαη ηδηαίηεξα ρακειήο αθξίβεηαο.  Γηα ην ιόγν απηό, εκεί ποσ δεν έτοσμε δσναηόηηηα 

σπολογιζμού με ηη βοήθεια ηων διαθορών, είηε πξόθεηηαη γηα ηελ πξώηε παξάγσγν είηε γηα 

παξαγώγνπο κεγαιύηεξεο ηάμεο, τρηζιμοποιούμε ηην παράγωγο ηοσ ζσπηωηικού πολσωνύμοσ 

ηοσ Newton. 
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 Παράδειγμα: 

 

 Δπαλεξρόκαζηε ζηε ζπλάξηεζε ηνπ παξαδείγκαηνο ηεο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπ, ζηνλ 

πίλαθα ηεο ζπλάξηεζεο  y(x) = xζπλx, εθηηκώληαο θάπνηεο παξαγώγνπο θαη ζπγθξίλνληαο ηα 

πξνζεγγηζηηθά απνηειέζκαηα κε ηα αθξηβή: 

 

xi 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 

yi 0 0,09950 0,19601 0,28660 0,36842 0,43879 0,49520 0,53539 0,55737 

 9950 9651 9059 8182 7037 5641 4019 2198  

  -299 -593 -876 -1146 -1396 -1622 -1821  

  -294 -284 -269 -250 -227 -199   

     10   15   19   24   27   

 

 

 

 Αξρηθά ππνινγίδνπκε αλαιπηηθά ηηο παξαγώγνπο: 

 

 

 

 

 
   4

y x x x

y ' x x x x

y '' x 2 x x x

y ''' x 3 x x x

y x 4 x x x

 

   

    

    

   

 

 

 

 Υπνινγηζκόο ησλ παξαγώγσλ: 

 

Πξνζεγγηζηηθή ιύζε Αθξηβήο ιύζε 

 

 

 

 

 

 

   

0

0

0 1

2

0

2

3 3

0 1

3

4
4 0

4

0.09950
' 0 0.995

0.1

0.09950
' 0.05 0.995

0.1

0.09950 0.09651
' 0.1 0.98007

2 0.2

0.00299
'' 0.1 0.299

0.01

0.00294 0.00284
''' 0.2 2.89

2 0.002

0.00010
0.2

0.00

y
y

h

y
y

h

y y
y

h

y
y

h

y y
y

h

y
y

h


  


  

   
  

 
   

    
   


  1

01


 

 

 

   
0

' 0 1
x

y x x x


     

 
   

0.05
' 0.05 0.99625

x
y x x x


      

 

   
x 0.1

y' 0.1 x x x 0.98502


       

 
   

0.1
'' 0.1 2 0.29917

x
y x x x


       

 
   

0.2
''' 0.2 3 2.90047

x
y x x x


       

 
     4

0.2
0.2 4 0.99069

x
y x x x


     
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 Άζκηζη: Όκνηα κε πξνεγνπκέλσο, κε ηε βνήζεηα ηνπ επόκελνπ πίλαθα ηηκώλ, λα 

εθηηκήζεηε αξηζκεηηθά θαη αλαιπηηθά ηελ πξώηε, δεύηεξε, ηξίηε θαη ηέηαξηε παξάγσγν ηεο 

ζπλάξηεζεο   f(x) = xεκx. 

 

xj 0 
 

0,1 
 

0,2 
 

0,3 
 

0,4 
 

0,5 

yj 0 
 

0,00998 
 

0,03973 
 

0,08866 
 

0,15577 
 

0,23971 

Γyj 
 

998 
 

2975 
 

4892 
 

6711 
 

8395 
 

Γ
2
yj 

  
1977 

 
1917 

 
1819 

 
1683 

  
Γ

3
yj 

   
-60 

 
-98 

 
-135 

   
Γ

4
yj 

    
-39 

 
-37 

    

 

 

  


