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1 Η αρηζκεηηθή οιοθιήρωζε. 

1.2.3 Γεληθά. 

 

 Μάζακε ηελ αόξηζηε νινθιήξσζε ζαλ ηελ αληίζηξνθε πξάμε ηεο παξαγώγηζεο.   Είδακε 

πσο επεηδή ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο   F(x)=x
2
+c   είλαη ε   f(x)=2x, αληίζηξνθα ην αόξηζην 

νινθιήξσκα (ή ε αξρηθή) ηεο f(x) είλαη ε F(x)=x
2
+c. 

 Σηε ζπλέρεηα κάζακε γηα ηελ νξηζκέλε νινθιήξσζε, ε αξρή ηεο νπνίαο ζηεξίδεηαη ζηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ γηλνκέλνπ ηεο ηηκήο κηαο ζπλάξηεζεο f(x), επί ην κήθνο ελόο δηαζηήκαηνο (α,β) (ην 

νπνίν ηζνύηαη κε ην β-α), ππνζπλόινπ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο f.  Πξόθεηηαη γηα έλα ηδηαίηεξα απιό 

πξόβιεκα, όηαλ ε ζπλάξηεζε f(x) είλαη ζηαζεξή! 

 

 

 

   c                                  f(x)=c 

 

 
 

              α                 β 

 

 

 

Όηαλ όκσο ε f(x) δελ είλαη ζηαζεξή, ηόηε ην νξηζκέλν νινθιήξσκα νξίδεηαη από  κηα 

πνιιαπιή άζξνηζε ζηνηρεησδώλ γηλνκέλσλ, ην θαζέλα από ηα νπνία αλαθέξεηαη ζε έλα απεηξνζηό 

ππνδηάζηεκα dx, ηνπ δηαζηήκαηνο (α,β) γηα ην νπνίν ζεσξνύκε πσο ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο  

παξακέλεη ζηαζεξή.  

 

 

 

        y                                                 y=f(x) 

 

 

 

 

 

                                                                       x 

              a=x0  x1  x2  x3      .......      xv=b 

 

 

 Σε θάζε ππνδηάζηεκα νξίδνπκε ην γηλόκελν ηνπ κήθνπο ηνπ επί ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f ζε 

έλα ζεκείν  μ ηνπ ππνδηαζηήκαηνο (ην νπνία ζηελ πξαγκαηηθόηεηα επηιέγεηαη από ην Θεώξεκα ηεο 

Μέζεο Τηκήο κε ηξόπν ώζηε ην εκβαδό ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ πνπ πξνθύπηεη λα είλαη αθξηβώο ίζν 

κε ην εκβαδό πνπ νξίδεη ην νινθιήξσκα ηεο f(x) ζην ελ ιόγσ ππνδηάζηεκα). Έηζη ζην ηπραίν i-νζηό 

δηάζηεκα έρνπκε ην γηλόκελν: 

Si = f(μi)Δxi 

 

 

 Αλαιύνληαο ην δηάζηεκα 

νινθιήξσζεο (a,b) ζε λ ππνδηαζηήκαηα 

κήθνπο Δx, κε ηε βνήζεηα ησλ λ+1 

ζεκείσλ: 

 

x0 , x1 , x2 ,  ......  , xv    

 

 

 

 

Τόηε, ην γηλόκελν (ην νξηζκέλν νινθιήξσκα) δίλεηαη από 

ηε ζρέζε: 
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 Αζξνίδνληαο ηα γηλόκελα απηά ππνινγίδνπκε, πξνζεγγηζηηθά, ην νξηζκέλν νινθιήξσκα ηεο 

f(x) ζην δηάζηεκα (a,b), ελώ ε αθξηβήο ηηκή ηνπ πξνθύπηεη όηαλ ην πιήζνο λ ησλ ππνδηαζηεκάησλ 

ηείλεη ζην άπεηξν..   Έρνπκε δειαδή: 

 

 
 

  Καηαιήμακε ινηπόλ ζηε γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο Ι:  Τν 

νξηζκέλν νινθιήξσκα Ι κηαο ζπλερνύο θαη παληνύ ζεηηθήο ζπλάξηεζεο, ζην δηάζηεκα (a,b), είλαη 

ίζν κε ην εκβαδό ηεο επηθάλεηαο πνπ νξίδεηαη από ηελ θακπύιε ηεο f(x), ηνλ άμνλα ησλ x θαη ηηο 

επζείεο x=a θαη x=b. 

 

 Με ηε βνήζεηα ηνπ ζεσξήκαηνο κέζεο ηηκήο είδακε ζην κάζεκα ησλ Μαζεκαηηθώλ Ι ηνπ 1
νπ

 

εμακήλνπ, πσο εάλ ε F(x) είλαη ην αόξηζην νινθιήξσκα ηεο f(x), ηόηε ε ηηκή Ι ηνπ νξηζκέλνπ 

νινθιεξώκαηνο δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 

 
 

 Ιδηόηεηες: 
 

i) Όηαλ ε ζπλάξηεζε πνπ νινθιεξώλεηαη από ην a έσο ην b είλαη παληνύ αξλεηηθή, ηόηε ην 

ηειηθό απνηέιεζκα ηζνύηαη θαη’ απόιπηε ηηκή κε ην αληίζηνηρν εκβαδό, όκσο έρεη αξλεηηθό 

πξόζεκν. 

ii) Εύθνια γίλνληαη θαηαλνεηέο νη ζρέζεηο: 

 

 
 

 
 

iii)  Τέινο, εάλ    ,   ηόηε ην εκβαδόλ (Ε) πνπ νξίδεηαη από ηηο 

παξαζηάζεηο ησλ δύν ζπλαξηήζεσλ θαη ηηο επζείεο  x = α  θαη  x = β,  δίλεηαη από ην 

νινθιήξσκα: 

 

y                              f1(x) 

 

                     E                   f2(x)                               

 

 

              α           β 

 

 

 
 



4 

1.2.3 Η αρηζκεηηθή οιοθιήρωζε. 

 

 Η αξηζκεηηθή νινθιήξσζε πεξηιακβάλεη κεζόδνπο νη νπνίεο πξνζπαζνύλ λα ππνινγίζνπλ 

πξνζεγγηζηηθά ηελ ηηκή ελόο ορηζκέλοσ νινθιεξώκαηνο.  Σπλήζσο θαηαθεύγνπκε ζε ηέηνηεο 

κεζόδνπο ζηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο: 

 

 Όηαλ γλσξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε κε ηε βνήζεηα ελόο πίλαθα ηηκώλ. 

 Όηαλ δελ είλαη δπλαηό λα ππνινγίζνπκε ην αόξηζην νινθιήξσκα ηεο ζπλάξηεζεο πνπ 

νινθιεξώλεηαη. 

 Όηαλ ε θιαζζηθή κέζνδνο νινθιήξσζεο είλαη ηδηαίηεξα δύζθνιε θαη ρξνλνβόξα. 

 

 Ήδε γλσξίζακε κία κέζνδν αξηζκεηηθήο νινθιήξσζεο, ζην θεθάιαην ησλ αλαπηπγκάησλ 

Taylor θαη Mac-Laurin.  Εθεί αληηθαζηζηνύζακε ην κε πνιπσλπκηθό ηκήκα ηεο ππό ην νινθιήξσκα 

ζπλάξηεζεο, κε ην αλάπηπγκά ηνπ, νινθιεξώλνληαο ην αλάπηπγκα πνπ πξνθύπηεη.  Γηα παξάδεηγκα: 

 

3 5

2 4 3 5

3 5 3 5

...
3! 5!

1 ... ...
3! 5! 3!3 5!5

... ...
3!3 5!5 3!3 5!5

x x
x

x x x x x
I dx dx dx x

x x

 
   

    
             

   

   
          
   


   




 


 





   
 

 

 

όπνπ αληηθαηαζηήζακε ηε ζπλάξηεζε εκx κε ην αλάπηπγκά ηεο θαηά Mac-Laurin, έρνληαο ζαλ 

δεδνκέλν πσο ηα ζεκεία α θαη β δελ είλαη πνιύ καθξηά από ην 0. 

 

 

 Σην θεθάιαην απηό ζα εθαξκόζνπκε κηα κέζνδν, ε νπνία ζηεξίδεηαη ζηελ ίδηα αξρή ζηελ 

νπνία ζηεξίδνληαλ ε παξεκβνιή θαη ε αξηζκεηηθή παξαγώγηζε.  Αληηθαζηζηούκε ηε ζσλάρηεζε 

ποσ οιοθιερώλεηαη κε ηο ζσκπηωηηθό ηες ποισώλσκο θαη αληί γηα ηε ζσλάρηεζε 

οιοθιερώλοσκε ηο ποισώλσκο.   

 

 Γηα λα ζπκβνύλ ηα παξαπάλσ ζα πξέπεη λα ππάξρεη ν πίλαθαο ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο.  Εάλ 

απηόο δελ ππάξρεη, ηόηε πξέπεη λα  ηνλ θαηαζθεπάζνπκε.  

 Σηελ επόκελε παξάγξαθν ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε πξσηνβάζκην πνιπώλπκν, πξάγκα πνπ 

ζεκαίλεη πσο ζα «ελώζνπκε» ηα (λ+1) δνζκέλα ζεκεία ηνπ πίλαθα ηηκώλ κε (λ) επζύγξακκα 

ηκήκαηα, δεκηνπξγώληαο έλαλ ηύπν πνπ ιέγεηαη «ηύπνο ηνπ ηξαπεδίνπ». 

 

1.2.3 Οιοθιήρωζε κε ηε κέζοδο ηοσ ηραπεδίοσ. 

 

Υπνζέηνπκε πσο ρσξίδνπκε ην δηάζηεκα νινθιήξσζεο (a,b), ζε λ ππνδηαζηήκαηα, κε ηε 

βνήζεηα λ+1 ζεκείσλ: 

 

(x0,y0=f(x0)) , (x1,y1=f(x1)) , ..., (xv,yv=f(xv)) 
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                       E1     E2      E3                    Ev   

 

                a=x0     x1      x2      x3   ....   xv-1    xv =b  

 

 

 

          
 

 
 

 
 

όπνπ ζέζακε ην h ζηε ζέζε ηνπ θνηλνύ πιάηνπο ησλ ππνδηαζηεκάησλ: 

 

h = xj+1 - xj   

 

 Παραηερήζεης: 

 

i) Όζν κηθξόηεξν είλαη ην πιάηνο h ησλ ππνδηαζηεκάησλ (ην νπνίν ην νλνκάζακε πξνεγνπκέλσο 

ζαλ βήκα ηνπ πίλαθα ηηκώλ θαη ε επηινγή ηνπ h ζαλ ζηαζεξό γηα όινλ ηνλ πίλαθα ζεκαίλεη 

πσο έρνπκε πίλαθα ηζαπερόλησλ νξηζκάησλ), ηόζν αθξηβέζηεξνο είλαη ν πξνζεγγηζηηθόο 

ππνινγηζκόο ηνπ νινθιεξώκαηνο. 

ii) Όηαλ νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο yi  είλαη αξλεηηθέο, ηόηε ε ηηκή ηνπ νινθιεξώκαηνο πνπ 

ππνινγίδεηαη από ηνλ ηύπν ηνπ ηξαπεδίνπ είλαη θη’απηή αξλεηηθή. 

iii) Όηαλ ε ζπλάξηεζε πνπ νινθιεξώλεηαη, ζην δηάζηεκα νινθιήξσζεο (α,β), ζηξέθεη ηα θνίια 

πξνο ηα θάησ (άλσ), ν ηύπνο ηνπ ηξαπεδίνπ δίλεη κία ηηκή κηθξόηεξε (κεγαιύηεξε) ηεο  

πξαγκαηηθήο. 

 

            y 

  .                                                        f(x) 

 

 

 

 

                 α                β                   γ      x 

 

y2   
 

y1 

y0 

 Ελώλνληαο ηα ζεκεία απηά 

(αληηθαζηζηώληαο δειαδή ζην 

ελδηάκεζν ηε ζπλάξηεζε κε 

επζύγξακκα ηκήκαηα - πξσηνβάζκηα 

πνιπώλπκα), δεκηνπξγνύκε λ ηξαπέδηα. 

 

 Θεσξνύκε πσο ε ηηκή ηνπ 

αόξηζηνπ νινθιεξώκαηνο δίλεηαη 

πξνζεγγηζηηθά από ην άζξνηζκα ησλ 

εκβαδώλ ησλ ηξαπεδίσλ: 

 

 

Πξάγκαηη, παξαηεξνύκε πσο ζην 

δηάζηεκα (α,β) ν ηύπνο ηνπ ηξαπεδίνπ δελ 

ιακβάλεη ππ’ όςε ηνπ όιν ην «εκβαδόλ» πνπ 

ππάξρεη αλάκεζα ζηελ ηεζιαζκέλε γξακκή 

θαη ζηελ θακπύιε ηεο f, ελώ αληίζεηα, ζην 

δηάζηεκα (β,γ), όπνπ ηα θνίια ζηξέθνληαη 

πξνο ηα άλσ, πξνζζέηεη ζην νινθιήξσκα ην 

αληίζηνηρν εκβαδόλ.  
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1.2.3 Οη ηύποη ηοσ Cotes. 

 

 Η γελίθεπζε ηεο κεζόδνπ ηνπ ηξαπεδίνπ αλαθέξεηαη  

 ζηελ αληηθαηάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) πνπ νινθιεξώλεηαη, από ην ζπκπησηηθό 

πνιπώλπκν, π(xk), πνπ αληηζηνηρεί ζηηο ηηκέο ηνπ πίλαθα,   θαη  

 ζηελ νινθιήξσζε ηνπ πνιπσλύκνπ απηνύ.    

 

Ο Cotes ζπζηεκαηνπνίεζε ηε κέζνδν απηή.  Υπνιόγηζε ηνλ ηύπν πνπ πξνθύπηεη θαηά ηελ 

νινθιήξσζε πξσηνβαζκίσλ πνιπσλύκσλ (… θαη θαηέιεμε ζηνλ ηύπν ηνπ ηξαπεδίνπ), θαζώο θαη 

ηνλ ηύπν πνπ πξνθύπηεη από ηελ νινθιήξσζε πνιπσλύκσλ 2νπ, 3νπ, 4νπ θαη 6νπ βαζκνύ.   

 Υπνιόγηζε δειαδή (κέζσ ηνπ ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ ηνπ Newton), ην νινθιήξσκα: 

 

 
 

ην νπνίν νινθιεξώλεη έλα δηάζηεκα (α,β), ρσξηζκέλν ζε λ ππνδηαζηήκαηα ίζνπ κήθνπο (h), κε 

ηε βνήζεηα λ+1 ηζαπερόλησλ ζεκείσλ:  α=x0, x1, x2, … , xλ-1, xλ=β.    Είλαη θαλεξό πσο ην 

ζπκπησηηθό πνιπώλπκν απηό, πνπ αληηζηνηρεί ζηα λ+1 απηά ζεκεία ζα είλαη λ-νπ βαζκνύ. 

 Όκσο ην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν ηνπ Newton: 

 

 
 

ρξεζηκνπνηεί ζαλ κεηαβιεηή ηνλ δείθηε k αληί ηεο ππάξρνπζαο κεηαβιεηήο xk, ζύκθσλα κε ηνλ 

ηύπν αιιαγήο κεηαβιεηήο:  k=(xk-x0)/k.  Φπζηθά, ε αιιαγή κεηαβιεηήο πξνθάιεζε θαη ηελ 

αληίζηνηρε αιιαγή ηνπ δηαθνξηθνύ: 

 

 
 

θαζώο θαη ησλ νξίσλ νινθιήξσζεο.   Έρνπκε ινηπόλ: 

 

 
 

 Αο επηιύζνπκε ινηπόλ ην πην πάλσ νινθιήξσκα γηα ηελ πεξίπησζε πξσηνβαζκίνπ 

πνιπσλύκνπ, θζάλνληαο ζηνλ ηύπν ηνπ ηξαπεδίνπ: 

 

     

   

1 1

0 0

11 2

0 0 0 0

0 0

0 0 0 1 0 0 1

2

1 1
0

2 2 2

x x

k k

x x

k
f x dx p x dx h y k y dk h y k y

h
h y y h y y y y y

 
          

 

   
           

   

  
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Εάλ ην δηάζηεκα νινθιήξσζεο ρσξίδεηαη ζε λ ππνδηαζηήκαηα, κέζσ ησλ ηζαπερόλησλ 

ζεκείσλ:  α=x0, x1, x2, … , xλ-1, xλ=β, ζα πξέπεη λα εθαξκόζνπκε λ θνξέο ηνλ παξαπάλσ ηύπν: 

 

 

 

 
 

     
 

     
 

θαηαιήγνληαο ζηνλ ηύπν ηνπ ηξαπεδίνπ. 

 

 

 

 Θεωρεηηθή Άζθεζε: Αθνινπζώληαο ηελ πξνεγνύκελε κέζνδν λα απνδείμεηε πσο εάλ 

νινθιεξώζνπκε ην δεπηεξνβάζκην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν ηνπ Newton, ζα θαηαιήμνπκε ζηνλ 

ηύπν: 

 

 
 

    
 

 

 

 

 Ορηζκός θαη οη ηύποη: Οινθιεξώλνληαο ην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν ηνπ λ-νζηνύ βαζκνύ, 

ρξεζηκνπνηώληαο λ+1 ζεκεία (ηα x0, x1, x2, .... , xv), θαηαιήγνπκε ζηελ ηύπν: 

 

 
 

 

όπνπ νη ζπληειεζηέο C θαη ci , θαζώο θαη ην κέγηζην ζθάικα απνθνπήο ηνπ θάζε ηύπνπ, 

δίλνληαη από ηνλ παξαθάησ πίλαθα: 
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λ C c0        c1        c2        c3         c4        c5         c6 
Σθάικα 

απνθνπήο 

 

1 

2 

3 

4 

6 

 

 

1/2 

1/3 

3/8 

2/45 

1/140 

 

      1         1 

      1         4         1 

      1         3         3         1 

      7        32       12       32        7 

     41      216      27      271      27      216       41 

 

-(h
3
/12)y’’(μ) 

-(h
5
/90)y

(4)
(μ) 

-(3h
5
/80)y

(4)
(μ) 

-(8h
7
/945)y

(6)
(μ) 

-(9h
9
/1400)y

(8)
(μ) 

 

 

 

 Παραηερήζεης: 
 

 Τν ζθάικα απνθνπήο δείρλεη λα κεηώλεηαη, όζν ν βαζκόο ηνπ πνιπσλύκνπ απμάλεηαη, ηδηαίηεξα 

εάλ ην πιάηνο h ησλ ππνδηαζηεκάησλ ζηα νπνία ρσξίδεηαη ην δηάζηεκα νινθιήξσζεο είλαη 

κηθξόηεξν ηεο κνλάδαο. 

 Οη ηύπνη ηνπ ζθάικαηνο πεξηέρνπλ ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο πνπ νινθιεξώλεηαη, ζε 

θάπνην ζεκείν μ πνπ είλαη ζπλήζσο άγλσζην.   Γηα ην ιόγν απηό επηιέγνπκε ζαλ μ, ην ζεκείν ηνπ 

δηαζηήκαηνο νινθιήξσζεο γηα ην νπνίν κεγηζηνπνηείηαη ε ηηκή ηεο παξαγώγνπ (δειαδή 

δπζκελέζηεξν γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ ζθάικαηνο). 

 Αο ππνζέζνπκε πσο επηιέμακε ηνλ ηύπν γηα λ=4, θαη όηη γλσξίδνπκε ηελ ηηκή ηεο 6εο παξαγώγνπ 

ζηνλ ηύπν ηνπ ζθάικαηνο.  Εμηζώλνληαο ην κέγηζην απηό ζθάικα, κε ηελ απαηηνύκελε αθξίβεηα 

πξνθύπηεη κία νξηαθή ηηκή γηα ην πιάηνο h ησλ ππνδηαζηεκάησλ.   Εάλ ην ηειηθό h πνπ 

επηιέγνπκε είλαη κηθξόηεξν ηνπ νξηαθνύ, ηόηε ην απνηέιεζκα ηεο νινθιήξσζεο ζα είλαη κέζα 

ζηα πιαίζηα ηεο απαηηνύκελεο αθξίβεηαο. 

 Εάλ ην δηάζηεκα νινθιήξσζεο είλαη ηδηαίηεξα κεγάιν, αλαγθαδόκαζηε λα πεξάζνπκε ηνλ ηύπν 

νινθιήξσζεο πεξηζζόηεξεο από κία θνξέο (όπσο ζα δνύκε ζηα επόκελα παξαδείγκαηα).  Γηα 

παξάδεηγκα, ν ηύπνο ηνπ Cotes γηα λ=2, ηνλ νπνίν δείμακε ζηελ πξνεγνύκελε ζεσξεηηθή άζθεζε, 

εάλ επαλαιεθζεί 3 θνξέο γίλεηαη:  
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 Τρόπος δοσιεηάς: 

 

 Αξρηθά ζα ππνζέζνπκε πσο πξέπεη λα νινθιεξώζνπκε κηα ζπλάξηεζε f, ε νπνία δίλεηαη κε 

έλαλ πίλαθα ηηκώλ.   Η ζπλέρεηα εμαξηάηαη από ην πιήζνο ησλ ζεκείσλ ηνπ πίλαθα πνπ ππάξρνπλ ζην 

εζσηεξηθό ηνπ δηαζηήκαηνο νινθιήξσζεο.   Εάλ γηα παξάδεηγκα νινθιεξώλνπκε από ην x0  κέρξη ην 

x6, ηόηε ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ ηύπν λ=6.  Αληίζεηα, εάλ νινθιεξώλνπκε από ην x0  έσο ην x9, ηόηε καο 

βνιεύεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε δύν θνξέο ηνλ ηύπν γηα λ=4  (κία θνξά από ην x0  έσο ην x5, θαη κία 

δεύηεξε από ην x5  έσο ην x9).   

Γεληθά, απνθεύγνπκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 2 είδε ηύπσλ, κηα θαη ην άζξνηζκα ησλ 

απνηειεζκάησλ ζα έρεη ζαλ αθξίβεηα, απηήλ ηνπ πην αλαθξηβνύο απνηειέζκαηνο.  Έηζη, όηαλ έρνπκε 

9 ζεκεία πξνηηκνύκε λα επαλαιάβνπκε 2 θνξέο ηνλ ηύπν ηνπ Cotes γηα λ=4, παξά κηα θνξά ηνλ ηύπν 

ηνπ λ=6 θαη άιιε κία απηόλ ηνπ λ=3. 

 

 Αληίζεηα, όηαλ ε ππό νινθιήξσζε ζπλάξηεζε νξίδεηαη κε καζεκαηηθό ηύπν, ηόηε είκαζηε 

ππνρξεσκέλνη λα δεκηνπξγήζνπκε ηνλ πίλαθα ηηκώλ.  Κάλνπκε ινηπόλ ηηο παξαθάησ εξγαζίεο: 

 

 Επηιέγνπκε ησλ ηύπν ηνπ Cotes  κε ηνλ νπνίν ζα εξγαζηνύκε (ζπλήζσο ηνλ αθξηβέζηεξν 

λ=6). 

 Υπνινγίδνπκε ηελ νξηαθή ηηκή (hνξ) ηνπ βήκαηνο ηνπ πίλαθα ηηκώλ. 

 Δεκηνπξγνύκε έλαλ πίλαθα ηηκώλ, ηνπ νπνίνπ ην πιήζνο ησλ ζεκείσλ ηνπ δίλεηαη από ηνλ 

ηύπν: 

j = θ*λ + 1 

 όπνπ λ είλαη ε ηάμε ηνπ ηύπνπ πνπ ρξεζηκνπνηνύκε,  ελώ  ην  θ  ηζνύηαη κε  

 ην πιήζνο ησλ θνξώλ  πνπ  επαλαιακβάλνπκε  ηνλ ηύπν.   Πξνθαλώο, ηα  j  

 ζεκεία νξίδνπλ j-1 (=θ*λ) ππνδηαζηήκαηα ησλ νπνίσλ ην πιάηνο είλαη: 

h = (b-a)/(θ*λ) 

 Υπνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ νινθιεξώκαηνο από ηνλ ηύπν ηνπ Cotes. 

 

 

 

 

 

 Παράδεηγκα 1ο. 
  

 

xk 

 

yk 

. 

 

0 

 

0,00000 

0,5 0,38940 

1 0,36788 

1,5 0,15810 

2 

. 

0,03663 

 

 

 

 Σην δηπιαλό πίλαθα εκθαλίδεηαη ν πίλαθαο ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο f.   

Να ππνινγηζζεί ην νινθιήξσκα: 

 
i) Με ηε βνήζεηα ηνπ ηύπνπ ηνπ ηξαπεδίνπ. 

ii) Όζν ην δπλαηόλ αθξηβέζηεξα. 

iii) Εάλ ε ζπλάξηεζε πνπ νινθιεξώλεηαη είλαη ε: 

   f(x) = 
2
xxe  

 λα ππνινγίζεηε ην ζρεηηθό ζθάικα ησλ ππνινγηζκώλ. 
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 Λύζε. 

 

    i) Αξρηθά ππνινγίδνπκε κε ηνλ ηύπν ηνπ ηξαπεδίνπ: 

 

 Ι =(h/2)*[ f(0) + 2f(0,5) + 2*f(1) + 2 f(1,5) + f(2) ] = 

    = (0,25)*1,86739 = 0,46685 

 

   ii) Εθ’όζνλ έρνπκε ζηε δηάζεζή καο πέληε ζεκεία, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ηύπν γηα 

λ=4: 

 

 Ι = (2h/45)*[7f(0) + 32f(0,5) + 12*f(1) + 32 f(1,5) + 7f(2) ] = 

    =  (1/45)*22,19095 = 0,49313 

 

iv) Οινθιεξώλνληαο ζεσξεηηθά έρνπκε: 

 

 
 

 
 

νπόηε έρνπκε ηα ζρεηηθά ζθάικαηα: 

 

 γηα λ=1         ζζρ = 100(0,49084-0,46685)/ 0,49084 = 4,89 % 

 

 γηα λ=4         ζζρ = 100(0,49084-0,49313)/ 0,49084 = 0,47 % 

 

 Τειεηώλνληαο, αμίδεη λα παξαηεξήζνπκε πσο ν ηύπνο γηα λ=4  είλαη αθξηβέζηεξνο ηνπ ηύπνπ 

ηνπ ηξαπεδίνπ, παξ’ όινλ όηη θαη νη δύν ηύπνη απαηηνύλ ην ίδην πιήζνο πξάμεσλ. 

 

 

 

 Παράδεηγκα 2ο. 

 

 Να ππνινγηζζεί αξηζκεηηθά ην νινθιήξσκα: 

κε αθξίβεηα ε=0,0001, όηαλ δίλεηαη πσο    

      f
(8)

(μ)   1500. 

 

 Λύζε. 

 

 Αξρηθά λα ηνλίζνπκε πσο έλαο εύθνινο ηξόπνο γηα ηελ εθηίκεζε ηεο 8
εο

 παξαγώγνπ ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x) πνπ νινθιεξώλεηαη ζηεξίδεηαη ζηελ ρξήζε ηεο 8
εο

 δηαθνξάο, από ηνλ πίλαθα 

δηαθνξώλ, κέζσ ηνπ ηύπνπ: 

  
8

(8) 0

8

y
f x

h


  
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Να παξαηεξήζνπκε όκσο πσο γηα λα βξνύκε ηελ 8
ε
 δηαθνξά είκαζηε ππνρξεσκέλνη λα 

ζπκπεξηιάβνπκε ζηνλ πίλαθα ηηκώλ ηεο f  9 ηηκέο, θαη γηα λα αληηζηνηρεί ε δηαθνξά ζηελ ηηκή y0 ζα 

πξέπεη λα ππνινγίζνπκε κία ηηκή πξηλ ην x0 (έζησ ην x-1) θαη κία κεηά ην x6 (έζησ x7). 

 

   (i) Ξεθηλνύκε κε ηνλ ππνινγηζκό ηνπ νξηαθνύ βήκαηνο ηνπ πίλαθα, έηζη ώζηε λα 

επηηεπρζεί ε απαηηνύκελε αθξίβεηα: 

 

(9h
9
/1400)*y

(8)
(μ)   (9h

9
/1400)*1500 = 0,0001  

 

απ’όπνπ πξνθύπηεη:     h   0,2794 , πξάγκα πνπ ζεκαίλεη πσο επηιέγνληαο ην βήκα ηνπ πίλαθα 

κηθξόηεξν ηνπ 0,28 ζα επηηύρνπκε ηελ αθξίβεηα πνπ καο δεηείηαη. 

 

(ii) Επηιέγνπκε ηνλ ηύπν ηνπ Cotes γηα λ=6.  Εάλ ηνλ εθαξκόζνπκε κία κόλν θνξά πάλσ ζην 

δηάζηεκα νινθιήξσζεο (0,2), ηόηε ζα ην ππνδηαηξέζνπκε ζε 6 ππνδηαζηήκαηα, νπόηε ην βήκα ηνπ 

πίλαθα ζα είλαη:   h=(b-a)/6=2/6=0,33333 , ην νπνίν μεπεξλά ην νξηαθό βήκα πνπ ππνινγίζακε ζηελ 

πξνεγνύκελε παξάγξαθν.   Αλαγθαδόκαζηε ινηπόλ λα εθαξκόζνπκε δύν θνξέο ηνλ ηύπν, νπόηε: 

 

h = (b-a)/(2*6) = 1/6   (  hνξ  δεθηό!) 

 

   (iii) Δεκηνπξγνύκε ζηε ζπλέρεηα ηνλ πίλαθα ηηκώλ, κε ηε βνήζεηα ηνπ νπνίνπ 

ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ νινθιεξώκαηνο. 

 

 
 

   =  (h/140)*[ 41y(0)+216y(1/6)+27y(2/6)+272y(3/6)+ 

              +27y(4/6)+216y(5/6)+41y(1) ] + 

     + (h/140)*[ 41y(1)+216y(7/6)+27y(8/6)+272y(9/6)+ 

              +27y(10/6)+216y(11/6)+41y(2) ] = 

 

    =  (h/140)*[ 41y(0)+216y(1/6)+ ..... +82y(1)+ 

                         +216y(7/6)+ ..... + 41y(2) ] = 

 

    =[(1/6)/140] * 412,30867 = 0,49084 

 

 Σπγθξίλνληαο ην απνηέιεζκα απηό κε ην αθξηβέο 

απνηέιεζκα πνπ ππνινγίζακε ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα, 

δηαπηζηώλνπκε πσο ε αθξίβεηα ηνπ πξνζεγγηζηηθνύ ππνινγηζκνύ 

είλαη απόιπηε. 

  

Πίλαθαο ηηκώλ 

 

xk yk. 

0 0 

1/6 0,16210 

2/6 0,29828 

3/6 0,38940 

4/6 0,42745 

5/6 0,41613 

1 0,36788 

7/6 0,29911 

8/6 0,22535 

9/6 0,15810 

10/6 0,10363 

11/6 0,06361 

2 0,03663 
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1.2.3 Εθαρκογή ζηο Excel. 

 

 Αμίδεη λα πξνζπαζήζνπκε λα θαζνξίζνπκε κε ηέηνην ηξόπν ην θύιιν εξγαζίαο καο, έηζη ώζηε 

λα κπνξνύκε εύθνια λα κεηαβάιινπκε ην πιήζνο θ ησλ θνξώλ επαλάιεςεο ηνπ ηύπνπ. 

 Αο ππνζέζνπκε πσο ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ην επόκελν νινθιήξσκα: 

4

0

x xdxI


    

 

 Η κνξθή ηνπ θύιινπ εξγαζίαο ζα είλαη θαηά βάζε ε επόκελε (πηνζεηνύκε k=1): 

 

 A B C D E F 

1       

2  α= 0    

3  β= 12,56637061 h= =(C3-C2)/(6*C4)  

4  θ= …    

5       

6  x f(x) Σπλ/ζηεο  c c*f(x)  

7       

8  αξρ.ηηκή α Η ηηκή ηεο 41 Τα γηλόκελα  

9  πξνεγ.+ h ζπλάξηεζεο 216 πνπ ζα  

10  θ.ι.π. πνπ 27 αζξνηζηνύλ  

11   αληηζηνηρεί 272   

12   ζηα δηπιαλά x 27   

13    216   

14    82   

15    216   

16    27   

…    …   

…    41   

…  ..... ..... ..... .....  

…     Άζξνηζκα  

…       

…  Τει.απνηέι. ....    

…       

 

 

 Εάλ νη πξάμεηο ηνπνζεηεζνύλ ζσζηά ζην θύιιν εξγαζίαο, ηόηε ην ηειηθό απνηέιεζκα ζα είλαη:       

Ι = -21,98.      Τν αθξηβέο όκσο απνηέιεζκα είλαη ίζν κε Ιαθξ. = -12,566.   Δηαπηζηώλνπκε ινηπόλ πσο ε 

πξνζέγγηζε πνπ επηηύρακε είλαη θάθηζηε.   Γηα λα εξκελεύζνπκε απηό ην πξνζεγγηζηηθό ζθάικα 

παξαηεξνύκε αξρηθά ην βήκα νινθιήξσζεο (h=2,09)  ην νπνίν είλαη ηεξάζηην.    Σηε ζπλέρεηα θάλνπκε 

ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ππό νινθιήξσζε ζπλάξηεζεο ζηεξηδόκελνη ζηα επηά ζεκεία ηνπ πίλαθα 

νινθιήξσζεο. 
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 Σηελ αξηζηεξή από ηηο δύν επόκελεο γξαθηθέο παξαζηάζεηο εκθαλίδνληαη ηα επηά ζεκεία 

νινθιήξσζεο ηεο ζπλάξηεζεο  f(x)=xεκx.   Παξαηεξνύκε πσο ηα ζεκεία απηά δπζθνιεύνληαη λα 

εθθξάζνπλ ηελ ππό νινθιήξσζε ζπλάξηεζε.   Σηε δεμηά γξαθηθή παξάζηαζε παξαηεξνύκε ην 

πνιπώλπκν έθηνπ βαζκνύ πνπ νξίδεηαη από ηα πξνεγνύκελα επηά ζεκεία.    Η πξνζέγγηζε ηώξα είλαη 

εκθαλώο θαιύηεξε αιιά θαη πάιη απέρεη από ηελ αθξηβή ιύζε. 

 

Ôá 7 óçì åßá ôçò óõí Üñôçóçò

-12

-8

-4

0

4

8

0 5 10 15

×

Ø

 

Ôï  ð ï ëõþ í õì ï  6ï õ âáèì ï ý

-12

-8

-4

0

4

8

0 5 10 15

×

Ø

 
 

Τα επηά ζεκεία ηεο ζπλάξηεζεο πνπ νινθιεξώλεηαη (αξηζηεξά) 

θαη ην πνιπώλπκν 6νπ βαζκνύ πνπ ηα πξνζεγγίδεη (δεμηά). 

 
 Αληίζεηα, εάλ εθαξκόζνπκε ηξείο θνξέο ηνλ ηύπν νινθιήξσζεο (εάλ 

δειαδή δηακειίζνπκε ζε 18 ππνδηαζηήκαηα ην δηάζηεκα νινθιήξσζεο, κε ηε 

βνήζεηα 19 ζεκείσλ) ηόηε ππνινγίδνπκε ηελ πξνζεγγηζηηθή ηηκή ηνπ 

νινθιεξώκαηνο: 

 

Ι = -12,568   αληί ηοσ αθρηβούς    Ιαθρ. = -12,566 

 

 Γηα επθνιία ελνπνηνύκε ηνλ ηειεπηαίν ζπληειεζηή ηνπ πξώηνπ 

πεξάζκαηνο κε ηνλ πξώην ηνπ δεύηεξνπ, όπσο θαη ηνλ ηειεπηαίν ζπληειεζηή ηνπ 

δεύηεξνπηνπ πεξάζκαηνο κε ηνλ πξώην ηνπ ηξίηνπ.   Αληί λα έρνπκε δειαδή: 

 

[41y0+...+216y5+41y6] + [41y6+...+216y11+41y12] +[41y12+...+216y17+41x18]  

 

έρνπκε: 

 

[41y0+...+216y5+82y6+...+216y11+82y12+...+216y17+41x18] 

 

όπσο δείρλεη θαη ν δηπιαλόο πίλαθαο. 

 Σπλη/

ζηέο 

41 

216 

27 

272 

27 

216 

82 

216 

27 

... 

216 

82 

216 

27 

... 

216 

41 

 

 

 Τα παξαθάησ γξαθήκαηα θαλεξώλνπλ ην «κπζηηθό ηεο επηηπρίαο».   Παξαηεξνύκε πσο ε 

πξνζέγγηζε ηεο ζπλάξηεζεο  f(x)=xεκx  κε ηε βνήζεηα ησλ 19 ζεκείσλ είλαη πνιύ αθξηβέζηεξε, νπόηε 
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θαη ηα ηξία πνιπώλπκα 6νπ βαζκνύ πνπ πξνζαξκόδνληαη πάλσ ζ’απηά αθνινπζνύλ πηζηά ηε 

ζπλάξηεζε.   Με ηνλ ηξόπν απηό επηηπγράλεηαη έλα αθξηβέζηαην απνηέιεζκα. 

 

Ôá 19 óçì åßá ôçò óõí Üñôçóçò

-12

-8

-4

0

4

8

0 2 4 6 8 10 12 14

×

Ø

 

Ç ð ï ëõù í õì éêÞ óõí Üñôçóç

-12

-8

-4

0

4

8

0 2 4 6 8 10 12 14

×

Ø

 
 

Τα 19 ζεκεία ηεο ζπλάξηεζεο πνπ νινθιεξώλεηαη (αξηζηεξά)  

θαη ηα ηξία πνιπώλπκα 6νπ βαζκνύ πνπ ηα πξνζεγγίδνπλ (δεμηά). 

 

 

 Να παξαηεξήζνπκε πσο επαλαιακβάλνληαο κεξηθέο θνξέο ηνλ ηύπν ηνπ Cotes, επηηπγράλνπκε 

εληππσζηαθή αθξίβεηα.   Τν πόζεο επαλαιήςεηο ρξεηάδνληαη ππνινγίδεηαη ζεσξεηηθά από ηνλ ηύπν ηνπ 

ζθάικαηνο.   Σηελ πξάμε, γηα ηηο ηξέρνπζεο αλάγθεο, θαη εθ’όζνλ πξόθεηηαη γηα ζπλαξηήζεηο πνπ δελ 

έρνπλ πνιύ γξήγνξεο θαη κεγάιεο απμνκεηώζεηο ηηκώλ, αξθεί λα δηαηεξνύκε έλα βήκα h κηθξόηεξν ηνπ 

0,5. 

 Τέινο, λα παξαηεξήζνπκε πσο ηδηαίηεξε πξνζνρή ρξεηάδεηαη ε νινθιήξσζε ζπλαξηήζεσλ πνπ 

ηαιαληώλνληαη γύξσ από ηνλ άμνλα ησλ ρ (νπόηε ην νινθιήξσκά ηνπο είλαη θνληά ζην κεδέλ).   Σηελ 

πεξίπησζε απηή ην ζρεηηθό ζθάικα ηνπ απνηειέζκαηνο κπνξεί λα γίλεη πνιύ κεγάιν. 

 

  

  


