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• Σο παρόν εκπαιδεσηικό σλικό σπόκειηαι ζε άδειες 

τρήζης Creative Commons.  

 

• Για εκπαιδεσηικό σλικό, όπως εικόνες, ποσ σπόκειηαι 

ζε άλλοσ ηύποσ άδειας τρήζης, η άδεια τρήζης 

αναθέρεηαι ρηηώς.  
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Χπημαηοδόηηζη 

 

 

 

 

• Σο παρόν εκπαιδεσηικό σλικό έτει αναπηστθεί ζηα 

πλαίζια ηοσ εκπαιδεσηικού έργοσ ηοσ διδάζκονηα. 

• Σο έργο «Ανοικηά Ακαδημαϊκά Μαθήμαηα ζηο ΣΔΙ 

Κενηρικής Μακεδονίας» έτει τρημαηοδοηήζει μόνο 

ηη αναδιαμόρθωζη ηοσ εκπαιδεσηικού σλικού.  

• Σο έργο σλοποιείηαι ζηο πλαίζιο ηοσ Δπιτειρηζιακού 

Προγράμμαηος «Δκπαίδεσζη και Για Βίοσ Μάθηζη» 

και ζσγτρημαηοδοηείηαι από ηην Δσρωπαϊκή Ένωζη 

(Δσρωπαϊκό Κοινωνικό Σαμείο) και από εθνικούς 

πόροσς. 
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Ορισμοί: 

 Μεταφορικι δυςκαμψία (αντίςταςθ) ενόσ ςυςτιματοσ για μετατόπιςθ ςτθ διεφκυνςθ x-x, kx(kN/m) = θ 
ςτατικι δφναμθ Px που απαιτείται να εφαρμοςκεί ϊςτε να προκλθκεί μοναδιαία μετατόπιςθ ux(m). 

 ΢τροφικι δυςκαμψία (αντίςταςθ) ενόσ ςυςτιματοσ για ςτροφι γφρω από άξονα y-y, kθ,y(kNm/rad) = θ 
ςτατικι ροπι  My που απαιτείται να εφαρμοςκεί ϊςτε να προκλθκεί μοναδιαία ςτροφι κy(rad). 

 

Εφαρμογές 

(I) Να υπολογιςκεί θ μεταφορικι  δυςκαμψία του προβόλου του ςχιματοσ 1 με φψοσ h = 4.0 m και τετραγωνικι 
διατομι 40x40 (ςε cm). Δίνεται: Ε = 21∙106 kN/m2 
(II) Για τθν αφξθςθ τθσ δυςκαμψίασ του προθγοφμενου προβόλου προςτίκεται οριηόντιο ελατιριο δυςτζνειασ k0 
(ςχ.2). Να προςδιοριςκεί θ ςτακερά k0 ϊςτε θ ςυνολικι δυςκαμψία του φορζα να ιςοφται με ktot = 3000 kN/m. 
(IΙI) Αν αντί για ελατιριο χρθςιμοποιθκοφν δφο οριηόντια ςυμμετρικά καλϊδια (ςχ.3) μικουσ L= 2.0 m, κυκλικισ 
διατομισ με διάμετρο d και από υλικό με μζτρο ελαςτικότθτασ Ε = 21*106 kN/m2, να υπολογιςκεί θ διάμετροσ d 
ϊςτε θ ςυνολικι δυςκαμψία του φορζα να ιςοφται με ktot = 3000 kN/m. 
(IV) Να επαναλθφκοφν οι υπολογιςμοί του προθγοφμενου ερωτιματοσ αν τα καλϊδια ςτθρίηονται ςτο ζδαφοσ 
(ςχ.4).  
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Σχ-1 
 
 
 
 
 
 
 

Σχ-2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Σχ-3 

 
 
 
 
 

 
Σχ-4 

 
 
 
 
(V) 

 
(a) K = k1+k2   (b) K = (k1·k2)/(k1+k2)   (c) K = k3·(k1+k2)/(k1+k2+k3) 
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(VI) 

 
 

 
Σταθερό EI       (a) k = 0.0417·EI   (b) k = 0.121·EI      (c) k = 0.538·EI 
 
 
 
 
(VIΙ) 

 
   € K = 48·EI/L3 = 2·3EI/(L/2)3  (f) K = 192·EI/L3 = 2·12EI/(L/2)3 
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ΛΥΣΕΙΣ 

(I) Να υπολογιςκεί θ μεταφορικι  δυςκαμψία του προβόλου του ςχιματοσ με φψοσ 
h = 4.0 m και τετραγωνικι διατομι 40x40 (ςε cm). 
Δίνεται: Ε = 21∙106 kN/m2 
 

Η δυςκαμψία k  = δφναμθ P που προκαλεί μοναδιαία μετατόπιςθ τθσ κορυφισ. 
Μ(x) = ΕΙ*κ(x) =  P*(h-x), x = απόςταςθ από πάκτωςθ, κ(x) = καμπυλότθτα  
EI*φ(x) = ∫ ΕΙ*κ(x)dx =  ∫ P*(h-x)dx = P*(hx-x2/2)+c, φ(x) = ςτροφι. φ(0) = 0  c = 0 
EI*v(x) = ∫ ΕΙ*φ (x)dx = P*(h x2/2-x3/6)+c, v(x) = μετατόπιςθ. v(0) = 0  c = 0 
EI*v(h) = P*h3/3  Για v(h) = 1, P = k = 3∙E∙I/h3 = 3∙(21∙106)∙(0.44/12)/43 = 2100 kN/m 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

(II) Για τθν αφξθςθ τθσ δυςκαμψίασ του προθγοφμενου προβόλου προςτίκεται 
οριηόντιο ελατιριο δυςτζνειασ k0. Να προςδιοριςκεί θ ςτακερά k0 ϊςτε θ ςυνολικι 
δυςκαμψία του φορζα να ιςοφται με ktot = 3000 kN/m.  
 
Ktot = k + k0 = 2100 + k0 = 3000   k0 = 900 kN/m 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

(III) Αν αντί για ελατιριο χρθςιμοποιθκοφν δφο οριηόντια 
ςυμμετρικά καλϊδια μικουσ L= 2.0 m, κυκλικισ διατομισ με 
διάμετρο d και από υλικό με μζτρο ελαςτικότθτασ Ε = 21*106 
kN/m2, να υπολογιςκεί θ διάμετροσ d ϊςτε θ ςυνολικι 
δυςκαμψία του φορζα να ιςοφται με ktot = 3000 kN/m. 
 
Σα καλϊδια αντιςτζκονται μόνο ςε εφελκυςμό, οπότε ανά πάςα 
ςτιγμι μόνο ζνα καλϊδιο ςυμμετζχει ςτθν αντίςταςθ 
(δυςκαμψία) του φορζα.  
Αν θ αντίςταςθ του καλωδίου τεκεί ωσ kc, ζχουμε και πάλι  
Ktot = k + kc = 2100 + kc = 3000   kc = 900 kN/m 
Εξ’ οριςμοφ, θ παραπάνω αντίςταςθ κα ιςοφται με τθν δφναμθ 
που αναπτφςςεται ςτο καλϊδιο για μοναδιαία μετατόπιςθ του 
άκρου του.  
Από το μάκθμα τθσ Αντοχισ ζχουμε ότι για καλϊδιο μικουσ L και 
εμβαδοφ διατομισ Α,  θ δφναμθ που προκαλεί μικυνςθ καλωδίου 
κατά δL, είναι:   S = (E∙A/L)∙δL  
Για δL = 1,  S = k = E∙A/L= (21∙106) ∙Α /2.0 = 900   

Α = 28.571∙10-5 m2 = (π∙d2/4)  d = 0.01 m = 1cm. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

(IV) Να επαναλθφκοφν οι υπολογιςμοί του προθγοφμενου 
ερωτιματοσ αν τα καλϊδια ςτθρίηονται ςτο ζδαφοσ.  
 
(α) Σο μικοσ καλωδίου L’ = (42+22)1/2 = 4.472 m  
(β) Η δυςκαμψία αφορά οριηόντια μετακίνθςθ κορυφισ. Η 
δφναμθ καλωδίου όμωσ δεν είναι πλζον οριηόντια, οπότε μασ 
ενδιαφζρει θ ςυνιςτϊςα Sx = S∙cosκ.  
(γ) Η μοναδιαία οριηόντια μετακίνθςθ, αντιςτοιχεί ςε μικυνςθ 
καλωδίου δL = 1∙cosκ.  
(δ) S = (E∙A/L’)∙1∙cosκ  kc = Sx = (E∙A/L’)∙cosκ2 = 900 kN/m 
Εδϊ tanκ = 4/2 = 2  κ = 1,107 rad  cosκ = 0.447  A = 
(900∙4.472)/(21∙106∙0.4472)= 9.59∙10-4m2 =(π∙d2/4)  d =3.5cm 

 
 
 

 
 

 

(V) 
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(a) K = k1+k2   (b) K = (k1·k2)/(k1+k2)   (c) K = k3·(k1+k2)/(k1+k2+k3) 
 

 

(VI) 

 
 

 
Σταθερό EI   (a) k = 0.0417·EI  (b) k = 0.121·EI   (c) k = 0.538·EI 
 

 
΢χόλιο-1: ΢τισ περιπτϊςεισ (a) & (b) οι ςτφλοι 
είναι μονόπακτοι δοκοί με τον εςωτερικι 
πάκτωςθ (κόμβοσ κεφαλισ) να παρουςιάηει 
μετατόπιςθ & ςτροφι. ΢τθν περίπτωςθ (c) οι 
ςτφλοι είναι αμφίπακτοι δοκοί, με ανάλογα 
χαρακτθριςτικά. ΢ε όλεσ τισ περιπτϊςεισ το 
ηφγωμα είναι αμφίπακτθ  δοκόσ με εςωτερικζσ 
πακτϊςεισ (κόμβοι αρχισ - τζλουσ) που 
ςτρζφονται αλλά θ (αξονικι) ιςόποςθ 
μετακίνθςι τουσ δεν δθμιουργεί πρόςκετθ 
καμπτικι ροπι. 
 
΢χόλιο-2: ΢τθν περίπτωςθ (a) μόνο ο αριςτερά 
ςτφλοσ αναπτφςςει τζμνουςα (= P) και ροπι  
ςυνδυαςμόσ μετατόπιςθσ + ςτροφισ κόμβων 
δεξιοφ ςτφλου οδθγεί ςε μθδενιςμό τζμνουςασ 
+ ροπισ. ΢τισ περιπτϊςεισ (b) & (c) οι ςτφλοι 
αναπτφςςουν ίςεσ τζμνουςεσ (= P/2) και 
αντιςυμμετρικζσ ροπζσ 

  

 
Π.χ. Απόδειξθ περίπτωςθσ αμφιαρκρωτοφ (b): Ζθτοφμενθ δυςκαμψία K = P που προκαλεί μετακίνθςθ δx = 1 
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     “φ”   +  “δ = 1” 

   
 
ΜΒΑ = -3ΕΙφΒ/3 + 3ΕΙ·1/32         ΜΒΓ = (2ΕΙ/5)∙(2φΒ-φΓ)         ΜΓΒ = (2ΕΙ/5)∙(2φΓ-φΒ)         ΜΓΔ = -3ΕΙφΓ/3 - 3ΕΙ∙1/32 
Ιςορροπία ηυγϊματοσ ΢Fχ = 0  VBA = VΓΔ = P/2  ΜBA = -ΜΓΔ = 3P/2  ΜBΓ = -ΜΓΒ  ΕΙφΒ = -ΕΙφΓ = 5P/4 
ΜΒΑ = -5P/4+EI/3 = 3P/2  P/EI = 4/33 = 0.121 
 
Π.χ. Απόδειξθ περίπτωςθσ ιςιςτατικοφ (a): Ζθτοφμενθ δυςκαμψία K = P που προκαλεί μετακίνθςθ δx = 1 
 
     “φ”   +  “δ = 1” 
 

  
 
Ιςορροπία ηυγϊματοσ ΢Fχ = 0  VBA = P,  VΓΔ = 0    ΜB = 3P,  ΜΓ = 0 
ΜΓΒ = 0 = (2ΕΙ/5)·(2φΓ-φΒ)  φΓ = φΒ/2  ΜΒΓ = (2ΕΙ/5)·(2φΒ-φB/2) = 3P  ΕΙφΒ =5P 
ΜΒΑ = 3P = -3·5P/3 + 3ΕΙ∙1/32  P/EI = 3/72 = 0.0417 
 
 

(VIΙ) 

 
   (e) K = 48·EI/L3 = 2·3EI/(L/2)3  (f) K = 192·EI/L3 = 2·12EI/(L/2)3 
 
΢χόλιο-1: K  ανεξάρτθτο βάρουσ / φόρτιςθσ,   
΢χόλιο-2: λόγω ςυμμετρίασ ο εςωτερικόσ μεςαίοσ κόμβοσ = πάκτωςθ χωρίσ ςτροφι    

(e) = 2 άςτρεπτεσ μονόπακτεσ μικουσ L/2,  (f) = 2 άςτρεπτεσ αμφίπακτεσ μικουσ L/2.  
 
΢χόλιο-3: Χωρίσ ςυμμετρία ζχουμε και ςτροφι ( πιο ενδόςιμο). 
 
Π.χ.  K = 0.314·EI   <  12EI/33+3EI/53 = 0.468·EI    
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