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Άδειες Χρήσης 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε 
άδειες χρήσης Creative Commons.  
 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που 
υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η 
άδεια χρήσης αναφέρεται ρητώς.  
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ΜΙΚΡΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗ - ΤΜΗΜΑ   ΛΟΓΙΣΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΧΡΗΜΑΤΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ 



Χρηματοδότηση 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού 
έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο ΤΕΙ Κεντρικής Μακεδονίας» έχει 
χρηματοδοτήσει μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 

3 ΜΙΚΡΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗ - ΤΜΗΜΑ   ΛΟΓΙΣΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΧΡΗΜΑΤΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ 



∆ρ. Περσεφόνη Πολυχρονίδου



Η επιχείρηση ζωοτροφών ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ εξασφάλισε 

µία ειδική παραγγελία από έναν πελάτη τη̋ για την 

παρασκευή 1000 κιλών ζωοτροφή̋, η οποία θα 

πρέπει να περιέχει τουλάχιστον 30% πρωτε˙νε̋ και 

40% υδατάνθρακε̋. Για την παραγωγή τη̋ 40% υδατάνθρακε̋. Για την παραγωγή τη̋ 

συγκεκριµένη̋ παρτίδα̋, ο υπεύθυνο̋ παραγωγή̋ 

τη̋ εταιρεία̋ αποφάσισε να αναµείξει µία 

εισαγόµενη πλούσια σε θρεπτικά υλικά τροφή µε 

ιχθυάλευρο και δηµητριακά, ώστε να µειώσει το 

κόστο̋, ικανοποιώντα̋ όµω̋ τι̋ ελάχιστε̋ 

διαιτητικέ̋ απαιτήσει̋ του πελάτη σε 

περιεκτικότητα πρωτἐνών και υδατανθράκων.



Η εισαγόµενη τροφή έχει περιεκτικότητα 40% σε 

πρωτε˙νε̋ και 40% σε υδατάνθρακε̋ και κοστίζει 

1 ευρώ το κιλό. Το ιχθυάλευρο έχει περιεκτικότητα 

25% σε πρωτε˙νε̋ και 20% σε υδατάνθρακε̋ και 

κοστίζει 0,7 ευρώ το κιλό, ενώ τα δηµητριακά µε 

περιεκτικότητα 20% σε πρωτε˙νε̋ και 40% σε περιεκτικότητα 20% σε πρωτε˙νε̋ και 40% σε 

υδατάνθρακε̋ και κοστίζει 0,8 ευρώ το κιλό.

Να προσδιοριστούν οι ποσότητε̋ που θα πρέπει 

να αναµείξει ο υπεύθυνο̋ παραγωγή̋, ώστε να 

επιτύχει το µικρότερο δυνατό κόστο̋, 

ικανοποιώντα̋ ταυτόχρονα τι̋ ελάχιστε̋ 

απαιτήσει̋ του πελάτη σε θρεπτικά υλικά.



Χ = Ποσότητα εισαγόµενη̋ τροφή̋

ΠερΠερΠερΠερ. σε . σε . σε . σε 
πρωτε˙νε̋ (%)πρωτε˙νε̋ (%)πρωτε˙νε̋ (%)πρωτε˙νε̋ (%)

ΠερΠερΠερΠερ. σε . σε . σε . σε 
υδατάνθρακε̋ υδατάνθρακε̋ υδατάνθρακε̋ υδατάνθρακε̋ 
(%)(%)(%)(%)

Κόστο̋ Κόστο̋ Κόστο̋ Κόστο̋ 
(ευρώ/(ευρώ/(ευρώ/(ευρώ/κιλκιλκιλκιλό)ό)ό)ό)

Εισαγόµενη τροφή 40 40 1

Ιχθυάλευρο 25 20 0,7

∆ηµητριακά 20 40 0,8

Χ1 = Ποσότητα εισαγόµενη̋ τροφή̋

Χ2 = Ποσότητα ιχθυάλευρου

Χ3 = Ποσότητα δηµητριακών

Στόχο̋ είναι η ελαχιστοποίηση του κόστου̋ 

παραγωγή̋ των 1000 κιλών ζωοτροφή̋.



Αντικειµενική Συνάρτηση – Ελαχιστοποίηση 

κόστου̋:

1 Χ1 + 0,7 Χ2 + 0,8 Χ3

Υπό του̋ περιορισµού̋:

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

Π ο σ ό τη τα : 1 0 0 0

Π ρ ω τε ΐν ε ς : 0 , 4 0 , 2 5 0 , 2 3 0 0

Υ δ α τά ν θ α κ ε ς: 0 , 4 0 , 2 0 , 4 4 0 0

, , 0

Χ + Χ + Χ =

Χ + Χ + Χ ≥

Χ + Χ + Χ ≥

Χ Χ Χ ≥

Οι περιορισµοί του προβλήµατο̋ µε την 

προσθήκη των µεταβλητών πλεονασµού 

γράφονται ω̋ εξή̋: 



1 2 3

1 2 3

1 2 3 2

Ε λαχιτοποίηση της: 0, 7 0, 8

υπό τους περιορισ µούς:

Π οσότητα : 1000

Π ρω τεΐνες: 0, 4 0, 25 0, 2 300S

Χ + Χ + Χ

Χ + Χ + Χ =

Χ + Χ + Χ − =1 2 3 2

1 2 3 3

1 2 3 2 3

Π ρω τεΐνες: 0, 4 0, 25 0, 2 300

Υ δατάνθακες: 0, 4 0, 2 0, 4 400

, , , , 0

S

S

S S

Χ + Χ + Χ − =

Χ + Χ + Χ − =

Χ Χ Χ ≥



Αν θεωρήσουµε αρχική λύση την: 

Χ1 = Χ2 = Χ3 = 0, τότε ο πρώτο̋ περιορισµό̋ είναι 

αδύνατο̋, εφόσον προκύπτει 0=1000, οµοίω̋ και οι 

επόµενοι δύο περιορισµοί.

Για να ακολουθήσουµε τη µεθοδολογία των 

προβληµάτων βελτιστοποίηση̋, πρέπει να προβληµάτων βελτιστοποίηση̋, πρέπει να 

δηµιουργήσουµε ανισότητε̋ µε 

Για κάθε περιορισµό, ισότητα ή ανισότητα εισάγουµε 

µία τεχνητή µεταβλητή, για την οποία δεν υπάρχει 

καµία φυσική ερµηνεία. Εποµένω̋, θα πρέπει στο 

τέλο̋ να πάρει την τιµή 0. Αυτό θα συµβεί µόνο αν το 

αντίστοιχο κόστο̋ τη̋ µεταβλητή̋ είναι πάρα πολύ 

µεγάλο, έστω Μ αυτό̋ ο αριθµό̋.

.≥



1 2 3 2 3 1 2 3

1 2 3 1

Ελαχιτοποίηση της:
0,7 0,8 0 0

υπό τους περιορισµούς:

Ποσότητα: 1000

Πρωτεΐνες: 0, 4 0, 25 0, 2 300

S S MA MA MA

A

S A

Χ + Χ + Χ + + + + +

Χ + Χ + Χ + =

Χ + Χ + Χ − + =1 2 3 2 2

1 2 3 3 3

1 2 3 2 3 1 2 3

Πρωτεΐνες: 0, 4 0, 25 0, 2 300

Υδατάνθακες: 0, 4 0, 2 0, 4 400

, , , , , , ,

S A

S A

S S A A A

Χ + Χ + Χ − + =

Χ + Χ + Χ − + =

Χ Χ Χ ≥ 0



Συντ.Συντ.Συντ.Συντ.
Κόστου̋ Κόστου̋ Κόστου̋ Κόστου̋ 
CCCCjjjj

1111 0,70,70,70,7 0,80,80,80,8 0000 0000 ΜΜΜΜ ΜΜΜΜ ΜΜΜΜ Ποσ.Ποσ.Ποσ.Ποσ.

Βασ. 
Μετ. 

X1 X2 X3 S2 S3 Α1 Α2 Α3 Bi

Μ Α1 1 1 1 0 0 1 0 0 1000 1000/1
=1000

↓

→

=1000

Μ Α2 0,4 0,25 0,2 -1 0 0 1 0 300 300/0,300/0,300/0,300/0,
4=7504=7504=7504=750

Μ Α3 0,4 0,2 0,4 0 -1 0 0 1 400 400/0,
4=100
0

Zj 1,8Μ 1,45Μ 1,6Μ -Μ -Μ Μ Μ Μ 1700

Cj-Zj 1-
1,8Μ

0,7-
1,45Μ

0,8-
1,6Μ

Μ Μ 0 0 0



� Αν θεωρήσουµε ότι η τιµή τη̋ Χ1 αυξηθεί κατά 
µία µονάδα, τότε οι τιµέ̋ των Α1,Α2,Α3 θα 
µειωθούν κατά 1, 0.4 και 0.4, αντίστοιχα. 

� Η συνολική µείωση κόστου̋ θα είναι 
Μ+0,4Μ+0,4Μ=1,8Μ, όπω̋ φαίνεται στη 
γραµµή Ζ.γραµµή Ζ.

� Επειδή το Μ είναι ένα̋ µεγάλο̋ αριθµό̋, τότε 
η ποσότητα 1-1,8Μ είναι αρνητική. 

� Μικρότερη ποσότητα τη̋ τελευταία̋ γραµµή̋ 
είναι αυτή που αντιστοιχεί στην τιµή Χ1 

(οδηγό̋ στήλη).

� Οδηγό̋ γραµµή, η Α2, µικρότερο πηλίκο τη̋ Β 
µε τι̋ τιµέ̋ τη̋ Χ1.



Συντ.Συντ.Συντ.Συντ.
Κόστου̋ Κόστου̋ Κόστου̋ Κόστου̋ 
CCCCjjjj

1111 0,70,70,70,7 0,80,80,80,8 0 0000 ΜΜΜΜ ΜΜΜΜ ΜΜΜΜ ΠοσΠοσΠοσΠοσ
....

Βασ. 
Μετ. 

X1 X2 X3 SSSS2222 S3 Α1 Α2 Α3 Bi

Μ Α1 0 0,375 0,5 2,52,52,52,5 0 1 0 250 250/2,
5=100

↓

→

5=100

1 X1 1 0,625 0,5 ----2,52,52,52,5 0 0 0 750

ΜΜΜΜ ΑΑΑΑ3333 0000 ----0,050,050,050,05 0,20,20,20,2 1111 ----1111 0000 1111 100100100100 100/1=100/1=100/1=100/1=
100100100100

Zj 1 0,625
+ 
0,325
Μ

0,5+
0,7Μ

----2,5 2,5 2,5 2,5 
+3,5Μ+3,5Μ+3,5Μ+3,5Μ

-
Μ

Μ Μ

Cj-Zj 0 0,7-
1,45Μ

0,3-
0,7Μ

2,5 2,5 2,5 2,5 ----
3,5Μ3,5Μ3,5Μ3,5Μ

Μ 0 0



� Επειδή η τεχνητή µεταβλητή Α2 δε 
συµπεριλαµβάνεται στη βάση, µετά την 
αντικατάστασή τη̋ από τη Χ1, και δεν 
υπάρχει περίπτωση να επανέλθει λόγω του 
µεγάλου κόστου̋ Μ, δεν είναι ανάγκη να µεγάλου κόστου̋ Μ, δεν είναι ανάγκη να 
συνεχίσουµε του̋ υπολογισµού̋ των τιµών 
για την αντίστοιχη στήλη. 

� Η S2 στη τελευταία γραµµή έχει το µικρότερο 
αρνητικό συντελεστή (οδηγό̋ στήλη) και θα 
αντικαταστήσει την Α3 (οδηγό̋ γραµµή).



Συντ.Συντ.Συντ.Συντ.
Κόστου̋ Κόστου̋ Κόστου̋ Κόστου̋ 
CCCCjjjj

1111 0,70,70,70,7 0,80,80,80,8 0 0000 ΜΜΜΜ ΜΜΜΜ ΜΜΜΜ ΠοσΠοσΠοσΠοσ
....

Βασ. 
Μετ. 

X1 X2 X3 S2 SSSS3333 Α1 Α2 Α3 Bi

ΜΜΜΜ ΑΑΑΑ1111 0000 0, 50, 50, 50, 5 0000 0000 2,52,52,52,5 1111 0000 0/2,5=0/2,5=0/2,5=0/2,5=
0000

↓

→

0000

1 X1 1 0,5 1 0 ----2,52,52,52,5 0 100
0

0 S2 0 -0,05 0,2 1 ----1111 0 100

Zj 10 0,5-
0,5Μ

1 0 ----2,5 2,5 2,5 2,5 
+2,5+2,5+2,5+2,5
ΜΜΜΜ

Μ

Cj-Zj 0 0,2+0,
5Μ

-0,2 0 2,5 2,5 2,5 2,5 ----
2,5Μ2,5Μ2,5Μ2,5Μ

0



Συντ.Συντ.Συντ.Συντ.
Κόστου̋ Κόστου̋ Κόστου̋ Κόστου̋ 
CCCCjjjj

1111 0,70,70,70,7 0,80,80,80,8 0 0 ΜΜΜΜ ΜΜΜΜ ΜΜΜΜ Ποσ.Ποσ.Ποσ.Ποσ.

Βασ. 
Μετ. 

X1 XXXX2222 X3 S2 S3 Α1 Α2 Α3 Bi

0000 SSSS3333 0000 0,20,20,20,2 0000 0000 1111 0000 0/0,2=00/0,2=00/0,2=00/0,2=0

1 X 1 1111 1 0 0 1000 1000/1=

↓

→

1 X1 1 1111 1 0 0 1000 1000/1=
1000

0 S2 0 0,150,150,150,15 0,2 1 0 100 100/0,1
5=6667

Zj 1 1111 1 0 0

Cj-Zj 0 ----0,30,30,30,3 -0,2 0 0



Συντ.Συντ.Συντ.Συντ.
Κόστου̋ Κόστου̋ Κόστου̋ Κόστου̋ 
CCCCjjjj

1111 0,7 0,80,80,80,8 0 0 ΜΜΜΜ ΜΜΜΜ ΜΜΜΜ Ποσ.Ποσ.Ποσ.Ποσ.

Βασ. 
Μετ. 

X1 X2 XXXX3333 S2 S3 Α1 Α2 Α3 Bi

0,7 X2 0 1 0000 0 5 0

1 X 1 0 1111 0 -5 1000 1000/1=

↓

→

1 X1 1 0 1111 0 -5 1000 1000/1=
1000

0000 SSSS2222 0000 0000 0,20,20,20,2 1111 ----0,750,750,750,75 100100100100 100/0,2100/0,2100/0,2100/0,2
=500=500=500=500

Zj 1 0,7 1111 0 -1,5

Cj-Zj 0 0 ----0,20,20,20,2 0 1,5



Συντ.Συντ.Συντ.Συντ.
Κόστου̋ Κόστου̋ Κόστου̋ Κόστου̋ 
CCCCjjjj

1111 0,7 0,8 0 0 ΜΜΜΜ ΜΜΜΜ ΜΜΜΜ Ποσ.Ποσ.Ποσ.Ποσ.

Βασ. 
Μετ. 

X1 X2 X3 S2 S3 Α1 Α2 Α3 Bi

0,7 X2 0 1 0 0 5 0

1 X 1 0 0 -5 -1,25 500

↓

→

1 X1 1 0 0 -5 -1,25 500

0 X3 0 0 1 5 -3,75 500

Zj 1 0,7 0,8 -1 -0,75

Cj-Zj 0 0 0 1 0,75



Ποσότητε̋/Μεταβλητέ̋:Ποσότητε̋/Μεταβλητέ̋:Ποσότητε̋/Μεταβλητέ̋:Ποσότητε̋/Μεταβλητέ̋:

Ποσότητα εισαγόµενη̋ τροφή̋ ΧΠοσότητα εισαγόµενη̋ τροφή̋ ΧΠοσότητα εισαγόµενη̋ τροφή̋ ΧΠοσότητα εισαγόµενη̋ τροφή̋ Χ1111 ::::
Ποσότητα ιχθυάλευρου ΧΠοσότητα ιχθυάλευρου ΧΠοσότητα ιχθυάλευρου ΧΠοσότητα ιχθυάλευρου Χ2 2 2 2 ::::
Ποσότητα δηµητριακών ΧΠοσότητα δηµητριακών ΧΠοσότητα δηµητριακών ΧΠοσότητα δηµητριακών Χ3 3 3 3 ::::

Αντικειµενική συνάρτηση:Αντικειµενική συνάρτηση:Αντικειµενική συνάρτηση:Αντικειµενική συνάρτηση:
ΣυνολικόΣυνολικόΣυνολικόΣυνολικό κόστο̋:κόστο̋:κόστο̋:κόστο̋:

500 κιλά 500 κιλά 500 κιλά 500 κιλά 
0 κιλά0 κιλά0 κιλά0 κιλά
500 κιλά500 κιλά500 κιλά500 κιλά

500*1+500*0,8500*1+500*0,8500*1+500*0,8500*1+500*0,8 = 900 ευρώ= 900 ευρώ= 900 ευρώ= 900 ευρώΣυνολικόΣυνολικόΣυνολικόΣυνολικό κόστο̋:κόστο̋:κόστο̋:κόστο̋:

Περιορισµοί:Περιορισµοί:Περιορισµοί:Περιορισµοί:
Συνολική ποσότητα:Συνολική ποσότητα:Συνολική ποσότητα:Συνολική ποσότητα:
ΠεριεκτικότηταΠεριεκτικότηταΠεριεκτικότηταΠεριεκτικότητα σε πρωτε˙νε̋ σε πρωτε˙νε̋ σε πρωτε˙νε̋ σε πρωτε˙νε̋ SSSS2 2 2 2 

ΠεριεκτικότηταΠεριεκτικότηταΠεριεκτικότηταΠεριεκτικότητα σε υδατάνθρακε̋ σε υδατάνθρακε̋ σε υδατάνθρακε̋ σε υδατάνθρακε̋ SSSS3 3 3 3 

500*1+500*0,8500*1+500*0,8500*1+500*0,8500*1+500*0,8 = 900 ευρώ= 900 ευρώ= 900 ευρώ= 900 ευρώ

1000 κιλά1000 κιλά1000 κιλά1000 κιλά
300 κιλά300 κιλά300 κιλά300 κιλά
400 κιλά400 κιλά400 κιλά400 κιλά



� Η σκιώδη̋ τιµή του περιορισµού των 
υδατανθράκων είναι 0,75. 

� Η µείωση είναι δυνατή, όχι όµω̋ και η 
αύξηση. Οι συντελεστέ̋ τη̋ στήλη̋ S3. 

� Για αύξηση κατά µία µονάδα̋ τη̋ S2, θα � Για αύξηση κατά µία µονάδα̋ τη̋ S2, θα 
πρέπει να αυξήσουµε την τιµή τη̋ Χ1 κατά 
5 κιλά και ταυτόχρονα να µειώσουµε την  
Χ3 κατά 1 κιλό. Η Χ2 είναι ήδη µηδέν και δεν 
µπορεί να µειωθεί περαιτέρω.



Είναι δυνατό σε προβλήµατα Γ.Π. να µην 

υπάρχουν εφικτέ̋ λύσει̋:

� Να µην ικανοποιούνται όλοι οι 
περιορισµοί. Εξετάζουµε τη δυνατότητα 
χαλάρωση̋ κάποιων περιορισµών.χαλάρωση̋ κάποιων περιορισµών.

� Λανθασµένη διατύπωση περιορισµών ή 
δεδοµένων.



Θεωρούµε στο π.χ. τη̋ επιχείρηση̋ ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ 

ότι οι απαιτήσει̋ του πελάτη είναι 30% και 50% 

σε πρωτε˙νε̋ και  υδατάνθρακε̋, αντίστοιχα. 

Από τον πίνακα, προκύπτει ότι µε οποιονδήποτε 

τρόπο και αναλογία αν αναµειχθούν τα 3 τρόπο και αναλογία αν αναµειχθούν τα 3 

συστατικά, είναι αδύνατο να περιέχει το µείγµα 

50%  υδατάνθρακε̋, 

αφού όλα τα συστατικά 

έχουν το πολύ 40% 

περιεκτικότητα.

ΠερΠερΠερΠερ. σε . σε . σε . σε 
πρωτε˙πρωτε˙πρωτε˙πρωτε˙
νε̋ (%)νε̋ (%)νε̋ (%)νε̋ (%)

ΠερΠερΠερΠερ. σε . σε . σε . σε 
υδατάνυδατάνυδατάνυδατάν
θρακε̋ θρακε̋ θρακε̋ θρακε̋ 
(%)(%)(%)(%)

Κόστο̋ Κόστο̋ Κόστο̋ Κόστο̋ 
(ευρώ/(ευρώ/(ευρώ/(ευρώ/κικικικι
λλλλό)ό)ό)ό)

Εισαγόµενη 
τροφή

40 40 1

Ιχθυάλευρο 25 20 0,7

∆ηµητριακά 20 40 0,8


